1. Folytonossag

1. (A) Igaz-e, hogy ha D(f) = R, f folytonos és periodikus, akkor f korlatos és van maximuma és
minimuma?

2. (A) Tudunk példat adni olyan fliggvényekre, melyek megegyeznek inverziikkel? Ha igen, adjunk
minél tobbet!

3. Lassuk be, hogy

arc tg x = arcsin
1+ 22

4. Mutassuk meg, hogy bar
f(@) = (1+a?)sgn e

nem folytonos, inverze mégis az!

Abrazoljuk a kovetkez6 ponthalmazokat a sikon!

5. (A)
{(x,y) eR?: xzcostyzsint,tGR}
6. (A)
{(x,y)€R2 : x:cht,yzsht,teR}
7. (A)
{(z,y) €eR?: z =arctgt, y=arcctgt,t € R}
8.

A kovetkez6 feladatokban adjunk iteracidt az egyenletek megoldasara és becsiiljiik a konvergencia
sebességét! Tgazoljuk, hogy jogosan jartunk el! Hany 1épést kell megtenni, hogy 3 tizedesjegy pontossaggal
kapjuk meg az eredményt?

9. (A) Ly
x
e z € 1,2]
10. (A)
r=vzx+2, z€]l0,2]
11.
9 z 1
xt =2, z € 11,2] x—§+*
x
12. (A)

x=0,9cosz, x€][0,1]
13. Igazoljuk, hogy talalhat6 olyan x € (0, 5), melyre xsinz = J.
14.
Vizsgaljuk meg a kovetkezs fiiggvényeket, hogy egyenletesen folytonosak-e!

D) =(0.1),  fla)=-~

xT

D(f)=(0,1),  f(z)=sin—

T



17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

(A)
D(f) =R, f(z) =x +sinz
(A)
D(f) = (~10000000, 10000000),  f(z) = 22
D(f)=R,  f(z)=2"
(A) ,
D(f) = (0,m),  f)=""

Legyen f: R — R, D(f) = R olyan fiiggvény, melyre f(z +y) = f(z) + f(y). Igazoljuk, hogy ha
ezen kiviil

(a) f folytonos, vagy
(b) f monoton,

akkor talalhato a € R, hogy f(x) = ax!

Legyen f:R — R, D(f) = R olyan fiiggvény, melyre f(z+y) = f(x)f(y). Igazoljuk, hogy ha ezen
kiviil

(a) f folytonos, vagy
(b) f monoton,

akkor talalhato a € R, hogy f(z) = a”!



2. Differencialas
24. Lassuk be az aldbbiakat!
L () =0 (ceR); 11. (th)' = F;
2. (id") =n-id"' (neN); 12. (cth)' = — 53
3. (exp.) =Inc-exp, (c € RT\{1}); 13. (arcsin)’ (z) = \/1£7, re(—1,1);
4. (log.)" = gz (c € RT\{1}); 14. (arccos)’ (z) = s, @ € (=1,1);
5. (sin)" = cos; 15. (arctg) (z) = —Hlxg, z € R;
6. (cos) = —sin 16. (arcctg) (z) = ﬁ, z € R;
7. (tg)' = 00182, 17. (arsh)’ (z) = Tﬁﬂ, z €R;
8. (ctg) = - 18. (arch)’ (z) = \/1;771’ x € (1,400);
9. (sh) =ch; 19. (arth)’ (z) = s, 2z e (-1,1);
10. (ch) =sh; 20. (arcth)’ (z) = s, veR\[-1,1].
25. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjait!
1. f(z) =523 — 422 + 3; 21. f(x) = sin® ; 41. f(z) =1n10*
2. f(x)= 3”24 £, 22. f(z) = sin bax; 42. f(z) =1ge”;
3. flz) =23 23. f(z) = sinz?; 43. f (x) = 2%%;
4. f(x)=z+1; 24. f () = sin’ bz>; 44. f (z) = 2807,
22
5. 1 (x) = 2281, 2. f(2) = /52, 15 f(0) = e
2 x
6. f(x) =35t 26. f(z) = A= 16. f () = b=
7. f(x) =z 27. f(x) = m; 47. f(z) = —ze "e ¢
8. f(z) = Va2 28. f(z) = V& ++/z; 48. f (z) = #2Zarc tg z;
9. fz)=1/1; 29. f(x) = {/(1—x)% 49. f(z) = tgz + tgdzx + 2tgiu;
10. f () L 30. f(x) =In\/{7%; 50. f(z) = §Intgl — ;57
11. f(z) = g/xw/%\/f; 31. f(z) =1n Y=+ 1_;2"'1; 51. f(x) = % (111 vartrt ZTZZ — ﬁ) ;
12, f(x) = Vo)L 32. f(z) = e'%sin5x; 52. f(z) = In VL 20T,
13. f(z) = (2 +1)¢” 33. f(z)=1n,/ h:ﬁi, 53. f(z) = |z|;
14. f(x) = xsina; 34. f(z) = Insinx; 54. f(x) =z —2|—2]+ 1.
15. f(x) = e® sinx; 35. f(z) =Inlnz;
16. f(z) = Inz cos z; 36. f(z) =Intg (L +%);
17. f(z) =z (lnz —1); 37. f(z) =In(z+ Va2 +a?);
18. f(x)=vz+Inx %; 38. f(x) = arcsin 2z;
19. f(z) = —2—; 39. f(z) = arccos 1
20. f(x) = 55; 40. f(z) = Inlgx;



26. Szamitsuk az f' (1), f' (2), f' (3) értékeket, ha f (z) = (z — 1) (z — 2)° (z — 3)°

27. Mutassuk meg, hogy az
T sin %7 x #0,

f(x)::{o, z=0

fliggvény folytonos a 0-ban, de ott nem differencialhato!

28. Mutassuk meg, hogy az
r?sind, z#0
— z) )
J @) { 0, 2 =0

fliggvény a 0-ban differencialhato!

29. Mutassuk meg, hogy a
0, z€Q
D — b )
(z) { 1, z€eR\Q

fliggvénynek

(a) egyetlen pontban sincs hatarértéke;

(b) = - D (z) a 0-ban folytonos, de nem differencialhato;
(¢) 2% - D (z) a O-ban differenciélhato!

30. A Legendre-polinom definici6ja:

Mutassuk meg az alabbi Osszefliggést!

(1—2%) P} (z) — 2zP), (z) + m(m + 1)P,, (z) = 0.

Segitség: Léssuk be az u(z) = (22 —1)" fiiggvényrdl, hogy (22 —1)u/(z) = 2mau(z), majd
derivaljuk ezen egyenlet mindkét oldalat m + 1-szer!

31. Hol differencialhatok az alabbi fiiggvények? Szamitsuk ki a derivaltjukat!
(a) f(z) = [z]sin®(wz), = € R;
(b) f(z)=log,2, >0,z #1,;
(c)

z—1

arctan z, lz] <1,
flx) =9,
Isenz 4+ 5=, |zl > 1.

32. Hatarozzuk meg a kovetkezs Gsszeget!

33. Tegyiik fel, hogy f differencidlhat6 a-ban. Szamitsuk ki az aldbbi hatarértéket!
zf(a) —af(x)

lim ————-.
r—a Tr—a



Egy f: R — R fiiggvény tulajdonsigainak vizsgalata:

(a) Ertelmezési tartomany és torlodasi pontjainak meghatarozasa.

(b) A fiiggvény zérushelyei és tengelymetszetei.

(c) Folytonossag (féloldali is), szakadési helyek.

(d)
)

d
(e

Hatéarérték az értelmezési tartomany torlodasi pontjaiban (+oco-ben is).
SzélsGérték-vizsgalat (lokalis és abszolut):
i. sziikséges: f’(zg) =0,

ii. elégséges: f’ az xp-ban elGjelet valt vagy f” (xg) > 0 =szigort lokalis minimum, f” (xg) <
0 =-szigoru lokalis maximum.

(f) Monotonitasi viszonyok

i. f/ > 0 <monoton né, f/ < 0 <monoton fogy,

ii. f/ > 0= szigortan monoton né, f’ < 0 = szigorian monoton fogy.
(g) Inflexios pontok:

i. sziikséges: " (xg) =0,

ii. elégséges: f" az xo-ban elGjelet valt vagy "' (zg) # 0.
(h) Konvexitas-konkavitas:

i. konvex< f’ monoton né vagy f” > 0,

ii. konkéav< f/ monoton fogy vagy f” < 0.
(i) A fiiggvény grafikus abrazolésa.

(j) Ertékkészlet meghatarozasa.

34. (A) Végezziik el az alabbi fliggvények teljes kord vizsgalatat!
a) f(z) = 2* — 22%; (i) f(z) =In(z+ Va2 +1);
J) f (@) = (@ +2)-ex;

k) f(x) =2z — tgx;

x

) (
) (

(W) =1+a" =255 () f@) =15
(2) (
(

m) f () = B
n) f(z) ="

, xz=0.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

(A) Szamitsuk ki a kovetkezs hatarértékeket!

(a) (e)

3x2 —2x—1 3
; . ; o 22 -
ilinl S5x2 —x—4’ ilg%) (cos 22) =% 5
(b) (f)
. tanz —x . ( 4 ) .
lim ——; lim - ;
z—0 ¢ —sinx’ z—Z \cotx 2cosx
(c) (8)
1. 621 -1 m T —
m =
220 sing z—1lnz — (x —1)
(d) (b)
1 1 . z°
li B lim (.Z‘ - 1) .
720 (sin2 x xQ) ’ @—0

Legyen f : [zo,z,] — R, f™= Y : [zg,z,] — R folytonos, és letezik az f() : (zg,z,) — R n-edik
derivaltfiiggvény. Tudjuk tovabba, hogy léteznek xo < 1 < ... < &, f(x;) =0,i =0, ...,n pontok.
Mutassuk meg, hogy létezik & € (xg,2,,), f™ (£) = 0!

Legyen f differencialhato, ¢ monoton névé és differencialhato I-n, |f'(z)| < ¢'(x) Vo € I. Lassuk
be, hogy ekkor |f(z) — f(y)| < ¢(x) — ¢(y), ha = > y!
Ennek segitségével mutassuk meg, hogy

(a) .13—%2 In(l1+z), >0

VANEVAN

s
T <tanz, 0<z< 3.

Tegyiik fel, hogy f-re teljesiilnek a Lagrange-kozépértéktétel feltételei [a, b-n. Ki lehet-e valasztani
az (a,b) intervallum barmely £ pontjahoz olyan x1, 25 € [a,b] pontokat, melyekre

T2 — T1

Bizonyitsuk be az aldbbi egyenl6tlenségeket!

sinz —siny| < |z —y|;

arctan (a) — arctan (b)| < |a — b|;

8

<ln(x+1) <z, z>0;

[SI
S

<lh¢<%t 0<b<a.

Irjuk fel az
fa)=(@+1)- Bz

fliggvény x1 = —1 valamint x5 = 2 pontokhoz tartozo érintGinek egyenletét!
Mely pontokban lesz az f(z) = 2 + x — 22 fiiggvény érintGje parhuzamos

(a) az z-tengellyel;

(b) az elss siknegyed szoglelezGjével?



42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Adott teriiletii téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a keriilete?

Melyik a legnagyobb teriiletti azon derékszogi haromszogek koziil, melyeknél az atfogo és az egyik
befogd Gsszege allando?

Egy a oldalt négyzet alaku fémlemezbdl (feliil nyitott) dobozt hajtogatunk. Mekkora az elérhetd
maximalis térfogat?

Egy félgomb koré kupot akarunk tenni a lehets legkisebb térfogattal ugy, hogy az alapjuk ugyanazon
a sikon legyen. Milyenek legyenek a kup méretei?

Hatarozzuk meg a 0 koriili n-edik Taylor-polinomokat és Lagrange-féle maradéktagokat az alabbi
fliggvények esetén!

() 1 (@) = e
(b) f () = sinz;
(¢) f(z)=cosuz;
(@) f () =In(z + 1)

Irjuk fel a kovetkezo fiiggvények a koriili n-edik Taylor-polinomjait!

(2) f(x) = VBT 7 a=0,n=2

(b) f(z) =sin(sinz), a=0,n=3;

(c) flx)=2"-1,a=1,n=3;

(d) f(z)=c-chZ (c#0),a=0,n=2.

Szamoljuk ki

a) e értékét 1079 pontossaggal;

b)

(c) az f (z) = e” fiiggvényt a [0, ] intervallumon 0,001 pontossaggal;
)

(
(

sin 1 értékét 108 pontossaggal;

(d) az f (z) =1n(z + 1) figgvényt a [0, 1] intervallumon 0, 2 pontossaggal!



3. Integralszamitas

49. Alapintegralokra visszavezethets feladatok

a f\/ Ve (e) [coth®z
(

(
M) [(5- 2“’—1—4 sinz — 3cos ) f

)
)
(c) [ tan
@ J fiiof(ggi)

gfwm

)

) [ omatans
)

h)fa:+1

(
(
50. Integralas helyettesitéssel

(a) f(ax + b) alakua integrandus:
F'(z) = f(z) = [ flax +b) = 1 - (F(az + b)) +

iv. f4w2—74w+2
vo [ 14

vii.

i f vTr — 16
i, [ edutd

iii. [ (5—tanh*(1 —x)) [
Vaz2+dx

b) [ o) f (@)=L a1
i [x?. (227 +4)%

ii. [sinzsin(22)

vii.

1
f (14x2)-varctan x

iii. f Vin® z vii. f T Cosgn “
z ix f 51n2;v
iv. f 32; : (5—sinZz)7
@+l ) xX. f sin®
v. [(2®41) Vad 4+ 3z +1 cos” z .
Vi f2m+1 2w 1 xi. f2 ce2sinT oo
© [ 22 =t (f @) +
2
i &szil v. [ 1
i sin(2z) ) V1—z2.arcsin =
11. f 5+cos? z : 2z
) vii [ Fs
11 f cosh? z-tanh z s 1
. Vil. f:r-lnx
iv. [tanz

(d) Tovabbi feladatok helyettesitéssel

i [ soriee

| T

i, [ (t:=e?)

iv. fm (z:=sint), [cos?t= IH%S(%) = % (arcsinx—l—xm)

v. f\/ﬁ (x := cosht), fsinth = % = % (x\/aﬁ— arcoshm)



51. Parcialis integralas

(a) Polinomfiiggvénnyel szorzott exp, trigon. és hiperbolikus fiiggvények
i [(2z+ 3) -sin (6z)
i, [z-e™
iii. [(14 22?)-coth3z

(b) Logaritmus, arcus és area fiiggvények integralasa

i [Inz iv. [arsinhz
ii. [arcsinx v. [arcoshz
iii. [arctanz vi. [arcothz

(¢) Exp fiiggvénnyel szorzott trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények
i [e3 . sin(2z)
ii. [2%-cos(3z —1)
iii. [3%+1.sinh(4z — 1)
(d) Tovabbi feladatok (parcialis integralas)
i [In®z iv. [arctan/x
ii. [arcsin®z v. [sinyz

: In2
iii. fearcsm:v n_xr

52. Racionalis tortfiiggvények integralasa

(a) Nevezd (ax + b)", szamlalo elséfoki vagy konstans

L f (6531)7 f (;; 53

(b) Nevezs mésodfokt, szamlalé konstans

i [ sreers | 767
' 32246x+15 ! z24+6x+9

.- 1 : 1

11. f2x2—3ac+20 1v. fx2+83:+12
(c) Nevezs masodfoku, szamlalo elséfoku

: 2z—3 33 5x—6 42

L. f132+4175 1. fw2729:+10 m. fx27w+2
(d) Parcialis tortekre bontés

14 i 5

i f @—3)(2+2) (z—9) 1v. fx(12+4)

. 3—4 2x—4

1. 5x3—z v f (z+1)2(z—1)%

x4 : 22>

iii. fi( = 1CED) vi. [ 255

53. Trigonometrikus fiiggvények racionélis kifejezéseinek integralésa
6

) [sin” @ (d) [sin*z-cos®z
) [costz (e) [sin®2x-cos’x
) [sin®z - cost x (f) [ cos?2x - cos 3z
54. t := tan £ helyettesités: sinz = %, cosz = ﬁ—g
1+4sin
(a‘) f sirllx (C) 1jzos§

®) [ o @ [ mees



Gyakorl6 feladatok
zt —dad +2Yx
5/1:4
- cos2
56 / 5-cos2z 73.

sinx + cosx

Jes
| s

a7. /< 5 72:10) [ /smxcos?’
I
==

35. 72.

COS — COS -

sin® x cos2

cos?2x  5-sin

75. T
58. / (z72+a27 ' —2.3"71) cos
76. x;
5 / 1 V1 — 3x
V6 + 622 7 arctan /z 1
60 / 5 ' \/5 1+
' 4 — 4(E2 78 x
' / 4+ x4
61. /sm (4z + 5) 23
79. /87
5+ 3
62. /smh 2— 7£C earctanw
80. /mig
(14 22)>
63. /
cos?( G‘T +4) 81. /(arcsinz)2
64. /t (2 —3x)
82. /(sin z)In (tan x)
65. 2
/mnh2 1—x) 83. / (lnx)
x
66. /(33:2 —sinx)(2® 4 cos ) x
84. 5
cos? x
1
67. e 85 / 3
x (@ — 1)
68. /e”” -/ (e +2005)27 S6. /ln (m +V1+ xz)
x : 2
69. arcsinz 142z
= A
100 xe®
70. « [ Te
| ermmeT S reur:
1 :L,anl
71. %
/ (x2+1) - arctanx 89 / "+ 1

10



90. Szamoljuk ki a Newton-Leibniz-tétel alkalmazésa nélkiil!
a) [° 21 22 dx;
) [* % do.

91. Hatarozzuk meg a kovetkez hatarértékeket!

(12 n—1\

n

1 1 1
b) 1 .
()nggo(n—&—lJrn—i—QJr +n—|—n>’

I 1P 2P ... L nP
(c) Jim v

1 1 2
(d) lim<\/1++\/1—|——|—...+ 1+”>_
n—oo n n n n

92. Szamitsuk ki!

(p > 0);

8 T
(a) ) Vx da; (h) / i x sin z du;
- -1
8
(b) / > dx; 0.6
92 T (i) / arcsin z du;
© [ .
c sinz dx
J G
% 2 Va3 —2
(d) / tan z dx; ,
= e32
k —— dz;
s 4 ()/16%+1 v
(e) g dw;
01 1—a? =
T o [ : da
() /2 11— 22 da; o a?sin?x +b2cos?
2 1
1
() / ze” dx; (m) / z¥dr,a = —=,—1,—2.
0 0 2

93. Mutassuk meg, hogy ha f folytonos [a,b]-n, [¢,d] C [a,b], akkor
d

i [0 4 )~ f ()] =0
94. Bizonyitsuk be, hogy ha f konvex, akkor

HEOE ./f< IR GES{U)

95. * Jelolje By, := fol tm=1(1 — )"~ " . Mutassuk meg, hogy

m
Bm+1,n = mBm,n
és ennek alapjan
B, . - (m—1D!(n-1)
' (m+n—1)!

11



96. * Lassuk be teljes indukciéval, hogy

1

/0I (tanz)>" = ni

k=0

(-1)"

2(n— k) — 1 +(=0"

m
4

97. Mutassuk meg, hogy ha f folytonos, akkor

/OW 2 f(sinz) = ;T/Oﬂ F(sinz).

98. (A) Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket!

(a) D(F):=[-2,2], F(z) = [, t%dt
(b) D(F) :=[-2,2], F(z) := [ t*dLt.
(¢) D(F):=[-2,2], F(z):= [*,sgntdt
(d) D(F):=[-2,2], F(z):= [, €'dt
99. Szamoljuk ki .
& [ Vi

értékét!

100. Szamoljuk ki az alabbi improprius integralokat!

(a) (A)
oo dx
/2 2 +x—2
(b) (A)
/+OO e 3y
(c) (A)
+oo
/ re dx
0
(d) (A)
T ody
/z 1+ 22
(e)
+oo
/ z"e dx (n €eN)
0
(f) (A)
b dx
|
(8)
8 dx
o vz
(h)
5 dx
0o Vv 25 — .%’2

12



101. Igaz-e, hogy f improprius értelemben integralhaté, ha

(8) D(f) =R, f(z) = =Zrr;
(b) D(f) =(0,1), f(z) = Ina;
() D(f) =[5, +00), f(x) = <%
(d) D(f) = [1,+00) , fla) = 5=,
() D(f) = [1,+00) , f(x) = |7
102. (A) A kovetkezd fiiggvényeknél hatarozzuk meg a fliggvény grafikonja és az x tengely kozotti
tertiletet!
(a) D(f) =[0,6], f(x) = v
(b) D(f) =[1,00), f(z) = ;
(c) D(f) = [0,7], f(z) = sinz
(d) D(f) =10,6], f(z) =2”
103. (A) A kovetkezs fliggvényeknél hatarozzuk meg a fiiggvény grafikonjanak ivhosszat!

104. (A) A kovetkezd fiiggvények grafikonjat megforgatva az x tengely koriil, mekkora térfogati
forgastestet kapunk?

(a) D(f) = [0.7], f(a) = sinw
(b) D(f) = [-1,1], f(z) = VI—a?
(©) D(f) = [0,1], f(z) = 2
(d) D(f) = [1,4], fla) = 2
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