HATVANYSOROK

BATKAI ANDRAS

Tovabbi ajanlott irodalom a vizsgéra késziiléshez:

e Urban Janos: Hatarértékszamitas , Bolyai sorozat, Miszaki Kiado (Taylor sorok és hatvdnysorok,
feladatgydjtemény, de elmélet is kidolgozott feladatok formdjiban.)

e Szasz Pal: A differenciél- és integralszamitas elemei 1., Typotex (Hatvdnysorok, Taylor sorok,
Riemann integrdl. Klasszikus konyv sok példdval.)

A tovabbiakban az ugynevett hatvanysorok, azaz a > (a,z™) alaku végtelen sorok tulajdonsagaival sze-

retnénk foglalkozni. Ehhez azonban sziikségilink van a sorok szorzasara, amivel ki kell egésziteniink az
elsg félévben végtelen sorokrol tanultakat.

0.1. Definici6. Legyenek > (a,) és > (b,) végtelen sorok. E két sor Cauchy-szorzatin azt a Y (cp)
végtelen sort értjiik, melyre

n
Cn = agby, +a1bp—1 + ...+ apbg = Z arbp_r-
k=0
Formalisan a Cauchy szorzatot ugy képzelhetjiik el, mintha a végtelen sorok végtelen 6sszegek lennének,
és szorzasukkor minden tagot minden taggal megszorzunk.

0.2. Tétel. Legyenek > (ay) konvergens és > (b,) abszolit konvergens végtelen sorok. Ekkor a Cauchy
szorzatuk konvergens és

D (@0bn + arbacs + - anbo) = D03 axboi = (Z ) | (Z b”) |
n=0 n=0 k=0 n=0 n=0
Bizonyitds. Ld. elGadas. g

0.3. Megjegyzés. A bizonyitasbol kdnnyen lathato, hogy ha a fentiekben azt tessziik fel, hogy mindkét sor
abszolut konvergens, akkor a Cauchy-szorzatuk is abszolat konvergens lesz. S6t, barmilyen ,permutacié
szerint” elallitott szorzatuk abszolit konvergens, és a szorzat Osszege megegyezik az Gsszegek szorzataval.

1. HATVANYSOROK TULAJDONSAGAI

A tovabbiakban az tgynevett hatvanysorok, azaz a Y . (a,(x —xo)™) alaku végtelen sorok tulajdonsagaival
szeretnénk foglalkozni. Végtelen (numerikus) sorokhoz hasonléan nem a hatvanysor, hanem annak az
osszege az érdekes, gy most nem is definidljuk a hatvanysort. Az f(z) = Y.~ an(z — zo)" fliggvény
vizsgalatanal két fontos kérdést vizsgalunk.

e D(f) =7, azaz mely = € R esetén lesz > (an(z — z)™) konvergens?
e Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az f fliggvény?

Az els kérdésre viszonylag gyorsan egy majdnem teljes valaszt tudunk adni.
1.1. Tétel (Cauchy-Hadamard). Legyen
1

1 1
ri=— — =400, — =0.
lim sup {/|ay| (+0 +00 )

Ha |z — zo| <, akkor Z(an(x —z)") konvergens,

ha |z — xo| > 7, akkor Z(an (x —zo)™) divergens.

Az elsd esetben a konvergencia abszolit.
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Bizonyitds. Legyen x € R és alkalmazzuk a > (a,(z — x¢)™) sorra a gyokkritériumot. Ezek szerint a sor
abszolut konvergens, ha

limsup ¥/|an(z — 20)"| = |x — 2ol - limsup V/|a,| < 1.

Atrendezéssel kapjuk az elsé allitast.
Hasonléan, a gyokkritérum divergenciafeltételét alkalmazva kapjuk, hogy a sor divergens, ha

limsup {/|an(x — x0)"| = | — x| - limsup V/|an| > 1.

Az el6z6 tételben szerepld r szamot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik.

1.2. Megjegyzés. Jaques Hadamard [1865-1963] francia matematikus. A komplex fliggvénytan, a diffe-
rencidlegyenletek és a funkcionalanalizis teriiletén alkotott jelent&set hosszu élete soran.

Az elsé féelévben tanultak alapjan rogton megfogalmazhatjuk a kovetkezé allitast a konvergenciasugarra.

1.3. Kovetkezmény. Amennyiben létezik

. An+1
lim —2F

n—oo (O

akkor

. Qn,

r= lim
n—00 Gp 41

Osszefoglalva az el6z6 allitast, egy hatvanysor mindig egy szimmetrikus, zo kézéppontt intervallumon
konvergens. Az intervallum belsé pontjaiban abszolat konvergens, a végpontokbeli konvergenciat pedig
kiilon meg kell vizsgalni. Ezek alapjan szokas azt mondani, hogy > (a,(x — 29)") egy zo kézépponti
hatvanysor. Mivel az intervallum végpontjaiban gondjaink lehetnek, a targyalds leegyszeriisitése végett a
kovetkezGkben sokaig csak az intervallum belsejére korlatozzuk vizsgalédasainkat.

1.4. Definicié. A Y (a,(z — z0)™) hatvanysor konvergencichalmaza a
K = {x eER: Z(an(x —1z0)") konvergens}
intervallum, dsszegfiigguénye az

D(f) =it K = (xzg — 1,20 + 1) (r#0)

oo
f(@) = an(z — )"
n=0
fiiggvény.
A tovabbiakban a hatvanysor Osszegfiiggvényének tulajdonsigaival szeretnénk foglalkozni. Ehhez alapvets
lesz a kovetkezs, ugynevezett transzformacios tétel.

1.5. Tétel. Legyen > (an(x — x0)™) egy pozitiv konvergenciasugdrral rendelkezd hatvdnysor, azaz r > 0,
és legyen x1 € int K = (xg — r,x9 + 1) tetszdleges. Ekkor minden x € int K pontra, melyre |v — x1| <
r— |x1 — x0l, teljesil, hogy

Z an(z —x0)" = Z bi(z — 951)147
n=0 i=0

ahol
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Bizonyitds. A bizonyitas kiindulasi pontja az a mély allitas, hogy
x—xz9=(x—x1)+ (1 — 20),

amibdl a binomilis tétel szerint

n

(@ = a0 = [le =)+ (o =0l =3 (1) (2 = ) o = )",

< 2
=0

Ezt beirva a hatvanysorba, mely a feltétel szerint konvergens, kapjuk, hogy

Zanx_mo zzzan() (2 — 2)i(ws — 20)" zgu

n=0 =0

Ez egy abszolut konvergens sor, melyben, az aldbbi abra jeloléseit hasznélva, az elemeket fiigg6leges
(piros) oszloponként adjuk Gssze. Mivel abszolit konvergens sor atrendezhetd, ugyanazt az eredményt
kapjuk, ha a sort vizszintes (z6ld) soronként Osszegezziik.

Tehat

P DUICENEED B) DUTED B BITED B DI () IEENNUCE Oy

n=0 i=0 =0 n=1t =0 n=¢

= Zbl(l' — :cl)i
=0

A végtelen sorokkal végezhet miiveletek alapjan azonnal adddik a kovetkezds allitas.

1.6. Allitas. Legyen > (an(z — 20)") és S (bn(x — x0)") két, 71 > 0 és ro > 0 konvergenciasugdrral
rendelkezd hatvdnysor. Ekkor

Z an(x —x0)" £ Z bp(z — x0)" = Z(an +b,)(x — x0)",
n=0 n=0 n=0
(Z an(x — xo)”> . <Z by (z — ;1:0)"> = Z(anbo + an—1b1 + ...+ apby)(x — x0)"
n=0 n=0 n=0

minden olyan x szémra, melyre |x — xo| < min{ry,r2}.

Tehat az adott intervallumon hatvanysorként felirhaté fiiggvények gytrit alkotnak. A tovabbiakban
vizsgaljuk a hatvanysor Gsszegfiiggvényének legfontosabb analitikus tulajdonsagait.

1.7. Tétel. Hatvdnysor dsszegfiigguénye folytonos.

Bizonyitds. Emlékeztetiink ra, hogy a > (an(x — x¢)™) hatvanysor Osszegfliggvényét az (xg — r,zg + 1)
nyilt intervallumon definidltuk ha r» > 0. Az allitast is csak ebben az esetben kell bizonyitani, hiszen az
egy pontban értelmezett fliggvény mindig folytonos.
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Legyen z1 € (xo — 1,20 + 1) tetszOleges. Belatjuk, hogy f folytonos az x; pontban. Az el6z6 transz-
formacités tétel szerint f fiiggvény az x; pontnak elegendden kis § sugari kornyezetében felirhatd x;
kozéppontd hatvanysorként mint

Tehat annyit kell belatnunk, hogy
lim f(z) = bo(= f(21)).

T—T1

Ehhez legyen 0 < p < 4, akkor a feltételek szerint >~ b;p’ konvergens. Jelolje

o0
o= Z bip' L.
i=1

Ekkor ha |z — z1| < p, akkor

|f(x) —bo| = |(x — 1) Zbi(ﬂ? —z1)" < |z — 21]0,

i=1
amibdl az z; pontbeli folytonossag mar azonnal kvetkezik.!
O

1.8. Tétel. A pozitiv konvergenciasugari Y (an(x —x0)™) hatvdnysor dsszegfiigguénye tetszdlegesen sok-
szor differencidlhatd és

f'(x) = a1 + 2as(z — x0) + 3as(z — zg)> + ... = Z nap(x — x0)" 1,
n=1
() = 2a0 4+ 2 - 3as(x — z0) + 3-4(z — x0)> + ... = Z n(n — Dan(z — z0)" 2,
n=2

FB @)= nn=1)...(n—k+ Dan(z —z0)" ",
n==k

Bizonyitds. Legyen x1 € (xvg — r,xo + 7). Az €l6z6 bizonyitas gondolatmenetét alkalmazva kapjuk, hogy

w:bl+b2(3)—$1)+b3(1‘—.’£1)2—|—...—>b1, ha x — xq,
— &1

hiszen az el6z8 tétel szerint minden hatvanysor dsszegfiiggvénye folytonos. A transzformacios tétel szerint

fl(x) =b = Z (?) an(x) —20)" ' = Znan(x —x0)" L.
n=1

n=1
Mivel f derivaltfiiggvénye szintén hatvanysor, ezért f’ is derivalhaté. A k-adik derivaltra vonatkozo
allitas teljes indukcidval lathato be. 0

1.9. Kovetkezmény. Minden hatvdnysor az dsszegfiigguényének Taylor-sora.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint
F®) (@o) = k(k—1)... layg,
azaz
B f(k>(x0)
kKl
valamint f(z¢) = ao. O

Qg

Ezek az allitasok lehetdséget adnak arra, hogy megforditsuk a differencialas miiveletét.

1.10. Definicié. Legyen f valos-valos fiiggvény, D(f) = I intervallum. Azt mondjuk, hogy a F': I — R
fiiggvény a f fliggvény primitiv fiigguénye, ha F differencialhat6 és F'(z) = f(x) minden x € I esetén.

1S6t7 az (r1 — p,x1 + p) intervallumon a Lipschitz folytonossag is.
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1.11. Tétel. Legyen > (an(z — z9)™) pozitiv konvergenciasugari hatvénysor. Ekkor a hatvénysor
dsszegfiigguényének van primitiv fiigguénye, pl.

Fa)=Y 2 (¢ —a)"" +e¢, ceR

Bizonyitds. Az allitds a hatvanysorok Osszegfiiggvényének differencidlasara vonatkozo tételbdl azonnal
kovetkezik. O

Fontos, hogy hatvanysor Gsszegfiiggvényét az egyiitthatok egyértelmiien meghatarozzak.

1.12. Tétel. Legyenck

J@) =Y ana w0, gla) =3 bula —wo)”

n=0 n=0
olyan hatvdanysorok, melyeknek kozos (xg — r,xo + r) konvergenciaintervalluma van. Legyen tovdbbd
(zn) C (xo — 7,0 + 1) olyan sorozat, melyhez taldlhatd y € (xg — r,x0 + 1), hogy T £ Y, Tn — Y €5

melyre f(x,) = g(xy)-
FEkkor a,, = b,, minden n € N indexre.

Bizonyitds. A transzformécios tétel szerint elegendd azt az esetet vizsgélni, amikor y = x¢. Teljes induk-
cioval végezziik a bizonyitast. Mivel a hatvanysor Osszegfliggvénye folytonos, ezért

ap = f(xo) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(wo) = bo-

Tegylik fel, hogy egy n € N szamra teljesiil, hogy ao = by, a1 = b1, aa = ba, ..., a, = b,. Ekkor a
fi(2) = ani1 + anga(® — x0) + anys(z —20) + . ..
91(2) = bny1 + bpyo( — 20) + bays(z — 20)* + ...

hatvanysorok konvergenciahalmaza ugyanaz a K intervallum, és minden x # z( esetén

_ flz) — ZZ:() ar(r — xo)k ) _ g(x) — ZZ:() br(z — mO)k
filz) = (z — )1 és gi(z) = (z — )" +1 :

A feltételek szerint fi(z;) = g1(x;) minden ¢ € N esetén. Mivel f1 és g1 is hatvanysor 6sszegfliggvénye,
ezért folytonosak. Ebbél viszont, az n = 0 esetre vonatkozé gondolatmenettel kapjuk, hogy

any1 = fi(zo) = Jim. fi(zn) = Jim g1 (zn) = 91(x0) = bpy1-

O

1.13. Definici6é. Legyen f : R — R és D(f) = I nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
analitikus, ha talalhato o € I, (a,) C R, hogy f(z) = > .7 an(z — 2¢)" minden = € I esetén. Azt
mondjuk, hogy az f fliggvény lokdlisan analitikus, ha minden x € I ponthoz talalhaté olyan kornyezete,
melyre megszoritva f analitikus.

Megjegyezziik, hogy a konyvek nem egységesek a széhasznalat tekintetében, van, ahol azt is analitikusnak
hivjak amit mi lokalisan analitikusnak. Tehét az exponencidlis- a szinusz- és a logaritmusfiiggvény példa
lehet analitikus fliggvényre, a logaritmusfiiggvény lokalisan analitikus de nem analitikus fliggvényre és
az f(z) = e 37, f (0) = 0 végtelen sokszor differencidlhaté de a 0 pontban nem (lokalisan) analitikus
fiiggvényre (1d. gyakorlat vagy Urban: Hatarértékszamitas).

Tehat az 0j széhasznélattal az el6z6 tétel azt mondja ki, hogy két kiilénbo6z6, ugyanazon az intervallumon
értelmezett lokalisan analitikus fiiggvény legfeljebb megszamlilhatéan sok helyen veheti fel ugyanazt a
fiiggvényértéket, és ezek a pontok nem torlédhatnak az intervallum belsejében.

Példa lehet analitikus fliggvényekre, melyek végtelen sokszor veszik fel ugyanazt a fliggvényértéket a
szinusz- és a koszinuszfiiggvény.?

A hatvanysor Osszegfiiggvényének a tulajdonsagait a hatvanysorok oszthatésiganak kérdésével zarjuk.
Mivel szorozni mar tudunk, csak a reciprok kérdésével kell foglalkoznunk.

2Fontos, hogy itt viszont tényleg nem torlodnak a kozts fiiggvényértékhelyek csak a végtelenekben.
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1.14. Tétel. Legyen f(x) =Y " an(z —x0)", 7 > 0, ag # 0. Ekkor taldlhats olyan 6 > 0 és (c,) C R,

hogy
1 o0
= St
minden x € (xg — 0,x0 + J) esetén.

Bizonyitds. Feltehets az egyszertiség kedvéért, hogy g = 0 és ag = 1. A > (|a,| - |z|™) sor Osszegliigg-
vényének 0 helyen vett folytonossiga miatt talalhato 6 > 0, hogy

1+ ar| - 2|+ |az| - [2%] + ... < 2,
vagyis
la1| - || + |ag| - |2 + ... < 1,

minden |z| < § esetén.
Ekkor

oo

1 1
= = Z(faleang -

fl@)  1-(-amzw—aw®—...) =
A Cauchy szorzatra vonatkozo tétel szerint (n-szeri alkalmazassal) taldlhatok olyan a,j egyiitthatok,
hogy

(- a1z — agr’ — g anpz”

Ezeket az egyiitthatokat akar ki is szamolhatnank, de folosleges, hiszen a bizonyitas tovabbi menetéhez
elegendd a létezésiikrsl tudnunk. Tehat

(e,
f<w>‘,§<,§ )

ha |z| < §. Ismét hasznalva az abszolut konvergens sorok atrendezhet&ségére vonatkozo tételt, amit mar
a transzformécios tételnél is hasznéltunk, kapjuk, hogy

) (z) S et
f( k=0 k=0
ha |z| < 6. O

Tehat, az eddigieket 6sszefoglalva, az xg kdzéppontu pozitiv konvergenciasugard hatvanysorok egy kom-
mutativ gydrdt alkotnak, melyben az invertalhaté elemek azok a hatvanysorok, melyek elsg egyiitthatojara
ap # 0. Megjegyzendd, hogy ezek a hatvinysorok egy kommutativ algebrdt is alkotnak.

1.15. Megjegyzés. Mutatunk egy eljarast arra, hogyan lehet két hatvanysor hanyadosanak egyiitthatoit
kiszamolni. Az eljaras lényegében a polinomok osztasanél tanultakkal azonos.

Legyen
= Z anx"”, g(x) = anx", r >0, g(0) =by # 0.
n=0 n=0

Mivel elegend@en kicsi x esetén

ezért

i apx’ = (i bnar"> . (i cna:"> = i(bocn +bicno1+ ...+ bpco)z”
n=0 n=0

n=0 n=0
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Tehat

ag =boco

a :b()Cl + blco

=

as =bgcy + bicy + bacy

Ebb6l a végtelen sok egyenletbSl igény és id6nk szerint tetszélegesen sok ¢ egyiitthatot
meghatarozhatunk, pl.

ag
Co =7
bo
ag — Lg:l
Cc1 = b
0

Ezt az eljarast kicsit hosszabban folytatva kaphatjuk példaul, hogy

3 5

sinz  x— G+ EH -+ 3 5
tgx = = > o =cx+c3x’ +esx” + ...,
CcoS T 1—-?!-1—?—4—...
ahol is
1 1 2
c1 = 1, C3 = —, Cy = —.
! 73 15

Veégiil fejezziik be vizsgalodasainkat annak a kérdésnek a (részleges) tisztazéasaval, hogy amennyiben a
konvergenciaintervallum valamely végpontjaban is konvergens egy hatvanysor, az itt kapott sordsszegnek
mi koze van a hatvanysor Osszegfiiggvényéhez, mely az intervallum belsejében volt definidlva. A kovetkezé
tétel mutatja, hogy ilyenkor az 6sszegfiigvény folytonosan kiterjesztheté a végpontra.

Egyszertiség kedvéért a tételt 0 kdzéppontd hatvanysor konvergenciaintervalluménak jobb végpontjara
fogalmazzuk meg, de ennek nincs jelentGsége a bizonyitas szempontjabol, a bal végpont vagy a nem zérus
kozéppont esete hasonléan targyalhaté.

1.16. Tétel (Abel). Legyen > (a,x™) egy pozitiv konvergenciasugari hatvdnysor, 0 < r < oo, valamint
legyen

oo

E A" < 00,

n=0

azaz konvergens. Ekkor az

f(z) = Z anz"”

n=0

dsszegfiigguény folytonosan kiterjed az x = r pontra, azaz

lim f(z)= Z anr”.
n=0

r—r—

Bizonyitds. Tovabbi egyszertisitések kedvéért feltessziik, hogy r = 1. Ez a bizonyitis menetén nem
valtoztat, csak jeloléseinket egyszertsiti és teszi attekinthetgvé.
Legyen

9] n
S = E A, Sp = E ag
n=0 k=0

Ekkor a Cauchy szorzatnal felirtak szerint, ha |z| < 1, akkor

o0 o0
Z apx” = (1 —x) Z Spx'™,
n=0

n=0
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fgy
s—flx)=s—(1—x) Z Spa” = <(1 — ) ZT”) s—(1—ux) Z spa” = (1 —x) Z(s — Sp)z™.
n=0 n=0 n=0 n=0
Igy
|5 = f(@)] < (L —2) ) |s — snl - [2|"

Mivel az s, — s, ezért minden € > 0 szdmhoz taldlhaté N € N kiiszobindex, hogy minden n > N
termeészetes szamra |s — s,| < £. Igy @ € (0,1) esetén

N oo N
n € n €
s—f@) <(1—2)) |s—sn|-@ +51-2) > at< (1—55)Z|8—Sn\+§,
n=0 n=N+1 n=0
hiszen |z| < 1.
Mivel N-et lerogzitettiik, ezért € > 0 szamhoz talalhato 6 > 0, hogy ha = € (1 — 4, 1), akkor

N
£
1-— —sp| < =,
(1= 2) " Is = sul <

n=0
azaz ha x € (1 —9,1), akkor
s — f(z)] <
ami viszont pont a bizonyitandé allités. 0

1.17. Megjegyzés. Niels Henrik Abel [1802-1829] norvég matematikus. A XIX szazad egyik legjelent&sebb
hatast elméje. Az algebra megalapozasaban és a komplex fliggvénytanban alkotott jelentGset.

1.18. Példa. Tekintsiik a

0 n

-1 nt1 T
;( )
hatvanysort. Lattuk, hogy ez a (—1,1) nyilt intervallumon az f(z) = In(1 + z) fliggvényt allitja el6. Ez
a fiiggvény értelmezési tartomanyanak minden pontjiban folytonos, amint azt korabban mar lattuk. A
fenti hatvanysor az x = 1 helyen konvergens, hiszen Leibniz tipusi. Abel tétel szerint tehat a hatvanysor
Osszegfiiggvénye folytonosan kiterjed az © = 1 pontra és ott a fiiggvényérték a megfelel sordsszeg, azaz

- n+11
In2= E (=)=,
n

n=1

Ezt egyébként a Lagrange-féle maradéktag segitségével a félév elsé felében mar belattuk.

1.19. Példa. Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan kapjuk az

o 332"’-"_1
_ n
arctg (z) = ngo(—l) 1
elgallitasbol, hogy
= 1
tg (1) = (=1)"
arctg (1) HZZO( V1
azaz
LANPE W S
4 3 5 7 9 7

Tovabbi példak taldlhatok a honlapon Havanysorok — példak cimszé alatt.
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2. TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

Korabbi tanulmanyaink soran hosszabban targyaltuk a trigonometrikus fiiggvények alaptulajdonsagait,
melyeket a kévetkezGkben foglalhatunk dssze.

Geometriai megfogalmazas alapjan, intuitiv médon definidltuk a szinusz- és a koszinuszfiiggvényt és
lényegében a kovetkezd tulajdonsdgokban allapodtunk meg.

e D(sin) = D(cos) = R,

e sin paratlan, cos péaros fliggvény,

e sin(x +y) = sinx cosy + cos x siny,
e cos(z +y) = cosxcosy — sinxsiny,
e cos0 =1,

[ ] hmxﬂ(pr % =1.

Megemlitiink a mult félévben és az ebben a félévben tanult legfontosabb kévetkezményekbdl néhanyat.
e sin és cos tetszdlegesen sokszor differencialhatéd fiiggvények,
e legfeljebb egy ilyen tulajdonsigu fliggvénypéar létezhet,

0 £Z?2n+1
ing — Y
sin x nz:;)( ) CEEE
[ ]
0 p2n
cosx = TLZ:;J(—I) )l

Evvel a targyalasmoddal van egy nagy probléma. Bér a trigonometrikus fiiggvények intuitiv geomet-
riai bevezetése rendkiviil szemléletes, igy valahdnyszor ezekrdl a fiiggvényekrdl beszéliink, a geometriai
jelentéssel képzeljiik Sket magunk elé, ez a felépités hagy logikai kivinnival6t maga utén. Gondoljunk
csak arra, hogy a definicidhoz sziikségiink van olyan fogalmakra, mint az ivhossz vagy a sz6g nagysaga.
Tehat a trigonometrikus fliggvények tulajdonsigaival nincs igazan probléma, a gond a definiciéjuk, a
létezés.

Most szeretnénk bemutatni egy lehet&séget arra, hogyan lehet azt a logikai csorbat kikoszoriilni és a
bonyolult geometriai fogalmakat kikiisz6bolni. A cél nem az, hogy egy ujfajta bevezetési lehetGséget mu-
tassunk a trigonometrikus fliggvényekre, hanem hogy j6l ismert fogalmakat az analizis logikai épiiletében
a helyére tegyilink. A gondolatmenet igen jellemzé a mai matematika egészére.

Megismertiik intuitiv médon a trigonometrikus fiiggvényeket, azok alaptulajdonsagait és az alaptulajdon-
sagok fontosabb kévetkezményeit, igy a hatvanysor-elGéllitasukat. Ezeket a hatvinysorokat viszont bony-
olult geometriai fogalmak bevezetése nélkiil is fel lehet irni, tulajdonsigaikat lehet vizsgalni. Ez adhatja
az Otletet arra, hogy megforditsuk a gondolatmenetet és a hatvanysor alakot hasznaljuk a trigonometrikus

st x2n+1
sinx 1= E (=)t ——,
|
= (2n+1)!
és legyen
e 2n
n <
cosx 1= E (-1) oIk
n=0 ’

A hatvanysorokroél tanultak alapjin azonnal kovetkeznek a kovetkezs tulajdonsagok:

e D(sin) = D(cos) = R,

e sin paratlan, cos péros fiiggvény,

e sin és cos tetszdlegesen sokszor differencialhatéd fliggvények,
e cos0 =1,

o lim,op 322 = Timop (1= %+ %~ ) = 1,

./ .
® SIIl = COS, cos’ = —sin.
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Az addicios képletek belathatok példaul a Cauchy szorzat segitségével (1d. honlap: Sorok Cauchy-
szorzata), vagy a differencialasi szabalyok alkalmazaséaval a kovetkez modon.

Legyen rogzitett de tetszsleges y € R mellett

J? ?

f(z) = [sin(x 4+ y) — sinxz cosy — cosx siny]” + [cos(x + y) — cosx cosy + sinz siny

Kiszamolhato, hogy f(0) =0 és f/(x) = 0 minden = € R esetén, igy f = 0.

Ezzel belattuk, hogy a hatvinysorral definiélt sin és cos fiiggvények teljesitenek minden fontos alaptulaj-
donsagot, amit a trigonometrikus fiiggvényektdl elvartunk. Mivel mér belattuk, hogy legfeljebb egy ilyen
fliggvénypéar létezhet, ezért 6k azok.

Természetesen mivel nem hasznaltunk logikailag bonyolult, de szemléletes geometriai fogalmakat, igy a
definialt fliggvények sem tul szemléletesek.

2.1. Példa. Tovabbi fontos példa hatvanysorra az tun. binomidlis sor. Err6l 1d. a honlapon a Binomiélis
sor cimszot.

3. KOMPLEX HATVANYSOROK

Ez a pont tiinik a legmegfelel6bbnek arra, hogy réavilagitsunk arra, hogy nagyon sok minden abbol, amit
eddig analizisbdl tanultunk, atvihet§ a komplex szdmok korébe. Ehhez tisztaznunk kell sok mindent az
alapfogalmakkal kapcsolatban.

Algebra el6adason a komplex szamokrol minden lényeges szerepelt, igy egy komplex szam abszolutértéke
is. Kz lehetévé eszi, hogy egy szamsorozat konvergencidjat a valéshoz analég moédon definialjuk.

3.1. Definicié. Legyen z, = a,, + b,i € C komplex szamokbol &ll6 sorozat és z = a + bi € C komplex
szam. Azt mondjuk, hogy a (z,) sorozat tart a z szamhoz, vagy a (z,) sorozat hatarértéke a z szam, ha
minden € > 0 pozitiv szamhoz talalhato N € N, hogy barmely n > N természetes szam esetén |z, —z| < .

3.2. Allitas. Pontosan akkor teljesil, hogy z, — 2, ha
e a (|zn — 2|) valés szdmsorozatra |z, — z| — 0 teljesiil.
e az (ay) és (by) valds szdmsorozatokra a, — a, b, — b.
Bizonyitds. Az els6 atfogalmazas trividlis, a masodik pedig abbdl kévetkezik, hogy
|20 — 2|2 = |an — a|* + |b, — b|*.

O

Ezeknek az atfogalmazasoknak nagy jelentGsége, hogy komplex sorozatok konvergencidjat valés sorozatok
konvergencidjival fogalmazza meg, igy visszavezethetSk erre az allitdsok. A sorozatok konvergencidjaval
kapcsolatban majdnem minden tétel Gjrafogalmazhato és szo szerint ugyanigy bizonyithatd, mint a valos
esetben. Lassunk néhany példat.

3.3. Allitas. Legyen z, = an +b,1€C, z=a+bi € C, w, =c, +dni € C, w=c+di € C. Ha z, — 2
és w, — w, akkor
[ )

(zn £ wy) — 2z £ w,

(zn - wp) — 2w,

e Ho w, #0, w#0, akkor
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Bizonyitds. Csak a szorzésra vonatkozo allitast bizonyitjuk, hogy lassuk a gondolatmenetet. Azt viszont
kétftéleképpen.
A valés esetet imitalva irhatjuk, hogy

|znwn, — zw| = |z2n (W, — w) + (25, — 2)w| < |2p| - |wp, —w| + |2, — 2| - W] = 0

a feltételek szerint.
A masik gondolatmenetet alkalmazva kapjuk, hogy

ZnWn = (ancn — bpdy) + i(and, + byey) — (ac — bd) + i(ad + be) = zw,
hiszen valés szamsorozatokra mar tudjuk a miiveleti azonossagokat. U

Fontos kiemelni, hogy az egyetlen probléma a rendezésnél és az evvel kapcsolatos tételeknél jelentkezik.
A komplex szamok testét ugyanis nem tudjuk ,ertelmesen”, azaz a miveleti azonossidgok megtartaséival
rendezni. Igy nincs értelme szuprémumrél vagy infimumrél sem beszélni. Ennek ellenére a Bolzano-
Weierstraf tétel, amit annak idején rendezési fogalmak segitségével bizonyitottunk, érvényben marad.

3.4. Tétel (Bolzano-Weierstral). Legyen (z,) C C egy korldtos sorozat. Ekkor taldlhatd olyan ny index-
sorozat, hogy zn, konvergens.

Bizonyitds. Legyen z, = a, + ib,. Az (a,) valos sorozat korlatos, igy a Bolzano-Weierstraff tétel tanult
valtozata szerint taldlhato olyan (n;)en indexsorozat, hogy (an,,) konvergens.

A (by,) valos szamsorozat is korlatos, igy a Bolzano-Weierstrafs tétel ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy
talalhato olyan (Ii)ren indexsorozat, hogy (bmk) sorozat konvergens. Mivel részsorozat részsorozata is
részsorozat és konvergens sorozat részsorozata is konvergens, kapjuk, hogy

ank = anlk + ibnlk
konvergens részsorozat. O

Megjegyezziik, hogy végtelen sorokkal kapcsolatban minden, amit tanultunk, érvényben marad. Az ab-
szolut konvergencia segitségével itt is sok konvergenciatételt pozitiv taga sorokra lehet visszavezetni.

A folytatasban megfogalmazzuk a legfontosabb ponthalmazelméleti alapfogalmakat. Az egyetlen kiilénb-
ség a valds esethez képest, hogy az ¢ sugart szimetrikus intervallum szerepét az € sugari nyilt korlap
veszi at.

3.5. Definicié. Jeldlje
B(w,r):={2€C: |z—w|<r}

aw € C pont r > 0 sugart kérnyezetét. Ez egy w kézépponti, r sugart nyilt kérlap a komplex szamsikon.
Legyen D C C, w € C. Azt mondjuk, hogy a w pont a D halmaznak

e belsd pontja, ha talalhaté olyan r > 0, hogy B(w,r) C D,

e kiilss pontja, ha talalhat6 olyan r > 0, hogy B(w,r) C C\ D,

e hatarpontja, ha minden r > 0 esetén B(w,r) N D # 0, B(w,r) N (C\ D) # 0.
Azt mondjuk, hogy D nyilt, ha minden pontja belsé pont, és D zart, ha a komplementuma nyilt. A D C C
halmaz kompakt, ha minden z,, € D sorozathoz talalhaté nj indexsorozat és z € D, hogy z,, — z.

Rogton latszik a definiciobdl, hogy zéart halmaz az, amely tartalmazza Osszes hatarpontjat. A mult
félévben bizonyitottakhoz teljesen azonos moédon lathaté, hogy egy D halmaz pontosan akkor zart, ha
nem lehet bel6le kikonvergalni, azaz ha z, € D, z, — z, akkor z € D. Bolzano-Weiarstraf tételbdl
egyenesen kovetkezik, hogy a komplex szamsikon is pontosan a korlatos és zart halmazok a kompakt
halmazok. Az eddigiekhez hasonloan int D jeloli a D halmaz belsS pontjaink halmazéit, D’ a D halmaz
torlodasi pontjait.

Az allitasok megfogalmazasa érdekében bevezetiink egy 1j jelolést. Mint lattuk eddig, és kés6bbi tanul-
manyaink soran is latni fogjuk, nagyon sok tételnél lényegtelen a tétel kimondésa és bizonyitasa szempon-
tjabol, hogy a valés vagy a komplex szamok testében dolgozunk. Ilyenkor az egységes jelolésméd kedvéért
hasznélni fogjuk a K szimbolumot, ami azt jelenti, hogy tetszés szerint R is és C is irhat6 helyette.

3.6. Definici6. Legyen f: C — K, azaz D(f) C C, R(f) C R vagy R(f) C C.
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e Azt mondjuk, hogy f folytonos a zp € D(f) pontban, ha barmely (z,) C D(f) sorozatra, melyre
Zn — 2, teljesill, hogy f(zn) — f(20)-

e Azt mondjuk, hogy f hatarértéke a z9 € D(f) pontban a w szam, ha barmely (z,) C D(f)
sorozatra, melyre z, — 20, 2, # 2o teljesiil, hogy f(z,) — w.

e Azt mondjuk, hogy f differencidlhaté a zo € int D pontban, ha létezik

f(z) = f(20)

z2—20 Z—2p

eC.

Természetesen a folytonossag és a hatarérték ekvivalens médon atfogalmazhatd e-§ nyelven is. A
folytonossig, hatarérték és differencidlhanyados megszokott miveleti azonossagai érvényben maradnak a
sorozathatarértékekre vonatkozo tulajdonsidgok miatt.

Ez az a pont, ahol meg kell emliteniink, hogy a hatvinysorokkal kapcsolatban minden tétel, amit tanul-
tunk, érvényben marad. Legyen a,, € C, zp € C és

f(z):= Z an(z — 2p)".
n=0
o Legyen

1 1 1
ne lim sup {/]a,| <+0 = too, +o0 0>'
Ha |z — 29| < r, akkor Y7 j an(z — 29)™ abszolut konvergens, ha |z — 29| > r, akkor >~ an(z —
20)™ divergens.
e Ha D(f) = B(zo,7), akkor f folytonos és tetsz6legesen sokszor differencidlhato, derivaltjai a
tanult médon szamithatok ki.
e Ervényes az Abel tétel is, azaz ha |z; — 29| = 7 és ZZC:O an(z1 — 20)™ konvergens, akkor f
folytonosan terjed ki a z1 pontra és f(z1) = >~ ,an(z1 — 20)".
Az egyetlen technikai nehézség, hogy a 2o pont r sugart kérnyezetének hatéra mar nem csak két pontbol
all. Ttt kell megemliteni, hogy a hatvanysorok lehetdséget adnak arra, hogy néhény jol ismert fliiggvény

A legegyszertibb példaval kezdjiik. Vilagos, hogy ha |z| < 1, akkor

1 )

_§ n

71_2— VA
n=0

c s s
n
)

)
> z
eXpz =€ = E —
n!

22n+1

sinz := Z(_l)ni@n Yk

COs 2z 1= Z(—l)” (;n)! .

n=0
Ez természetesen kiilonosebb szemléletes tartalom nélkiil annak a filozofidnak a tovabbgorgetése, hogy a
trigonometrikus (és az exponencialis) fiiggvényt definialhatjuk hatvanysoraval.
Lassuk néhany kévetkezményét annak, ha bevezetjiik ezeket a definicidkat.
e sin, cos és exp mindenhol definilt, tetsz6legesen sokszor differencialhaté fiiggvények, melyekre
exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = — sin.
e Az addiciés azonossidgok érvényben maradnak (lasd Cauchy szorzatos bizonyitasok, Kéarolyi
Katalin anyaga), azaz

eerw :ezew
sin(z + w) =sin z cos w + cos z sin w

cos(z + w) =cos z cosw — sin z sin w.
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e = cosz+isinz z €C,
és specialisan ™ = —1.
e exp periodikus fiiggvény lesz 273 (komplex!) periddussal, hiszen
ez+27ri ze27ri z

=ec =c .

Ha f : C — C, akkor a mult félévben tanult fogalmak és tételek koziil csak igen keveset hasznosithatunk,
hiszen nincs rendezés, igy se monotonitasrol, se szélsGértékrdl, se kozépértéktételekrsl nem beszélhetiink.
Ha viszont f : C — R, akkor, bar monotonitasrél szintén nem lehet sz6, de legaldbb szélsGértékekrsl
beszélhetiink.

3.7. Tétel (Weierstrak). Legyen f : C — R és legyen D(f) kompakt. Ekkor f felveszi minimumdt és
mazrimumdt.

A bizonyitas szorol széra megegyezik a mult félévben szereplével. Komplex viltozdju fiiggvényekkel
kapcsolatos fejtegetéseinket egy kiruccandssal zarjuk az algebra teriiletére.

3.8. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoku komplex polinomnak van zérushelye.

Bizonyitds. Legyen
p(z) =ag+arz+...+a,z", ar € C, a, #0.
Mivel p : C — C fliggvény, vizsgéljuk helyette a |p| : C — R fliggvényt, aminek lehet a szélsGértékeirsl

beszélni.
Jeldlje
= inf > 0.
p:= inf |p(z)] 2

Mivel

. . ao ai

1 = 1 nl_— e =

|2|1£>noo |p(Z)| ‘Z\inoc ‘Z| zn Zn_1 * + n 0

(végtelenhez tartd szorozva egy korlatossal), ezért talalhato » > 0, hogy |p(z)| > u ha |z| > r. Tehat
u = inf [p(z)| > 0.
inf p(2)

Mivel
K:={zeC:|z|<r}

kompakt halmaz, hiszen korlatos és zart, talalhaté olyan zg € K, hogy u = |p(z0)|. Azt kell megmutat-
nunk, hogy ¢ = 0.
Indirekt, tegyiik fel, hogy p > 0 és legyen
p(z + 20)

p(z0)
A feltételek szerint ¢(0) = 1, ¢ egy n-ed foka polinom és |g(z)] > 1. Tehat a ¢ polinom bevezetésével a
© > 0 szadmot 1-re valtoztattuk. Ezek alapjan irhatjuk, hogy a ¢ polinom

q(z) ==

q(z) =14+ bpz™+...b,2"

alakt, ahol b, # 0 az elsé ilyen tulajdonsagi egyiitthaté. Ilyen van, hiszen b, # 0, tehat 1 < m < n.
Megmutatjuk, hogy taldlhato olyan z szam, melyre |g¢(z)| < 1, ami ellentmondas. Ezt a z szdmot
trigonometrikus alakjaban keressiik, azaz z = pe'¥ alakban.

Mivel ‘% =1, ezért taldlhato olyan ¢ € R, hogy
7_|bm‘ = cos = ™%
= pYt+ismmp =e€".
bm

Jeldlje tovabba

ekkor



14 BATKAI ANDRAS

Legyen
2= pe™ = p(costh + isinh) (p>0).
Célunk most a p szam ligyes megvalasztasa, hogy ellentmondasra jussunk.
Ekkor
by 2™ = pmbmeimw = —p" b
Ezért
‘Q(Z)| = |q (Pew)| < |1 - |bm|pm| + ‘bm-&-l‘perl +...F |bn|Pna
ahol az els6 két tag kivételével a haromszog-egyenlGtlenséget alkalmaztuk. Ha 0 < p™ < ﬁ, akkor
1 — |[bm|p™ > 0, igy az els6 abszolutértékjel elhagyhato. Tehat ilyenkor

[0 (™) < 1= oo™ + b1 0™+ bl = 1= ™ (] = sl - [balp™™™)

Mivel |b,,| > 0 és polinomfiiggvények folytonosak, ezért ha p ,elég kicsi”, a zardjelben pozitiv szam &ll.
Egy ilyen p szadmra tehat

| (pe™)| < 1,
ami ellentmondas. O
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