INTEGRALSZAMITAS

SIKOLYA ESZTER

1. PRIMITIV FUGGVENY

Legyen [ tetszoleges intervallum (korlatos vagy nem korlatos, nyilt, zart, félig nyilt stb.).
Jelolje C(I) az I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények halmazat és D(I) az [
intervallumon differencialhaté fiiggvények halmazat. Ezek R felett vektorteret alkotnak.
Jelolje D'(I) az D(I)-beli fiiggvények derivéaltjainak halmazat:

D'(I):={F':FeD(I)}.
1.1. Allitas. D'(I) is vektorter.
Bizonyitas. Hazi feladat. U

1.2. Megjegyzés. C(I) és D(I) nem csak vektortér, hanem gytird, s6t algebra is (a szokasos
mitiveletekkel). D'(I) nem alkot sem gytriit sem algebrét.

1.3. Definicid. Legyen f € D’'(I) adott fliggvény, azaz létezik olyan F' € D(I), hogy F'=f.
Ekkor minden ilyen F' € D(I) figgvényt az f fiiggvény primitiv (els6dleges vagy eredeti)
fiigguényének vagy hatdrozatlan integrdljanak neveziink.

1.4. Allitas. Ha f€ D'(I) és F € D(I) egy primitiv fiigguénye, akkor barmely c €R esetén
(F+c) = f, igy f-nek végtelen sok primitiv fliggvénye van.

Bizonyitds. Trivialis. U

1.5. Allitas. Ha F az f egy primitiv figguénye, akkor f-nek minden mds G primitiv
fiigguénye elddll G = F +c alakban valamely ¢ € R-re.

Bizonyitds. Az allitas feltételeibdl kovetkezik, hogy
(F-G) =F-G=f-f=0,

vagyis (F—G)' =0 az egész I intervallumon. Legyenek 1, x5 € [a, b] tetszsleges pontok. A
Lagrange-kozépértéktétel feltételei nyilvan teljesiilnek az [z1, x5] intervallumon F' — G-re,
tehat létezik olyan c € (1, x2), melyre

(F = G)(x2) = (F = G)(x1)

To—T1

(F=GY(c)=0=

Ebbdl (F —G)(xy) = (F —G)(x2). Mivel x; és x5 tetszdleges volt, az allitast belattuk. [
1.6. Definici6. Adott f fiiggvény esetén jelolje
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(,integral" f) az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat I-n. Ha f ¢ D’'(I), akkor
[ f=0.Ha f e D'(I), akkor lattuk, hogy [ f={F+c:ce€ R}. Ha nem okoz félreértést,
akkor [ f minden elemét is az egyszertiség kedvéért [ f-fel jeloljiik, tehat

(/)

Szokéasosak még az [ f(x) és [ f(x)dx jeldlések is a primitiv fliggvény x pontbeli helyet-
tesitési értékére.

1.7. Példa. Legyen I =R. Ekkor [coszdx =sinz+c, c € R.
Alapintegralok: 1d. gyakorlatokon.

Probléma. Hogyan lehet felismerni egy f:1—R fiiggvényrdl, hogy van-e primitiv fliggvénye
I-ben, vagyis f € D'(I)?

Vilasz. Sehogy! De adhat6 sziikséges és adhato elégséges feltétel.

1.8. Tétel (Sziikséges feltétel primitiv fliggvény létezésére). Ha f € D'(I), akkor f Dar-
bouz-tulajdonsdgi.

Bizonyitas. Ld. differencidlszamités: egy fiiggvény derivaltfiiggvénye Darboux-tulajdonsé-
g. U

1.9. Tétel (Elegends feltétel primitiv fliggvény létezésére). C(I) C D'(I), azaz ha f
folytonos I-n, akkor f-nek létezik I-ben primitiv fiigguénye.

1.10. Megjegyzés. Attol, hogy van, nem biztos, hogy szdmolassal megadhato...
Bizonyitdas. Kés6bb. O

1.11. Példa. ﬁ az [ =(1,400)-en, e " az  =R-en. Belathat6, hogy nincs elemi primitiv
fliggvényiik.

Primitiv fiiggvény-keresés vagy hatarozatlan integralas: szamolasi technika (kalkulus), 1é-
nyegében a differencialas mrtiveletének megforditasa.

1.12. Allitas (Az integralas formalis szabalyai).
I. Ha f,g € D'(I), akkor f+g € D'(I) (vektortér-tulajdonsdg), emellett

k/U+w=/f+/g

II. Ha f e D'(I), ceR tetszdleges dllandd, akkor c- f € D'(I) (vektortér-tulajdonsdg),

emellett
/c-f:c-/f.

1.13. Tétel (Parcialis integralas elve). Legyenek f és g differencidlhatok az I intervallum-
ban, azaz f,g € D(I), és tegyiik fel, hogy f-g'" € D'(I). Ekkor f'-g € D'(I), és ez utobbi

(egy) primitiv fiigguénye:
/fﬂny—/fy5
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Bizonyitds. Kell: (f-g— [ f-g') € D(I) — ez triv, és (f-9g— [ f-¢) = f"-9.

(f-g—/f-g’) =flg+f-9d—f9=r"9

OJ
1.14. Példa.
1
/lnxd:z::/ 1 -Inz de=_ =« 'lnx—/ T - - dx:mlnx—/ldac:x'lnx—x.
') g(x) f(@)  g(z) flx) ~~~

1.15. Tétel (Helyettesitéses integralas elve). Legyenek I és I* tetszdleges intervallumok,
feD(I), ge D(I*) adott figguények, igy, hogy R(g) C I. Ekkor (fog)-g' € D'(I*), és

fuons=(f )

Bizonyitds. Legyen F := [ f, tehat F' € D(I) és F' = f. Ismeretes, hogy ekkor Fog is
differencialhaté I*-ban, és

(Fog)' =(F'og)-g'=(fog)-g"
lgy Fog= ([ f)og=[(fog)-d" O

1.16. Megjegyzés. A gyakorlatban ¢ : I* — I bijektiv fliggvényt érdemes valasztani, mert

ekkor
/f= (/(fog)~g’) og™!,

vagyis az eredeti primitiv fiiggvény meghatérozhato.

Klasszikus formalizmus.

[ @ dnl iy = [ 16000 d G =g

1.17. Példa. [ +/1—u?dx kiszamitésa az I = [—1,1] intervallumon. Helyettesitsiink z :=

=sint-t, t € [-Z, %] =: I*. Ekkor % =sin't = cost. Igy

/\/1—$2dz|z_sint:/ \/1—sin2t-costdt:/|cost|-costdt:/c0s2tdt
—_—— =~

Flg(t)=veoszt 91

1 1 1
:/5(1+C082t) dtzﬁ/ldt+§/0082tdt

1t+1 in 2t 1(t+' t-cost)
=—-t+-—5 =— smt-cost).
9 1 m 9 1

Ebbdl
1
/\/1_x2 dr = = (t+sint-cost) | j—aresine =

<arcsinx+x V1 —x2> )

(t +sint-v1— Sil’l2 t) | t=arcsin

N —

N — b
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2. RIEMANN-INTEGRAL

2.1. A Riemann-integral definiciéja.

A Riemann-integréal lényege: ,a fiiggvény gorbéje és a vizszintes tengely &ltal hatarolt
sikidom teriilete".

A teriilet matematikai fogalma: olyan T : M — [0, +00) fliggvény, ahol M a sik mérhetd
részhalmazait jeloli, és a kovetkez6 axiomak teljestilnek:

Tertilet-axiomadk.
I. Ha H téglalap, oldalhosszai a és b, akkor H e M és T(H) =a-b;

II. Ha Hy, Hy € M és H; C Hy, akkor T'(H;) < T(H3) (monotonités);

ITI. Ha Hy, Hy € M, és van olyan e egyenes, hogy az e altal hatarolt félsikok egyike
tartalmazza Hi-et, masika Ho-t, akkor H{UH,eM és T(H\UH)=T(H,)+T(H>);

IV. Ha a sik egy B részhalmaza teljesiti a kovetkez§ feltételt: minden € > 0 esetén
léteznek olyan A, C' € M halmazok, hogy A C B C C és T(C)—T(A) < ¢, akkor
B e M.

2.1. Definicié. Az [a,b] intervallum egy felosztdsa egy olyan {I; = [x;_1,z;] :i=1,...,n}
véges intervallumrendszer, melyre

a=20<T1 <Xy - <xp=>0

valamely n € N esetén. Az [a, b] intervallum felosztasainak halmazat jelolje Fla, b].

To=a o X1 ox; o b=ux,

1. abra. Az [a, b] intervallum egy felosztésa

2.2. Definici6. Legyen a ® € Fla,b] és U € Fla, b] felosztasok egyesitése (vagy kizds fi-
nomitdsa) az a ®V W-vel jelolt felosztas, melyet tgy kapunk, hogy ® osztépontjaihoz hoz-
zévessziilk a ¥ osztopontjait (vagy forditva), és az igy kapott 4] osztoponthalmazhoz tartozo
intervallumrendszert tekintjiik.

2.3. Definici6. Adott f:[a,b] — R korlatos fiiggvény és ® ={1,,...,I,} € Fla,b] felosztas
esetén definidlja a @ felosztéshoz tartozo also kozelitdosszeget

@)=Y (igff) L

i=1
felsd kozelitdosszeget

Sp(®) = 2": (

i=1

Supf> |]Z|7
I.

3

ahol |I;| := x; —x;_1 az I; intervallum hossza.
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To=a X1 To " Tn-1 b=ux,

2. dbra. Egy fels6 kozelitGosszeg

2.4. Allitas. Tetszdleges f: [a,b] — R korldtos fiigguény és ® € Fla, b] esetén
S(®) = —s_4(®).
Bizonyitds. sup;, f = —infr,(—f). O

2.5. Megjegyzés. Vilagos, hogy tetszéleges f : [a,b] — R korlatos fliggvény és ¢ € Fla, b]
esetén

sp(P) < 5¢(2).
Bizonyitds. Minden 7 € N esetén inf;, f <sup;. f. Il

2.6. Tétel. Legyen f:[a,b] —R korldtos fiiggvény. Ekkor barmely ®,V € F|a, b] felosztdsok
esetén

51(®) < 5;(), 1)
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy barmely &, U € F[a, b] felosztasok esetén
sp(®) S sp(PVV) < Sp(PV W) < Sp(W), (2.2)

amibdl (2.1)) nyilvan kovetkezik. A 2. egyenlétlenség a[2.5] Megjegyzés alapjan nyilvanvalo.
A kovetkez6kben azt bizonyitjuk, hogy ha © € Fla,b] olyan felosztés, melyet ®-bsl ugy
nyeriink, hogy EGY 1j osztépontot hozzavesziink, akkor

sp(®) < 5¢(0). (2.3)

Ebbdl az osztopontok szaméara vonatkozo teljes indukcidval kévetkezik az elsé egyenlGtlen-
ség —ben. A 3. egyenlGtlenség pedig ennek és a . Allitasnak a folyoménya.

Legyen tehat © € Fla, b] olyan felosztas, melyet ®-bdl tigy nyeriink, hogy annak z; és ;4
osztopontjai kozé felvesziink még egy u osztopontot, vagyis © osztdépontjai

a=20<1;<- <y, <U< Ty <---<x,=>o
A (2.3) egyenlStlenség két oldalardl az azonos tagokat elhagyva be kell latnunk, hogy
[Ti,it1] [i,u] Uy Ti41]

Mivel infp, 5., f < infg, o f és infly, ., f <infp.,, ) f (kisebb halmazon vett infimum
nagyobb vagy egyenld, mint a nagyobb halmazon vett), ezért
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(inf f)~(u—a:i)+( inf f) (i1 — 1) > ([ inf f)-((u—xi)+(xi+1—u))

[zi,u] U, Ti41] Tj,2i41]
= ( mf f) . (xi—&—l —ZL'Z‘),
[wiyxi-‘—l]
igy az allitast belattuk. O

2.7. Kovetkezmény. A
{s¢(@): ® € Fla,b]} és {Sp(P): P e Fla,b]}

halmazok kozil a bal oldali halmaz minden eleme kisebb vagy egyenld a jobb oldali halmaz
minden eleménél. Ebbdl az is kiovetkezik, hogy az elsd halmaz feliilrél, a mdsodik alulrol
korldtos.

2.8. Definici6. Definialja az f : [a, b] — R korlatos fliggvény Darbouz-féle alsé integrdljat
b
/f — sup {5(@) : € Fla, 0]}, (2.4)

és Darboux-féle felsd integrdljdt

/*f::inf{Sf(CI)):@Efﬂa,b]}. (2.5)

Zf < ] ; (2.6)

2.9. Definici6. Egy korlatos f: [a,b] — R fiiggvényt Riemann-integralhaténak mondunk,

ha .
L=

Ha f Riemann-integralhat6, akkor az also és fels6 Darboux-integralok kozos értékét f
Riemann-integraljanak nevezzik, és az alabbi médon jeloljik:

/bf vagy /bf(x) dx.

2.10. Példa. A Dirichlet-fliggvény nem Riemann-integralhato [0,1]-en.

A Kovetkezmény alapjan

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy barmely ® € F[0,1] esetén
SD((I)) =0 és Sd(q)) = 1,

1 1*
/D:0</ D=1.
0*

0

tehat
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1
2.11. Példa. [a?dx = 3.
0

Bizonyitds. Rogzitett n € N esetén legyen a &, felosztas az az intervallumrendszer, amit a

n-(n+1)-(2n+1)
6n? ’

(@)
=
KH
2
Il
NE
e
3| .
~
S|
I

i=1

tehét s;(P,) — 5 és Sy(P,) — 3, ha n — oo. Ebbdl konnyen lathato, hogy f(z) = 2?

Riemann-integralhato [0,1]-en, és Riemann-integralja % O
A tovabbiakban jelolje

Rla,b] :={f :[a,b] = R: f korlatos ¢s Riemann-integralhato}
2.12. Definicié. Ha ® € F[a, b], akkor az

(@) = 55(®) —s,(B) = 3 (

i=1

supf—inff) 1R
1. I;

=" Gup (@)~ S (9) 2y € 1) | = Y w1311

szamot az f fiiggvény ® felosztashoz tartozo oszcilldcios dsszegének nevezziik. Az
wi(l;) = Slllpf—igl_ff =sup {f(z)—f(y) : =,y € I;}

az [ fluggvény oszcilldicioja az I; intervallumon.

2.13. Allitas. Ha ®,V € F[a,b] tetszbleges felosztdasok, f:[a,b] — R korldtos figguény,
akkor

Qp(PVT) <Qp(D).
Bizonyitds. A (2.2)) egyelStlenségbdl kivetkezik. O

2.14. Tétel (Leghasznosabb kritérium Riemann-integralhatosagra). Egy korldtos f:[a, b|—
R fiigguény pontosan akkor Riemann-integrdlhato, vagyis f € R[a,b] pontosan akkor, ha
minden € > 0 szdmhoz létezik olyan ® = ®(e) € Fla, b] felosztds, melyre Qp(P) < e.

Bizonyitds. 1. irdny: Tegytik fel, hogy f Riemann-integralhato, és legyen € > 0 rogzitve.
A 2.9 Definici6 szerint tudjuk, hogy

b
*

bprl
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A Definici6 alapjan létezik olyan ®; € Fla, b], hogy
b

sp(®1) > /f_ga

a

és létezik @9 € Fla, b], hogy
b
RO
Sf(@g) < / f+§

Ezekbdl, a (2.2)) felhasznélasaval kapjuk, hogy

b b
5 €
/f—§: /f—§<sf((I>1)§sf(<I>1\/q)2)SSf((I)1V<D2)

b b
<s@)< [ sei=[145,

amibdl @ := &, vV P, vilasztassal
b b

(@) = Sy(®) /(@) < [ F45-([ F-5) ==

2. irany : Tegylik fel indirekt, hogy a tétel allitasaban szerepld feltétel teljesiil minden pozitiv
e-ra, de

b b*
/*f</f-

Legyen

b b
O<5</*f—/*f

tetszéleges, és valasszunk e-hoz ® € Fla, b] felosztast ugy, hogy Q;(®) < e. Ekkor

Sf(@) < f < /*f < Sf(q)) :Sf(q))—i—Qf((I)) < Sf((I))—i‘E.

*
a a

Ebbdl viszont
b b
c=sy(@)rems(@)> [ 1 [,

ami ellentmondas. U

A Heine-tétel felhasznalasaval lathaté be, hogy minden folytonos fliggvény Riemann-integ-
ralhato.

2.15. Tétel. Cla,b] C R|a,b|, vagyis minden, az |a,b] intervallumon folytonos figgvény
Riemann-integrdlhatd [a, b]-n.
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Bizonyitds. Legyen f € Cla,b]. A .14 Tétel integralhatosagi feltételét fogjuk hasznalni,
tehat legyen e >0 rogzitett, és keresiink hozza olyan ® € F[a, b] felosztést, melyre Q;(P) <e.
A Heine-tétel alapjan f egyenletesen is folytonos [a, b]-n, tehat az €/(b—a) pozitiv szamhoz
létezik olyan § > 0, hogy hat s€la,b], [t—s| <9, akkor |f(t)— f(s)| <e/(b—a). Valasszuk
meg n € N-et gy, hogy & <) legyen. Legyenek a ® felosztas osztopontjai

. b—a
Ti=a+u-

,i=1,...,n,

vagyis az I; = [z;_1, x;] intervallumban barmely két szam kiilonbsége legfeljebb 1/n, igy itt
a fiiggvény oszcillacioja legfeljebb ¢/(b—a). Erre a felosztéasra tehat

wa |1|<_ Z|1|_5

amivel az allitast belattuk. U
2.16. Tétel. Ha f € R[a,b], akkor |f| € R]a,b).

Bizonyitds. Legyen f € Rla,b] és e > 0 rogzitve. A [2.14] Tétel alapjan e-hoz létezik olyan
® € Fla, b] felosztas, melyre Qf(P) < e. Megmutatjuk, hogy ekkor €7 (P) < Q(P) < € is
teljestil. Mivel adott ® felosztéas esetén

wa |1,

ezért elég belatni, hogy minden i-re
wip (L) < wy ().
A haromszog-egyenlStlenség miatt tetszéleges x,y € I; esetén

|f@=1fW)] < |f(@) = fy)| S wp(l),
amibdl

wip) (i) = sup{|f ()| = ()] : 2,y € L} Swy(L).

2.17. Tétel. Ha f,g € R[a,b], akkor f-g € R[a,].
Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 rogzitve, és a Tétel alapjan keresiink hozza ® € Fla, b
felosztast. Definialjuk

K = max{sub;]) | f1, TUI? 9]},
[a a,b

és valasszunk 5%-hoz @5, ®, € Fla, b] felosztasokat, melyekre

€
Qp(P — és (P —.
HB) < o b5 0,(B,) <
(Ha K =0, az érdektelen eset.) Tekintsiik ezen felosztasok egyesitését:
O:=d,VvVo,.
Ekkor a[2.13] Allitas alapjan
€ €
Qr(P) < — és Q (P) < —
) < 5 659, (8) < o
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is teljesiil. Legyen I; € @, ekkor a haromszog-egyenlétlenség alapjan minden z, y € I; esetén

|f(@)g(z) = f(y)g)| = [f(x)g(x) — f(z)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(y)]
< |f(@)[lg(x) —g@)|+1f (=) = f(W)llg(y)]
<K wy(l)+wp(l;) K= K- (wy(L;) +ws(L;)).
Ebbsl
wy.g(L;) =sup {|f(z)g(x) = f(y)g(y)| : z,y € Li} < K- (wy(L;) +ws(Ly)) -

Oszzegezve i =1, ..., n-re kapjuk
Qp.q(P wag |]|<ZK (wg(Ls) +wy (L)) - 1]

O
Mese: Az integrdlhatisag Riemann-féle eredeti definicidja
2.18. Definici6. Ha ® ={I3,...,I,} € Fla, b] egy felosztas, akkor definialja ® finomsdgdt
|| :==max {|[;|:i=1,...,n}.

2.19. Definicio. Legyen ® € Fla,b], & = {[3,...,I,} felosztas, és & = (&,...,&,) € R
tetszGleges, a @ felosztdsra illeszkedd vektor, vagyis

fléfl,z:l,,n
jelolésben: & o< ®. Ekkor a

= Zf(&)-w

szamot az f fiiggvény (P, &) parhoz tartozdé Riemann-osszegének nevezziik.

61 61 gn

To=a Ty "t Tiel Xt Tp—1 b=1x,

3. abra. Felosztasra illeszkedd vektor

2.20. Megjegyzés. Tetszoleges ® € Fla, b] és £ ox & vektor esetén
sp(P) < 0p(P,€) < Sp(®).

2.21. Tétel (Az integralhatosag Riemann-féle kritériuma). Legyen f : [a,b] — R korldtos.
Ekkor az alabbi két dllitds eqymdssal egyenértéki :

(i) f € Rla,b] ésff:A,'

1) Minden € > 0 szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy minden ® € F|a, b|, < 0 felosztas,
i) Mind 0 szdmhoz létezik olyan 6 >0, h mden ® € Fla,b|, |P| < feloszta
és minden & x ® esetén
los(@,8) —A| <e.

2.22. Megjegyzés. A tétel az f korlatossaganak feltétele nélkiil is igaz, vagyis barmelyik
allitasbol kovetkezik az is, hogy f korlatos [a, b]-n
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adt & &b

4. dbra. Egy Riemann-osszeg

2.2. A Riemann-integral formalis tulajdonsagai.

2.23. Allitas. Rla,b] vektortér R felett a szokdsos fiigguénymiveletekre nézve.
Bizonyitds. Legyen f, g € Rla,b]. Megmutatjuk, hogy ekkor f-+g € R|a,b] és

/b(f+g)=/bf+/bg. (2.7)

A bizonyitashoz a [2.14] Tételben szerepls integralhatosagi kritériumot hasznéljuk. Legyen
e > 0 tetszoleges, rogzitett. Ekkor €/2-hoz talalhatok olyan &4, dy € Fla, b] felosztésok,
melyekre

Q) < g és O (Dy) <

DO ™

Véve a & := &,V d, felosztast, a[2.13] Allitas miatt

Q5 (®) < = 65 0y (P) < -

2 2
Konnyen lathatok az alabbi egyenlGtlenségek :
$p(P)+54(P) < 5p49(P) < Spig(P) < Sp(P) +54(P).
Ebbdl
Qp1g(P) = Sprg(P) = Sp49(P) < Sp(P) = 57(P) +.53(P) — 59(P) = Qp(P) +Qy(P) <e.

A fenti egyenlStlenséghdl az is kovetkezik, hogy barmely ®, ¥ € Fla, b] esetén

Sp(P)+54(V) <sp(PVW)+5,(PVY) < 544(PVY) <
< Sy (DVT) < SHBVT) + S, (B V) < S5(B)+ S, (D).

Véve el6szor ®-ben, vagy W-ben supremumot ill. infimumot, kapjuk, hogy

Z”Zas Z<f+g>§ ]*(Hg)g ]*H]*g’

a

amibdl (2.7) adodik.
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Legyen most f € R[a,b] és ¢ € R tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy ekkor c- f € Rla, b] és

b b
[et=c]s (28)

Ha ¢ =0, akkor ¢- f =0 € RJa,b]. Ha ¢ # 0, akkor vélasszunk -hoz © € Fla, b]-t, melyre
£
Qf(q)) < —.
]
Ekkor
Qc.f = |C| Qf(@) <eE.
A (2.8) egyenl@ség a fentihez hasonloan adodik. O

2.24. Allitas. Legyen f € Rla,b], a < a < 8 <b. Ekkor fl|j.5 € Rla, B).

Bizonyitds. A [2.14] Tétel szerint minden € > 0-hoz van olyan ® € Fla, b], melyre Q¢(P) <
< e. Véve ezen felosztas [a, (] intervallumba esé osztopontjait és az igy kapott U € Fla, ]
felosztast kapjuk, hogy
Qf|[a,3] (\Ij> < Qf(q)) <Eé.
Ul

2.25. Allitas (Intervallum szerinti additivitas). Legyen f :[a,b] — R fiiggvény, a < ¢ <b.
Tegyiik fel, hogy fljaq € Rla,c] és fliy € Rlc,bl. Ekkor f € Rla,b] és

ji-fros

Bizonyitds. Mivel f korlatos [a,c|]-n és [c,b]-n, ezért korlatos [a,b]-n is. Véve tetszoleges
Q€ Fla, c] és ©y € Fc, b] felosztasokat, az ezekhez tartozo részintervallumok rendszereinek
egyesitésébdl kapunk egy ® € Fla, b] felosztast. Konnyen lathato, hogy

Sfllael (®1) S Flew (g) = Sf(q)) ¢s Sf(q)) = Sf'[a,c] (®1) +Sf|[c,b] (Py).

Az osszes @1 € Fla, c] ill. Py € Fle, b] felosztasra vett supremumra ill. infimumra kapjuk,

hogy c b b b c b
/*f+/*f§/*f§/*f§/*f+/*f-

A feltétel szerint az egyenlGtlenségsorozat két vége megyegyezik, amibgl

Zfz 7*f= Zf+Zf=jf+/bf,

igy a[2.9] Definici6 alapjan az allitast belattuk. ]

2.26. Allitas (Integrandus szerinti monotonitas). Legyenek f,g € Rla,b] figguények, és
tegyiik fel, hogy minden x € [a,b] esetén f(x) < g(x). Ekkor
b b

frs s

a a
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Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy minden ® € Fla, b] esetén
s7(P) < 5¢(®),

b b b b
i-[i<fo]o

2.27. Kévetkezmény. Bdrmely f € R|a,b] figguényre fenndll:

b b
[1< [
Bizonyitds. Minden z € [a, b] esetén

(=1f]) () = =[f(@)| < f(z) < |f(2)] = | fl(2),
amibdl az allitas a [2.26] Allitas alapjan kovetkezik. U

amibdl

2.28. Allitas (Integral trivialis becslése). Legyen f € Rla,b]. Ekkor

(inf f)-(b—a) /f (sup f)-(b—a).

[a,b] [a,b]

Bizonyitds. A bizonyitas azonnal adodik a [2.26] Allitasnak az inf f konstans fiiggvény és
fill. f és a sup f konstans fliggvényre valo alkalmazasabol. O
2.29. Kovetkezmény. Legyen f € R[a,b]. Ekkor

b
/stquW—m
J [a,b]

Bizonyitds. Konnyen lathato a [2.27] Kovetkezmény és a [2.28, Allitas alapjan. ]

Ezen becslések segitségével (folytonos fiiggvényekre) bizonyithato a differencidlszamitasban
megismert kozépértéktétel analdogja Riemann-integralra.

2.30. Tétel (Integralszamitas kozépértéktétele). Legyen f € Cla,b]. Ekkor létezik olyan
c € [a,b], melyre
b

[ 1=te--a.

a

Bizonyitds. A [2.28] Allitas alapjan és a Weierstrass-tételbsl kapjuk

/1
min f = inf f < -2— <sup max
[a,b] / [a,b] / b—a ™ (o) /= [a,b] J
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A Bolzano-tétel miatt van olyan ¢ € [a, b], melyre

amivel az allitast belattuk. O

2.3. A Newton-Leibniz tétel.

Az legutobb bizonyitott integréalasi kritérium segitségével be tudjuk latni a Riemann-
integralra vonatkozo egyik legfontosabb tételt.

2.31. Tétel (Newton-Leibniz tétel). Ha f € Rla,b] és f € D'[a,b], vagyis f-nek létezik
primitiv fiigguénye, akkor f minden F' primitiv fligguényére

/ f=F(b)~F(a)=[F = F]".

Bizonyitds. Mivel f két primitiv fiiggvénye csak konstansban térhet el, a jobb oldal fiiggetlen
F valasztasatol. Legyen ®€JF|a, b] tetszleges. Ha ® osztopontjainak halmaza {xg, z1, ..., z,},
akkor Flj, ,..-re alkalmazva a Lagrange-kozépértéktételt létezik olyan & € (x;_1,x;),
melyre

F(x) = F(zia) = F'(&) - (xi—2i1) = f(&) - (wi— i)
Nyilvanval6an

n n

sp(®) <Y f(&) - (wi—xima) =Y (Fla;) = F(zi1)) = F(b) = F(a) < Sp(®).

i=1 =1

Mivel f € RJa,b], ezért a fentiekbdl kapjuk, hogy

amibdl

és ezt akartuk beldtni. O

A Newton-Leibniz tétel feltételeit teljesits fliggvényekre bizonyithatok a primitiv fliggvé-
nyeknél megismert parcidlis és helyetettesitéses integralas szabalyai.

2.32. Tétel (Parcialis integralas Riemann-integralra). Legyen f, g€ R[a,b] és f, g€ D’[a, b],
(egy) primitiv figguényik legyen F ill. G. Ekkor
b

/fG:[F-G]g—/bF.g.

a
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Bizonyitds. Mivel F' és G differencialhatok, igy folytonosak, tehat Riemann-integralhatok
is [a, b]-n, 1d. [2.15] Tétel. A [2.17, Tétel alapjan pedig a szorzatok integréljai is léteznek.
Mivel

(F-G)'=f-G+F-g,
ezért a[2.31] Newton-Leibniz tétel alapjan

b

L/UG+F@=W(%-

a

Nemsokara latni fogjuk a [2.23| Allitasban, hogy

/b(f-GﬂLF‘g):/bf'GJr/ng,

amivel a bizonyitas teljes. O

Jelolés. f € Ra,b] esetén jelolje
b

Zf:/f

a

2.33. Tétel (Helyettesitéses integralas Riemann-integralra). Legyen I =|a,b] intervallum,
f € Rla,b] és f € D'[a,b]. Legyen tovdbbd I* = |ov, B] intervallum, g: I* — I differencidlhato
bijekcio, melyre (fog)-g € Rlo, 3]. Ekkor

‘/f—éi:kﬂwyd

Bizonyitas. A feltételekbdl azonnal kovetkezik, hogy g vagy szigortian monoton névs vagy
szigortian monoton fogyo, tehat ¢g~'(a) = a, g7 (b) = 3, vagy forditva. Mivel

(Fog) = (fog)-d,
ezért a[2.311 Newton-Leibniz tétel szerint

F(b)—F(a), ha g monoton novg; (2.9)
F(a)—F(b), ha g monoton fogyo. '

B
/ammyszmrw@mnz{
Masrészt, szintén a Newton-Leibniz tétel alapjan
b
[ 1=Fo-F.

Ha g monoton novs, a tétel azonnal kovetkezik; ha monoton fogyo, a (2.9) egyenlGség
mindkét oldaldnak ellentettjét véve kész a bizonyitas. U
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2.4. Integralfiiggvények.

2.34. Definici6. Az feR[a, b] fiiggvény integrdlfiggvényei az [a, b] intervallumon értelmezett
[a, b] 9x*—>c+/f

fiiggvények, ahol ¢ € R tetszdleges. (A Allitas alapjan f|jq € Rla, z]).

2.35. Tétel. Bdrmely f € Rla,b] barmely integrdlfiggvénye Lipschitz-tulajdonsdgi, igy
folytonos (sdt, egyenletesen folytonos) [a,b]-n.

Bizonyitds. Legyen F(z):=c+ [ f és x,y € [a,b]. Ekkor a[2.25 Allitas alapjan

|F(z) = F(y)| = 7f—/yf = /yf-

Felhasznalva a [2.29] Kovetkezményben szerepld becslést kapjuk, hogy

[F(x) = F(y)] < <S[;15]>|f\> |z —yl,

amib6l L := supy, ;) | f| vélasztdssal a tétel kovetkezik. O

2.36. Tétel. Ha feR[a,b] és fe€D'[a,b], vagyis [ kielégiti a Newton-Leibniz-tétel feltételeit,
akkor f primitiv figguényeinek [ f halmaza megegyezik f integrdlfiggvényeinek halmazdval.
Ez azt is jelenti, hogy ekkor [ integrdlfiiggvényei differencidlhatok, és derivdltjuk éppen f.

Bizonyitds. Legyen F a f egy primitiv fiiggvénye, vagyis I’ = f. Ekkor a [2.31. Newton-
Leibniz tétel szerint barmely z € [a, b] esetén

/foF(ﬂf)—F(a),

tehat F' egy integralfiiggvény c:= F'(a) valasztassal.
Forditva, legyen

F(z) ::c+]f.

Rogzitsiikk f egy Fy primitiv fliggvényét — ez a feltétel alapjan létezik. A [2.31) Newton-
Leibniz tétel alapjan

Flz)—c— / = Fy(x)— Fola),

amibdl F(x) = Fy(r)+d, d = c— Fy(a), tehat F is primitiv fiiggvénye f-nek. O

Annak idején az[1.9] Tételt, vagyis hogy minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiigg-
vénye, bizonyitas nélkiil mondtuk ki. Most elérkeztiink oda, hogy ezt a tételt igazoljuk.
Mivel egy folytonos fliggvény Riemann-integralhato is, a most belatott tétel alapjan pri-
mitiv fliggvénye csak integrélfiiggvénye lehet, és innen a bizonyitas konnyen adodik.
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2.37. Tétel. Ha f € R[a,b] és [ folytonos az u € [a,b] helyen, akkor f barmely F integrdl-
fiigguénye differencidlhato u-ban, és derivdltja F'(u) = f(u).

Bizonyitds. Legyen
F(z) :c+/f, x € [a,b].

Megmutatjuk, hogy minden € > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha x € [a,b], |z —u| < 9,
x # u, akkor

’M )| <
r—u
Ebbdl mar kovetkezik, hogy
lim Fla) = Flu) = F'(u) = f(u).

Tou T —u
Mivel f folytonos u-ban, ezért e-hoz létezik olyan 6 >0, hogy ha x € [a, b], |x —u| <, akkor
|f(z)— f(u)] < e. Megmutatjuk, hogy ez a 0 jo lesz. Legyen x € [a,b], |z —u| < § rogzitve,
és tegyiik fel, hogy = > u. A F fiiggvény definicidja és a [2.25 Allitas szerint

T

_ |2 jf(t)dt— ! /xf(u)dtz ! /(f(t>—f(U))dt

‘F(a:) - F(u)

— f(u)

r—1u r—1u r—1u
u

A [2.29 Kévetkezmeénybdl kapjuk, hogy

F(x)—F(u
%—f@) <sup{[f(t)—f(u):t € [u,z]} <e.
Az x < wu eset hasonléan bizonyithato. 0

2.38. Kovetkezmény. Ha f € Cla,b], akkor f-nek van primitiv figgvénye |a,b]-n (éspedig
barmely integrdlfiggvénye az).

2.39. Alkalmazas. Riemann-integralas alkalmazéasaval igazolhat6 az un. Wallis-formula:

, 2.4...2n 1% 1
7= lim -—
n—oo |[1:3---(2n—1)| n
Bizonyitds. Laczkovich-T. S6s: Analizis II. 13.11. és 13.12. Tételek. O

A kovekezs tételek pontos bizonyitasa megtalalhaté a Laczkovich-T. Sos: Analizis I1. 14.
fejezetében, de vizsgara csak kimondani kell tudni 6ket, a bizonyitast nem kérem.

2.40. Tétel. Ha f >0 és f € R[a,b], akkor az
Ap=A{(z,y): v €la, b0 <z < f(2)}

b
sikidom terilete T(Ay) = [ f.

2.41. Definici6é. Az A C R? halmazt normdltartomdnynak nevezziik, ha

A={(z,y):z€la,b], f(x) <y <g(z)},
ahol f,g € Rla,b] és f < g az [a,b]-n.
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2.42. Tétel. Az eldbbiekben definidlt normdltartomdny teriilete
b

74)= [(g-1)

a

2.43. Tétel. Ha f >0 és f € Rla,b], akkor az f

I(f) :=A{(z, f(2)): 2z € [a, b]}
grafikonjanak az x tengely korili megforgatdsdval kapott A forgdstest térfogata

V(A) = w/bf%

2.44. Tétel. Ha f:[a,b]—R folytonosan differencidlhato, akkor az f grafikonjanak tvhossza

rl= [

3. IMPROPRIUS INTEGRAL

Ki szeretnénk terjeszteni a Riemann-integral fogalmét nyilt, félig nyilt és nem korlatos
intervallumokra.

3.1. Definici6. Legyen I nemelfajul6 intervallum, f: I — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
f lokdlisan integrdalhato I-n, ha

f|[a,b} S R[a, b]
minden [a,b] C I esetén. Jelolés: R¢().

3.2. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy ha I = [a,b], akkor R'¢[a,b] = R]a, b].
3.3. Definicié. Ha f € R¢(I) ,akkor f integrdlfiigguényei az I-n értelmezett

Iax»—>c+/f

alaku fiiggvények, ahol c€ R, u € I.

3.4. Definici6. Legyen I nemelfajulo intervallum, f: I — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
f impropriusan integrdlhaté I-n, ha f € R'¢(I) és f-nek létezik olyan F integralfiiggvénye
I-n, melyre

dlim FeRé 3 lim FeR.
inf 740 sup I—0

Ekkor f improprius integrdlja I-n:
sup I
/f:: / f:suglﬁoF_inlflElroF'
I inf I
3.5. Megjegyzés. Ha a fenti feltételek mellett a limi,sri0 F' és limgy,—o ' hatarértékek

léteznek, de egyikiik végtelen, a mésik véges; vagy ellenkezd elGjeld végtelenek, akkor szokas
azt mondani, hogy f improprius integralja (+ vagy —) végtelen.
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3.6. Példa.
I I:=[0,+00), f: I =R, f(r)=e""

I [:=[1,+00), f: [ =R, f(z)= L

L 7:=(01], f: I —R, f(z) =

1
3.7. Megjegyzés. Ha f € R[a, b], akkor a[2.35, Tétel szerint F integralfiiggvénye folytonos az

a és b végpontokban, ezért hatarértékei is 1éteznek, és megegyeznek a helyettesitési értékkel.

3.8. Lemma (Fiiggvény hatarértékére vonatkozo Cauchy-kritérium). Legyen F' értelmezve
az I\{xo} halmazon, ahol I intervallum, xo € I (vagy xy = +00 vagy xg = —o0). Ekkor
F-nek pontosan akkor van véges hatdrértéke az xo helyen, ha a kévetkezd feltétel teljesiil:
minden € > 0 szamhoz létezik 6 > 0 gy, hogy ha |x—x¢| <0 €s |y—xo| <9, z,y # xo (ill.
x,y >0, rg=+00 esetén; x,y < —0, xg = —0o0 esetén), akkor

|F(z)—F(y)| <e.
Bizonyitds. Kovetkezik a fiiggvény-hatarértékre vonatkozo atviteli elvbél. U

3.9. Tétel (Cauchy-féle sziikséges és elégséges feltétel improprius integralhatosagra). Legyen
I nemelfajulo intervallum, f € R(I). Ekkor f pontosan akkor impropriusan integrdlhato
I-n, ha minden € > 0 esetén léteznek olyan a,b € I, inf I <a <b<supl szdmok, hogy

v

ha inf I <u<wv<a, akkor /f <e,

u

€s
v

hab<u<wv<supl, akkor /f <e.

u

Bizonyitds. Kovetkezik abbol, hogy ha F' integréalfiiggvénye f-nek I-n, akkor

/Uf =F(v)—F(u).

Alkalmazzuk az elébbi tételt F-re. O

3.10. Példa.

f[L, 4o0) R, f(z) = 207

X

Parcialis integralassal kapjuk:

int —cost]? [ cost
/ sin i — cos _ / COoSs dt
t t ], 2

u
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Ebbsl
/Sintdt _ —cosv+cosu_/costdt
t v U 12
— COos v COS U cost 1 1 1
< +) ‘+ O agp<-v-4 [ Zat
v U t2 v 12
1 1 { 1}” 2
<—+-+|—| ==<g¢,
VU tu U
ha§<u<v.

3.11. Tétel (Osszehasonlito kritérium). Legyen f€ R'¢(I). Tegyiik fel, hogy léteznek o, B€
el,infl <a<p<supl szdmok és

g1:IN(—o00,a] —[0,400), g2 : IN[B,+00] — [0, +00)
fiigguények, melyek improprius integralhatok, és majordljak f-et, vagyis
Vo€ D(g1) - [f(2)] < gi(x) és V€ D(ga) : [f(x)] < ga(x).
Ekkor f improprius értelemben integralhato I-n.

Bizonyitds. A fenti|3.9, Tétel szerint 1éteznek a,be R, inf I <a <« és f<b<sup [ szamok,
hogy

ha inf I <u <wv < a, akkor /glz/gl<€,
és
ha b <u < v <supl, akkor /gz :/gg<5.

Ebbdl a[2.26] Allitas és a[2.27 Kovetkezmeény alapjan inf I < u < v < a esetén

/vf S/v|f|§/v91<5a
/vf S/v|f|§/v92<€-

Igy az &llitas a Tételbdl kovetkezik f-re. O
3.12. Példa.

és b<u<wv<supl esetén

2

fi(=00,+00) =R, f(z):=e""
Vo € (—oo, —1] e <6, Vr e [1,4+00) : e <o

3.13. Kévetkezmény. Ha f€ R'°¢(I) és |f| improprius értelemben integrdlhatd I-n, akkor
f is improprius értelemben integralhato I-n.
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti [3.11] Tételt tetszdleges o, € I, infl < a < 3 <supl
szamokra és

g1 = |f| | IN(—00,q] és g2 ‘= |f‘ | IN[B,+o0]
fiiggvényekre. O
3.14. Alkalmazas. Improprius integrél alkalmazaséval igazolhat6 az an. Stirling-formula:

nl~nt.e™.

Bizonyitds. Laczkovich-T. Sos: Analizis I1. 16.20 és 16.23. tételek. O

2mn.
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