Binomialis tétel, binomialis sorok
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VaeR, Vxel, (1+x)% =" ( j~x" , ahol I a jobb oldali, u.n. binomialis sor konvergenciaintervalluma,
n=0 \"
melyre € R\Nj esetén L) cIc[-1,1] (tehdt a binomidlis sor konvergenciasugara 1),

ha pedig o € N, akkor / =R, (ez utébbi esetben a binomidlis sor véges Osszeg, az egyenldség minden valés x -re teljesiil),

B a a-(a-1-..-(a—n+1 a - " L
és = ( ) ( ) neN, =l az u.n. binomialis egyiitthatok.
n n! 0
. e . L , e ) Ayl a-n )
Bizonyitas: Ha a € R\Njy és x#0 (a0 esetnyilvanvald), akkor a hanyadoskritérium szerint | ——= | = —1 |x| - | x| miatt
a, n+

a sor konvergenciasugara 1 (|x| <1 esetén a sor konvergens, |x| > 1-re pedig divergens). Elegendd azt bizonyitani, hogy Vx e (=L 1)

+ 0 o
2 (o)
igaz az dllitds, azaz Vxe(-1,1) g(x) 12%:1, hiszen ha a sor az 1 ill. =1 helyeken is konvergens, akkor Abel tétele
+x
(a hatv.sor dsszegfiiggvénye folytonos fv.) miatt ezeken a helyeken az Osszegfiiggvény helyettesitési értékei az x> (1+x)% fiiggvény
(1 ill. -1 helyen vett ) véges hatarértékeivel (tehat a fv. altal felvett értékekkel) egyeznek. (fgy, ha a <0, akkor —1¢1.)
Megmutatjuk, hogy Vxe(-1,1) g'(x)=0, (ebbdl mar g(0)=1 miatt kévetkezik, hogy Vxe(-L1) g(x)=1) :

g'(x)=0 pontosan akkor, ha a derivalaskor kapott szamlalé zérus, ezt fogjuk bizonyitani Vx e (—1,1) esetére:

(1+)C)"’~JiO n(a)xnl - a~(1+x)“1~§(a)x" =
n=1 n

n=0 \"

= (1+0)* a1+ E[a_l)xn + f(“‘lj.xn - g(“}x"} -

* a-1 a-1 * [04
a-1 n n . . . 0 a . . .
= X o + X = - X = a binomialis egyutthatok osszegére vonatkozo azonossag !!!
(1+x) ( j ( j E [ j (ab | tthatok tk ")

=l n n—1 o\

(1+x)“_1~a- a-x + Z ((a—l) n!(a—n) + @-1-...(a=n+D) J-xn - Jio[aJ-x”J =

(n—-1)! ol \
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et § ((a Do (@—n+1)-((@=n) + n) j-x" ) Z(QJ'X"] P
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Példa: Vxe(-11) (I+x) 2 = > | 2[-x" =1+ Z( D" & = Z( n*- @n-DH X" (def.: (=D:=1),
n=0\ " -n! n=0 @m!
+ 00 _1\n
= Vxe(-11), s igy —x? e (—1,1) miatt Z( n"- @n=DI (—x )" = Z M-xzn, melybdl
1-x* =0 @m!! nmo (Zm!
+ 00 _ 1\
arcsin’(x) = ;, arcsin(0) =0 miatt Vxe(-1,1) arcsin(x)= Y &-xzwrl ( hatv.sor, &sszegfv. diff.hatdsaga ).
1— 2 oo (n+1)-2n)!
= @u-nn
Bizonyithatd, hogy a sor x =*1-re is konvergens, igy az Abel-tétel miatt : Vxe[-1,1] arcsin(x) = z G A

S @n+l)-2n)!t
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