Analizis IV. gyakorlat

BSc matematikatanar szakirany
2008/2009. tavaszi félév

1. Differencialegyenletek
Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek Osszes, valamint a megadott feltételeket kielégits
megoldéasait!
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2. Tobbvaltozoés fiiggvények, folytonossag, hatarérték

Abréazoljuk az alabbi fiiggvényeket, és hatarozzuk meg az értelmezési tartoméanyukat!
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. fleyy) =ax+by+c,a,beR 15. f(z,y) = /1 — 22 — y?
Cf(zy) = Va2 +y? 16. f(z,y) =sgn (z - y)
- fzy) =2 +y? 17. f(z,y) =2 - y?

Folytonosak-e az alabbi fliggvények az értelmezési tartomanyukon?
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19.

flz,y)=x+y

f(x,y) :%

20.

21

VBT, 1 A0
fla,y) =
0, z = 0.
. Mutassuk meg, hogy ha a kétvaltozos f fiiggvény folytonos (a,b)-ben, akkor az x — f(x,b) (egyval-
tozos) fliggvény folytonos a-ban és az y — f(a,y) (egyvaltozos) fiiggvény folytonos b-ben! Igazoljuk,
hogy az allias megforditasa nem igaz! (1d. f(z,y) =sgn (z-y))



Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket (ha léteznek)!
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Létezik-e a hatarértéke a (0,0)-ban az alabbi fiiggvényeknek?
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3. Parcialis derivalas, derivalt, R? — R eset

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények parcialis derivaltjait!

31. f(z,y)

32. f(z,y) = e VY
33. f(x,y) = zycosz’y
34. f(z,y) =zyln(z+y)

35. f(z,y) = (/22 {/y? +

36. f(x,y) = Isilng
y
37. flzy)=2"v

x arcsin y

38. f(#,Y) = Jirccoss

39. f(z,y) = (a* +y?)'8"

2 —
10. f(z,y) = st

1. f

43. f(z,y) =Iny/22 + 42
44. f(x,y) = T
45. f(z,y) = a¥

x

46. f(z,y) = arcsinm

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények elsé- és masodrendd parciélis derivaltjait!

47. f(x,y) = 23 — 32%y + 2y® + 2

48. f(z,y) = 72

49. f(x,y) =sinzcosy

50. f(2,y) = e
51. f(x,y) = In 2

=Yy

52. f(x,y,2) = e "V



Léteznek-e a (0,0) pontbeli parcialis derivaltjai a kovetkezs fliggvényeknek?
53. flx,y) =+/1— a2 —y?

{+ (2, ) # (0,0)

I e =00

Differencialhatok-e a (0,0)-ban a kovetkezs fliggvények?

55. f(z,y) = /22 + 32 59. f(z,y) = Vat +y*

56. f(z,y) = /x5 + 15 60. f(z,y) = /x5 + 43

57 f(z,y) = /ab +y° 61, foy) — Hs, (2,y) # (0,0)
58. f(l',y) = 1/ 1'4 + y2 . 7 07 (xay) = (070)

Differencidlhatok-e a kovetkezd fiiggvények az értelmezési tartoményukon?
69. f(x,y) — ecos(ac2+y3)

63. f(z,y) = In /22 + y?
64. f(xay):\/w;:ﬁ

Szamitsuk ki a kévetkezs tobbszoros parcialis derivaltakat!
f l'vy) = xByv D12f(xay)7 D21f(xay);
f(z,y) =z -lny, DIDsf(2,y);

(
(

67 f(xvyaz) = ezyz, D1D2D3f(:v,y,z);
(

65.

66.

68. f(z,y) =" -siny, D" D3 f(z,y);
69. f(,y) = y* - e=m= 17, Dy DYF(0,0);

70. Legyen f:R"™ - R, f(z) := \LI" =z, & # 0. Szamitsuk ki a

NS -
i=1

értékét! (f Laplace-at)

71. Igazoljuk, hogy az alabbi fliggvényre nem teljesiil a Young-tétel a (0,0) pontban!

o e @) #0,0),
Je:y) {o, (2,) = (0,0)

Hatéarozzuk meg az alabbi iranymenti derivaltakat!
72 f(z,y) = (x = )% v = (3, i) D, f(0,0) =?

74. Mely irdny mentén 0 az f(x,y) = 2° + y> — 3zy + ¢¥ fiiggvény derivaltja a (2,0) pontban? Mely
irAny mentén maximélis?

5. flx,y) = 122512%, v az x + 3y = 5 egyenes iranyvektora, D, f(2,1) =7



Irjuk fel az alabbi feliiletek megadott pontjaban az érintésik egyenletét!

76.

e

78.

79.

f(x,y) = 42% — 162 + y* + 6y + 18, P = (2,1)
Adjunk az érintGsik segitségével kozelitést f(2,01;1,02)-re!

fl@y) =22y +y* + 2y, P =(3,4)
Adjunk az érint6sik segitségével kozelitést f(3,09;3,92)-re!

f(z,y) = arctan £, P = (1,1)

fz,y) = 22y® + 32%y%, P = (1,1)
Irjuk fel a fiiggvény P koriili 2. Taylor-polinomjat is!

4. SzélsSértékszamitas
Allapitsuk meg a kovetkezs fiiggvényekrsl, hogy van-e lokalis szélsGértékiik, és ha igen, hol, és ezek
mekkorak!
80. f(z,y) = 2® — 3zy +y*; 90. f(z,y) =2+ (y+1)° =3z (y+1);
81. f(x,y) = a* — dwy +y*; 9. f(z,y) =2+ 20 4oy,
82. f(x,y) = ** T3 . (82° — 6xy + 3y°); _ ot .
02, flr.y) = =2 +
83. flz,y) =2+ ay+y?>—4lnz —10Iny;
fz,y) y+y y 03. fla.y) = @ —Tuin),
84. f(w,y) = (a? — 62) - (y° — 4y) L
94. flz,y) = e 2y 2o,
85. f(z,y)=a2?+2y°> -2 —2y—1;
— (72 4 2) . o= (@ +7).
86. f(x.y) = (1- )2 +(2+9)* & % fley) =74y e
2
87. f(z,y) = 2 — 322 + 2zy + 2 — 4; 96. f(z,y) =@ —2r+y) eV
88. flz,y) =y° — 22 — 4y? + 2zy; 97. f(z,y,2) = 2® + 4> + 2% — 2z — 4y — 82+ 12;
89. f(z,y) = 2%y — 3xy + 2y 98. f(x,y,2) = e 3(e7Fy +at2u42e42)

Szoveges feladatok szélsGértékszamitasra (tartomany alatt itt mindig zart halmazt értiink).
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100.

101.

102.

103.

Hatarozzuk meg a z = 4 — x2 — 2y? egyenletii feliillet z > 0 része és az xy-sik altal hatarolt
térrészbe irhaté maximalis térfogatu téglatest oldalait, ha a téglatest oldalai parhuzamosak a ko-
ordinatasikokkal!

Hatarozzuk meg az f(x,y) = 22 — y? fiiggvény minimumét és maximumét az x és y tengelyek,
valamint az z2 + 3% = 1 egyenlet®i gorbe &ltal hatarolt tartoméany 1. siknegyedbe esé részén!

Hatéarozzuk meg az f(z,y,z) = sinzsinysinz fliggvény maximumat, ha z,y,z egy haromszog
szogei!

Hatarozzuk meg az f(z,y) = y- (2x — 3) fliggvény minimumat és maximumat az z-tengely, az x = 2
és az y = 22 gorbék altal hatarolt tartoméanyon!

Hatarozzuk meg az f(x,y) = (22 — 62) - (y* — 4y) fiiggvény minimumat és maximumat a tengelyek
és az x + y = 6 egyenleti egyenes altal hatarolt tartomanyon!



104. Hatarozzuk meg az f(x,y) = 22 + 3y? szélséértékeit az v +y — 1 = 0 egyenleti egyenesen!
105. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények szélsGértékeit a megadott K halmazokon!

=z+2, K={(z,y)eR?:2*+y><5};

(@) flz,y)

(b) f(z,y) =2ay, K={(x,y) eR*:a?+y?=1};

(¢) f(z,y) =z +8y, K={(z,y)eR®:a*+y*=1T7};

(d) flz,y)=2a®—2y% K={(2,y) eR?:4a?+¢><1};

(e) flz,y,2)=z+y+ 2 K:{(x,y,z)€R3;m2+y2+22:1};
) flzy,2) =2 +y*+2°, K= {(z,y,2) eR®:2? +y* +22 =1}

5. Osszetett és implicit fiiggvények differencialasa

106. Az alabbi feladatokban legyen f : R — R differencidlhato fiiggvény. Hatarozzuk meg az u : R? — R
fliggvények derivaltjait!
(a) u(z,y) = flz+y);
(b) u(e.y) = 1 (£);
(c) u(z,y)=f (vxz + yQ);
(d) u(z,y,2) = f(2® +y* +2%).
107. Az alabbi feladatokban legyen f : R? — R differencialhato fiiggvény. Hatérozzuk meg az u : R> — R
illetve v : R? — R fiiggvények derivaltjait!
(a) u(
(b) u(
() ulw,y) =/ (xy, £);
(d) u(
) u(
) u(

e 2)=fz+y+za®+y? +2%);

2 =f(21).

108. Legyen y a [—1,1]-en értelmezett olyan fiiggvény, mely kielégiti az

(
(f
2242 =1
egyenletet. Héany folytonos y megoldas van? Héany folytonos megoldas van, ha kikotjiik, hogy
y(0) = 1?7 Es ha y(1) = 0?
109. Fejezziik ki az alabbi egyenletekkel meghatarozott y fliggvények 3 derivaltjait x és y segitségével!

(a) = +2xy y?=1;
(b) In/z? + y? = arctan ¥;
(c) y— gsiny = ;
(d) =¥ =y* (z #y);
)

(e) y = 2warctan ¥
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113.

114.
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119.

Ivhossz, vonalintegral

Hatarozzuk meg a kovetkezs gérbék ivhosszat!

a) v: [0,27] — R?, ~(t) = (Rcost, Rsint) (R > 0) (korvonal)

b) 7: [0,27] — R2, y(t) = (Rt — Rsint, R — Rcost) (R > 0) (ciklois)
¢) v: [0,27] — R?, y(t) = (Rcos®t, Rsin®t) (R > 0) (asztroid)

d) v:[0,h] — R3, y(t) = (t, Rcost, Rsint) (h, R > 0) (csavarvonal)

2
Legyen f: [1,4] —» R, f(x) = g\/(l’ — 1)3. Hatéarozzuk meg f grafikonjanak ivhosszat!

Y

x
Szamitsuk ki lintegralt, h = -,
zamitsu 1az/rfvona integralt, ha f(z,y) < E T

) és a I' gbrbe paraméterezése
a kovetkezG:

a) v: [0,27] — R2, y(t) = (cost,sint)

b) ~: [0,27] — R?, y(t) = (- cost,sint)

Legyen I' a fels¢ félsikba esd, origd kozéppontt egység sugaru félkoriv pozitiv iranyitassal, tovabba

legyen f(x,y) = (—y,x). Szamitsuk ki az [ f vonalintegralt!
r

V2 V2 V2 V2
Legyen I a (2,2>, <2,—2

) pontokat Gsszekots egységsugari koriv negativ iranyitassal,

tovabba legyen f(z,y) = (\/xQ + 92, %) Szamitsuk ki az / f vonalintegralt!
r

Legyen I' a (2,0), (0,2) pontokat Osszekots szakasz a (0,2) pont felé iranyitva, tovabba legyen

f(z,y) = (cosy,cosx). Szamitsuk ki az / f vonalintegralt!
r

Legyen ~: [0, g} ,7(t) = (3cost,sint). Szamitsuk ki az /f vonalintegralt, ha f a kovetkezd
r

alaku:

0 fe) = (o )

1‘2+y2’m2+y2

b) f(x,y) = (\/xzx_’_ yQ’ \/x2y+ y2>
) Je) = (- s

S22 42 22 2

Legyen I' az origo kozéppontu egység sugara korvonalnak az (1,0) pontbdl az ( ) pontba

N
V2 V2

halad6 nyolcada. Szamitsuk ki az / f vonalintegralt, ha az f fliggvény a kiévetkezd alaki:
r

W fen=E-uren) V) Jen= (14 oTm2t )

Legyen v: [0,1] — R?, y(t) = (log(1 + %) sint, v/5t% + cos wt), tovdbba legyen
f(z,y) = (x + y,z +y). Szamitsuk ki az / f vonalintegralt!
r

Legyen 7: [0,27] — R2, y(t) = (cost,sint), tovabbé legyen f(z,y) = (e~ +y,e ¥ +x). Szamitsuk

ki az | f vonalintegralt!
r



