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Eloszo

Ez a jegyzet a 2009/2010-es tanév 6szi félévében tartott Analizis I. kurzus anyagdhoz késziil. A
jegyzet a félév soran folyamatosan béviil, az utolsé valtoztatas datuma a cimlapon lathaté. A jegy-
zetben bizonyara el6fordulhatnak hibak — ezek jelzését 6rommel veszem a seszter@cs.elte.hu
e-mail-cimen!

A jegyzet soran az alabb jeloléseket hasznalom:

N természetes szamok, a 0-t is beleértve;

7 egész szamok;

Q racionélis szamok;

R valés szamok;

R+ pozitiv valés szdmok;

R~ negativ valés szdmok (és hasonléan: Z*, NT, stb.)
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Elso fejezet

Bevezetés

1.1. Logikai allitasok, miiveletek, tagadas

A kovetkez6kben néhdny alapvetd logikai fogalmat targyalunk.

1.1. Definicié. Allitdsnak neveziink egy olyan kijelentést, melyrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy
igaz vagy hamis.
Pl.: Ez az alma piros. A tabla zold.

1.2. Definicié. Logikai miveletek: Allitdsokbol gyartanak 4j allitasokat. Legyen A és B egy-egy
allitas.
(a) és, jele: A
A N B pontosan akkor igaz, ha A és B is igaz.
(b) wagy, jele: V (fontos! megengedd vagy)
AV B pontosan akkor hamis, ha A és B is hamis.
(c) nem, jele: —
—A pontosan akkor igaz, ha A hamis (és forditva).
(d) kovetkeztetés (implikdcid), jele: =
A = B pontosan akkor igaz, ha = A vagy B igaz.
(e) ekivivalencia, jele: &
A < B pontosan akkor igaz, ha A = B és B = A is igaz.

1.3. Definicié. Nyitott mondat: olyan allitds, mely valtozot tartalmaz. Igazsagértéke a valtozo
értékétol fiigg.
Pl.: Az n szam négyzetszam. z2 — 3z + 2 = 0.

Ha A(z) nyitott mondat (x a véaltozo), akkor ebbdl 1j dllitdsokat nyerhetiink a 3 (1étezik) és V
(minden) dn. kvantorok segitségével:

Példaul: (Vz) 2? — 3z +2 > 0.
A fenti allitdsok tagaddsa:

~((Vz)A(z)) = (Bx)-A(z),

~((Bz)A(x)) = (Vo) - A(z).
A példéban szereplé allitas tagaddsa: (Ix) 2 — 3z +2 < 0.

1
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1.2. Bizonyitasi médszerek

Indirekt bizonyitas

Ennek a bizonyitasi modszernek a menete, hogy feltessziik a bizonyitandé allitas ellenkez6jét, és
ebbdl ellentmondésra jutunk.

Példa:
1.4. Allitas. V2 irraciondlis.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy v/2 racionslis. Ez azt jelenti, hogy vannak olyan p, g pozitiv
egész szamok, g # 0, tovabba p és q legnagyobb ko6zos osztdja 1, melyekre

v2="2.
q

Mindkét oldalt négyzetre emelve kapjuk, hogy

P2
2 = =, amibdl 2¢° = p°.
q

Ebbél latszik, hogy p?, igy p is paros szadm kell legyen, vagyis p = 2r, ahol r egész. fgy
2¢° = 412, vagyis ¢° = 2r?,

tehat ¢ is paros. Ez ellentmond annak, hogy p és ¢ legnagyobb kozos osztéja 1, tehat a kiinduld
feltevés hamis, igy /2 irracionélis. O

Teljes indukcié

Teljes indukci6val olyan allitdasokat bizonyitunk, melyek minden n (vagy minden elég nagy n)
természetes szamra vonatkoznak . A teljes indukcié menete a kovetkezo.

1. Beldtjuk az allitdst n = O-ra (vagy arra a legkisebb n-re, amirdl az allitds szdl).

2. Belatjuk a kovetkez6t: ha az allitas valamelyik n természetes szamra igaz, akkor igaz n+ 1-re
is.

A természetes szamok tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy a fenti két 1épés bizonyitdsaval az dllitast
minden természetes szamra beldttuk. Ugyanis, az 1. 1épés alapjan az &llitds igaz n = O-ra. A
2. 1épésbdl tudjuk, hogy ekkor az allitas igaz n = 0+ 1 = 1-re is. Ismét alkalmazva a 2. 1épést,
tudjuk, hogy az allitas igaz n = 1+ 1 = 2-re. Es igy tovabb — ,végtelen sok 1épés utan” kapjuk,
hogy az &llitds minden n természetes szamra teljesiil.

A 2. 1épésben szerepl6 feltevést szokdas indukcids feltételnek is nevezni.

Példa:

1.5. Allitas. Minden n > 1 természetes szamra
2" > n.
Bizonyitds. Végrehajtjuk a teljes indukcid 1épéseit.

1. n =1 esetén az egyenlStlenség 2! > 1 alakd, és mivel 2! = 2, ezért 2 > 1 teljesiil.
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2. Most tegyiik fel, hogy az &llitas valamelyik n természetes szamra igaz, vagyis erre az n-re
2™ > n. Léassuk be, hogy ekkor n + 1-re is igaz! A belatandé &llitds tehat:
2"t > 1.
Mivel 271 = 2.27, és a feltevés szerint 2" > n, ezért
2"l =2.2" > 2.n.
Masrészt barmilyen n > 1 egészre 2 -n > n + 1, tehat
2ntl S 41,
és ezt kellett belatnunk.
O

1.6. Megjegyzés. A fenti allitas n = O-ra is teljesiil (hiszen 2° = 1 > 0), de az indukci6s 1épés csak
n > 1 esetén mukodik.

Fontos latnunk, hogy az indukcié 2. lépésében nem azt tessziik fel, hogy az &allitds bdrmely n-re
igaz — hiszen akkor maganak az éllitasnak az igaz-voltat tételeznénk fel, amit pedig bizonyitani
akarunk. Csak annyit tesziink fel, hogy az allitds egy (valamelyik) n természetes szdmra igaz. Ilyen
n 1étezik, hiszen az 1. 1épésben éppen ezt lattuk be.

1.3. Fontos egyenloségek, egyenlotlenségek

1.7. Tétel (Bernoulli-egyenl8tlenség). Minden n € NT ésa > —1, a € R esetén
14+a)">14n-a.

Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha n = 1 vagy a = 0.

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik.

1. n =1 esetén a belatando allitas
l+a>1+a,

ami tetszOleges a-ra igaz.

2. Tegyiik fel most, hogy az allitds valamelyik n € ZT-ra igaz! Lassuk be, hogy ekkor az
egyenldtlenség n + 1-re is teljesiil, vagyis

(1+a)" ™ >1+(n+1)-a.

Az indukciés feltevés szerint
14+a)*>14n-a.

Ebbdl, kihasznélva, hogy 1+ a > 0 (mivel a > —1) kapjuk, hogy

(I+a)-(1+a)">1+a)-(1+n-a)=1+(n+1)-a+n-a’ (1.1)
Tudjuk, hogy
(1+a)"™ =(14a)-(1+a)", (1.2)
Osszevetve —et és —t kapjuk, hogy
14a)" "' >14+n+1D)-a+n-a*>1+n+1)-aq, (1.3)

amit latni akartunk.
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Hétravan még az egyenléség teljesiilésének esete. Vilagos, hogy n = 1 ill. a = 0 esetén egyenléség
teljestil. Ha azt tessziik fel, hogy egyenldség van, akkor ezt n helyett n + 1-re felirva, (1.3)) alapjan

1+a)" ' =1+n+1)-a+n-a*>=1+(n+1)-a
kell igaz legyen, amibél n - a® = 0. Ezért vagy n = 0, és akkor n + 1 = 1, vagy a = 0. O

1.8. Tétel (Binomiélis tétel). Tetszbleges a,b € R ésn € N esetén

(a+b)" = (g)b" + (T)ab"‘l + (Z)aQb”_Q ot (n” 1) a"1b + (Z)a" (1.4)

masképp irva:

(a+b)" z":( ) akonk,
k=0

(Z>:k!(:!—k)!’1§k5”, (g)zl.

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik.

(a+b)° = (8) b0,

2. Tegyiik fel, hogy az (1.4) egyenlSség valamelyik n-re teljesiil! Belatjuk, hogy n 4+ 1-re is igaz.
Mivel (a + b)" " = (a + b) - (a + b)", ezért az indukcids feltevés szerint

oot = e () (et (1) 1b+(n> )
(g)abn+(?)a2bn—1+...+( ) ()

Iit

1. n = 0 esetén az egyenl6ség

ami 1 =1.

(e (o e ()
- ([0 (] [0 Ol
S (EARGBNERS

Felhasznalva, hogy tetszOleges n € N és k € N, 1 < k < n esetén

(kil)+ (Z) N <n21>
()= (") ()-(1)

tovabba

kapjuk, hogy

(a+b)"* =

1 1 1 1 1
nt pntl 4 n ab™ + nt a4 m a”b+ e a™tl,
0 1 2 n n+1

ami épp a bizonyitandé allitas n + 1-re.
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O
1.9. Tétel (Szdmtani-mértani-harmonikus kézép kozti egyenl6tlenség).
Legyenek a1, as, . ..,a, > 0 tetszbleges szdmok (n > 1). Ekkor
A, = Mt dan (szdmtani kozép),
n
Gp = {/ay - -a, (mértani/geometriai kozép),
H, = % (harmonikus kozép)
; _|_ PN + =
1 an
jeldléssel
H, <G, <A,. (1.5)
Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha a1 = as = -+ = ay.

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. Az allitds n = 1 esetben trividlis. Tegyiik

fel most, hogy valamely n-re és tetszoleges a1, as, ..., a, > 0 szdmokra
A, > G,
Legyenek adva aj,as,...,a,, 0,41 > 0 szamok, és tegyiik fel, hogy gy vannak sorba rendezve,

hogy a,+1 az (egyik) legnagyobb koziilik (vildgos, hogy az 4llitds nem fiigg a szdmok sorrendjétdl).
Be kell latnunk, hogy A, 11 > G411, vagyis mindkét oldalt n + 1. hatvanyra emelve

a1+t an+ana )"
n+1

Z ay - Ay, g1, (16)

ami a beldtandé allitassal ekvivalens. Az aldbbi dtalakitast végezziik:

ar+- A antan " (At ana \"H
n+1 N n+1
_ (n + 1) . An + an+1 — An ntl
n+1
7A n+1
- (An+a”;1+1”> . (1.7)

Mivel a,,4+1 az (egyik) legnagyobb szdm, ezért konnyen ldthatd, hogy an,+1 — A, > 0. Igy a kapott
kifejezést a Binomiélis tétel szerint kifejtve az (|1.4) &sszegben minden tag pozitiv. Ezért a hatvany
értékét csokkentjiik, ha az (|1.4]) osszegnek csak az utolsé két tagjat hagyjuk meg, vagyis

n+1
(An+an+1_An> > (n+1)AZ anJrl_An + (n+1)A2+1
n+1

n n+1 n+1
a 1 An
_ 1) A" . n—+ An+1
(n1)- Ap- =B g
= AZ . (an+1 — An) + AZ+1 = AZ . an+1. (18)
Az indukciés feltevés szerint
A g1 > G g = a1 Ay - Gy,

tehat (L1.7]) és (L.8]) alapjan

ai+ -+ ap +ans1 n+1>a
n+1 =
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ami éppen a bizonyitandé (1.6) egyenlétlenség.

A mértani és harmonikus kozép kozti egyenlétlenség konnyen adédik az el6bb bizonyitott mértani
és szamtani kozép kozti egyenlétlenségbdl. Alkalmazzuk ez utébbit az ay,as, . ..,a, > 0 szdmok
reciprokaira, ebbol

Mindkét oldal reciprokat véve kapjuk:

- 0 < 1 aj - - a
1 T = n
ami épp a bizonyitandé allitas.
Ha a1 = --- = a,, akkor az (|1.5) egyenl&tlenségek egyenléséggel teljesiilnek. Beldtjuk, hogy
Gn:An:>a1:"':ana

a harmonikus kozép esete hasonldéan bizonyithaté. Tegyiik fel indirekt, hogy A,, = G,,, de példaul
a1 # as. Cseréljik ki a1-t és ao-t is %—r& azas, ..., a, szamokat hagyjuk véltozatlanul! Ekkor
konnyen lathato, hogy az
a1 +as ayp+ as
) , A3,y - -
2 2

szamok szamtani kozepének értéke valtozatlanul A,,. Masrészt

.y Ay

al'a2<a1;—a2~a1;a2 <:>O<(a1—a2)2

teljesiil, mivel a; # ag. Igy

aitas aitas
+ +as+--+a njo1+az a;+a
2 2 3 n:An:Gn: ”al.a2 ..... an<\/1 2. 1 2 ... Ap
n 2 2
Tehat azt kaptuk, hogy az 1592 91392 qq g, szdmok mértani kézepe nagyobb, mint a szim-
tani kdzepe — ami ellentmondas. O
A fenti egyenlétlenség-lancolathoz kapcsolhat6 még egy : a négyzetes kozéprol szélo. Az aq,as, .. ., ay

szdmok (n > 1) négyzetes kizepe:

a%J’»...J’»a%
n

Qn =
1.10. Tétel. Az ay,as,...,a, > 0 szdmok (n > 1) kézepei kizitt fenndll az aldbbi egyenlétlenség :

Bizonyitds. Vilagos, hogy a fentiek alapjan elég az utolsé egyenlétlenséget bizonyitani. Teljes in-
dukcioval jarunk el.

1. Az allitds n = 1-re trividlisan teljesiil. Lassuk be n = 2-re, hogy A < @2, mert erre a bizonyitas
soran kés6bb sziikségiink lesz! Mindkét oldalt négyzetre emelve:

algagg /a%;ra% - af+a§4+2a1a2§a%q2ta§

& a4 a3+ 2a1a0 < 202 4203 < 0 < (a1 — ag)?,

ami teljestil.
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2. Tegyiik fel, hogy valamely n-re és tetszoleges aq, . . ., a, szdmokra igaz, hogy A, < @,. Legyenek
adva ai, ..., an, anq1 valosak. Be kell lassuk, hogy a bel6liik képezett szdmtani kozép kisebb vagy
egyenld, mint a négyzetes kozép — vagy ami ezzel ekvivalens:

2
Gt Fantan )" _ ot an o, (1.9)
n+1 n+1
Atalakitva a bal oldalt, az aldbbit kapjuk:
a1+"'+an+an+l 27 n'An+an+l 27 n2A$L+2nAn'an+l +a%+1 (1 10)
n+1 N n+1 N (n+1)2 ' '
Kihaszndlva az indukciés feltételt, vagyis hogy A2 < Q2. kapjuk:
2A2 2An n 2 2 2 2"471 n 2
n-Ap, + 2n An41 + Ay < 7’L(CL1 + + an) +2n An41 + an+1 ) (111)

(n+ 1) : (n+ 17
A jobb oldalon a szdmlaléban a 2. tag
2nAn.an+1 :2.(a1+...+an).an+1 :2.(@1 .an+1+...+an.an+1)

alaki. Alkalmazzuk minden tagra az n = 2-re mér beldtott G3(< Ag) < Q2 egyenlétlenséget!
Ebbél s
a’j + Ap41

9 » J

N

aj - Gpy1 <
Igy tovabb alakitva (T.11) jobb oldalét:

n(af +---+a3) +2- (a1 g1 + -+ anappr) F a5

(n+1)?
o Maittan)+ait--tan) fn-an tang
= (n T 12
- Gt (112)
n+1 ' ’
Egybevetve (1.10)-et, (1.11)-et és (1.12)-t kapjuk, hogy
ap+ -+ ap + ans1 2<af+---+afl+afb+1
n+1 - n+1 ’
ami épp a bizonyitandé allités. O

1.4. Halmazok

Egy halmazt akkor tekintiink ismertnek, ha minden jél megfogalmazhaté dologrol el tudjuk don-
teni, hogy hozza tartozik vagy nem tartozik hozza. (Az ,okos gondolat”, a ,szép ldny”, az ,elég
nagy szam” vagy a ,kicsi pozitiv szam” nem tekintheté jol megfogalmazott dolognak, ezekrdl nem
kérdezziik vagy hogy benne vannak-e valamilyen halmazban vagy hogy alkotnak-e halmazt.)
Legyen A halmaz, x egy j6l definialt dolog. Ha x hozzdtartozik a halmazhoz, akkor ezt x € A
jelolje. Ha x nem tartozik hozzd a halmazhoz, akkor ezt x ¢ A jeloli.

A halmaz elemeit felsorolhatjuk, példaul

A:={a,b, e d}.
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Ilyenkor minden elemet csak egyszer sorolunk fel. Mas médon egy értelmes tulajdonsaggal adhatjuk
meg a halmazt, példaul
B:={z : x valés szdm és 2% < 2}.

A B halmaz megaddsanél haszndlni fogjuk az aldbbi (kevésbé preciz) felirdst is:

B:={zeR : 2* <2}.
1.11. Definicié. Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy A része vagy részhalmaza a B
halmaznak, ha minden = € A esetén x € B. Jele: A C B.

1.12. Definicié. Legyen A és B halmaz. Az A halmaz egyenld a B halmazzal, ha ugyanazok az
elemei. Jele: A = B.

Fontos, hogy az analizisben a fenti C halmazok kozotti dn. relacié jelenthet egyenlOséget is.
Konnyen meggondolhaté az alabbi

1.13. Allitas. Legyen A és B halmaz. A = B pontosan akkor, ha A C B és B C A.

A kovetkez6kben definidlunk néhény miiveletet, melyekkel halmazokbdl djabb halmazokhoz jut-
hatunk.

1.14. Definicié. Legyen A és B halmaz.
Az A és B egyesitése (unidja) az a halmaz, amelyre

AUB:={z : z € Avagy z € B}.
Az A és B metszete (kizis része) az a halmaz, amelyre
ANB:={x : v € Aész € B}.
Az A és B kiilonbsége az a halmaz, amelyre
A\B:={x : x€ Aésx ¢ B}.

A metszet és a kiilonbség képzése sordn elképzelhets, hogy egyetlen x dolog sem rendelkezik a
kivant tulajdonsdggal. Azt a halmazt, amelynek barmely jol definidlhaté dolog sem eleme, iires
halmaznak nevezziik. Jele: {).

Legyen H halmaz és A C H egy részhalmaza. Az A halmaz (H-ra vonatkozd) komplementerén
az A° := H \ A halmazt értjiik (a komplementerhalmaz jelélésére sosem fogjuk az A-t hasznalni,
mert ez a kés6ébbiekben mdst fog jelenteni!). Itt fontos szerepe van a H un. alaphalmaznak is.
Legyen példaul A := [0,1] zért intervallum. Ha H = R, akkor A° = H\ A = (—00,0) U (1, +0)
nyilt intervallumok uniéja. Ha azonban H = [0,2], akkor A° = H \ A = (1,2] balrdl nyilt, jobbrdl
zart intervallum.

De Morgan-azonossdgoknak nevezik a kovetkezo tételt.

1.15. Tétel. Legyen H halmaz, A,B C H. Ekkor

(AUB)=A°NB° é (ANB)°=A°UB°".
Bizonyitds. Hézi feladat. O
Tekintsiik alapfogalomnak az (a,b) rendezett part, amelynek lényeges tulajdonsdga, hogy

(a,b) = (¢,d) pontosan akkor, ha a = ¢ és b =d.
A rendezett par segitségével értelmezziik a halmazok szorzatat.
1.16. Definicié. Legyen A, B halmaz. Az A és B Descartes-szorzata

Ax B:={(a,b) : a€ Aésbe B}
rendezett parokbdl allé halmaz.
Példaul A := {2,3,5}, B := {1,3} esetén
Ax B=1{(21),(2,3),(3,1),(3,3), (5,1),(5,3)}.
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1.5. Fiiggvények

A fiuggvény fogalmat alapfogalomnak tekintjiik — halmazok kozotti egyértelm@i hozzérendelést
értiink alatta. Az x-hez hozzarendelt elemet f(x)-szel jeloljiik. Ha X és Y tetsz6leges halmazok,
akkor

f:X—>Y

egy olyan fiiggvény, melyre
minden z € D(f) C X esetén f(x) € Y.
D(f) jeloli az f fiiggvény értelmezési tartomdnydt, vagyis
D(f) = {z € X : z-hez f hozzdrendel valamit} ,
ami az X egy részhalmaza. Az f fiiggvény R(f)-el jelolt értékkészlete Y-nak részhalmaza és
R(f)={yeY :y= f(x) valamely € D(f)-re}.
Fontos fogalom a fiiggvény grafikonja.

1.17. Definicié. Egy f : X — Y fiiggvény grafikonja a D(f) x R(f) Descartes-szorzat aldbbi
részhalmaza:

graph(f) = {(z, f(z)) : € D(f)},
vagyis az (z, f(x)) alakd pontok halmaza, ahol  az f értelmezési tartomanydbdl vald.
Egy f : R — R fiiggvény grafikonja tehdt az R x R = R?, vagyis a sik egy részhalmaza, és az

(z, f(x)) alaki pontokat tartalmazza.
Egy fliggvény inverze csak specidlis, in. kélcstnodsen egyértelmi fiiggvények esetén értelmezhetd.

1.18. Definicié. Legyen f : X — Y fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f kélcsondsen egyértelmi
vagy injektiv, ha kiillonboz6 1, o € D(f) elemeknek kiilonbozd Y-beli elemeket feleltet meg, azaz

barmely z1,22 € D(f), x1 # 2 esetén f(x1) # f(z2).
Masképp:
f(l‘l) = f(l’Q) = T = Ta.
Az f: X =Y bijektiv fiigguény vagy bijekcid, ha f injektiv, D(f) = X és R(f) =Y.

1.19. Definicié. Legyen f: X — Y injektiv fiiggvény. Ekkor az f inverze vagy inverzfiiggvénye
az az

F7HY = X, (Y = R(f)

fiiggvény, mely egy y € R(f) ponthoz azt az egyértelmiien létezé = € D(f) pontot rendeli, amelyre
f(x) =y, vagyis

barmely f(z) =y € R(f) esetén f~'(y) = .
1.20. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha f : X — Y injektiv, akkor az f~! : ¥ — X fiiggvényre
R(f~1) = D(f), tovabba f~! is injektiv. Ha f bijektiv, akkor f~! is bijektiv.
Kénnyen meggondolhaté, hogy ha f : R — R kélcséndsen egyértelmit, akkor graph(f~1) C R? dgy
nyerhetd, hogy graph(f)-et tiikrozziik a 45°-0s (y = x) egyenesre.

1.21. Definicié. Legyen g: X — Y, f: Y — Z. Ekkor az f és g figgvények kompozicidja az az
fog: X — Z figgvény, melyre

D(feog)={zcDlg):9(z) € D(f)},
bérmely z € D(f o g) esetén (f o g)(x) := f(g(z)).



10 ELSO FEJEZET. BEVEZETES

1.22. Példa. A g fiiggvény minden szam dupldjahoz 1-et adjon hozza
g:R—=R, g(z) =22+ 1;
az f fiiggvény pedig minden szdmot emeljen négyzetre
f:R =R, f(z):= 22

akkor

fog:R—=R, (fog)(z)=(2z+1)
lesz az f és g kompozicidja.
1.23. Definicié. Legyen f: X — Y és H C D(f). Az f fiiggvény H-ra val6 lesziikitése az az
flu + H =Y fliggvény, amelyre barmely x € H esetén f|, (v) := f(x).
A tovabbiakban a véges, megszamlalhaté és a megszamlalhatéan végtelen halmaz fogalmat defi-
nialjuk.
1.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz véges, ha létezik n € ZT és ¢ : A — {1,2,...,n}
bijekcid.
Azt mondjuk, hogy az A halmaz megszamldlhatoan végtelen, ha létezik ¢ : A — N bijekcio.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz megszdmldlhatd, ha létezik ¢ : A — N, D(¢) = A injektiv
fliggvény.

A definiciékbdl kovetkezik, hogy egy megszamlalhaté halmaz vagy véges vagy megszamlalhatéan
végtelen.
Példak megszamlalhatéan végtelen halmazokra:

1. Legyen A a péros természetes szdmok halmaza, vagyis
A:={2n:neN}.

Konnyen(!) lathaté, hogy a
¢(n) :=2n, neN

fiiggvény bijekcidt 1étesit N és A kozott.

2. Meglepd, de a racionalis szamok Q halmaza megszamlalhaté.

frjuk fel az 1,2,3,...,n,... nevezoju torteket soronként.
3 2 1 0 1 2 3
-1 1 Y 1 171 i 7T
. [ SR R
3 T3 3 S 3 S 3 2 2
3 él/ 1 0 1 ;]\ \31,
-3 T3 — T3 7 3 7 3 7 3 3
1
A ¢ : N — Q bijekciét ugy készitjiik, hogy
0 1 1 1
1) := - 2) = — 3) == 4) = ——, ...
o) =1, o) =1, 0B) =5, o)==,

A rajz szerinti lépegetéssel haladunk, iigyelve arra, hogy olyan tortet ugorjunk &t, amely
mar egyszer sorra keriilt. Ezzel biztositjuk, hogy valéban kolcsondsen egyértelmii maradjon
a figgvénytink. Lathaté az is, hogy elébb-utébb minden raciondlis szamhoz eljutunk, igy ¢
bijekcié lesz N és Q kozott, ami azt jelenti, hogy Q megszamlalhato.
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1.6. Valods szamok

Kiskorunktol szamolunk a valds szamokkal, osszeadjuk, szorozzuk, osztjuk 6ket, hatvanyozunk,
abszolut értékét vessziik a szamoknak. Egyenleteket, egyenlGtlenségeket ,rendeziink”. Most lefek-
tetjiik azt a viszonylag egyszerii szabdlyrendszert, amelybol a megtanult eljarasok levezethetok.

1.6.1. Miveletek és rendezés

Legyen R nem iires halmaz. Tegyiik fel, hogy van még egy Osszeaddsnak nevezett + : R x R — R
és egy szorzasnak nevezett - : R x R — R filiggvény is, amelyek a kovetkezé tulajdonsagokkal
rendelkeznek:

al. barmely a,b € R esetén a + b = b + a (kommutativitds)

a2. barmely a,b,c € R esetén a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (asszociativitds)

a3. van olyan 0 € R elem, hogy barmely a € R esetén a + 0 = a (0 az dsszeadds egységeleme)
ad. barmely a € R esetén van olyan —a € R ellentett elem, hogy a 4+ (—a) = 0.

ml. barmely a,b € R esetén a - b =b - a (kommutativités)

m2. barmely a,b,c € R esetén a - (b-c) = (a-b) - ¢ (asszociativitéds)

m3. van olyan 1 € R elem, hogy barmely a € R esetén a -1 = a (1 a szorzas egységeleme)
m4. barmely a € R\ {0} esetén van olyan % € R reciprok elem, hogy a - % =1.

d. bérmely a,b,c € R esetén a - (b+c¢) = a-b+ a-c (disztributiv a szorzds az dsszeaddsra nézve)

Lathatd, hogy a szorzas szabalyrendszere a 4. kovetelményben lényegesen eltér az Gsszeadastél
(egyébként nem is kiilonbozne az sszeadds és a szorzas). A d. is az eltérést erdsiti.

Tegyiik fel, hogy R-en van egy olyan < (kisebb vagy egyenlének nevezett) uin. rendezési reldcid,
amely a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

rl. bérmely a € R esetén a < a (reflexiv),

r2. ha a <bés b < a, akkor a = b (antiszimmetrikus),

r3. ha a <bés b < e, akkor a < ¢ (tranzitiv),

r4d. bérmely a,b € R esetén vagy a < b, vagy b < a (teljes),

r5. minden olyan esetben, amikor a < b és ¢ € R tetszOleges szam, akkor a + ¢ < b+ c.

r6. minden olyan esetben, amikor a < bés 0 < ¢, akkora-c<b-c.

Allapodjunk meg abban, hogy az a < b, a # b helyett a < b jelolést haszndlunk.

Az al.—a4., ml.—m4., d., r1.—r6. alapjan levezethetd az Osszes egyenlGséggel és egyenlétlenséggel
kapcsolatos ,,szabdaly”. Kiegészitésiil harom fogalmat kiilon is megemlitiink.

1.25. Definicié. Legyen a,b € R, b # 0. Ekkor ¢ :=a-

1
E.
Az osztés tehat elvégezhet6 a valds szamokkal.

1.26. Definicié. Legyen x € R. Az x abszolit értéke

] = x, haO<z
= —x, haxz<0,z#0.

Hasznosak az abszolit értékkel kapcsolatos egyenlotlenségek.
1. Bérmely € R esetén 0 < |z|.
2. Legyenz € Rése € R, 0 <e. Ekkor (x <¢e és —z <¢) < |z|<e.

3. Barmely a,b € R esetén |a + b| < |a| + [b| (hdromszog-egyenlStlenség)
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4. Barmely a,b € R esetén ||a| — |b]| < |a — b].

Ezek az éllitasok konnyen igazolhatdak. A 4. bizonyitdsat megmutatjuk.
Tekintsiik az a = a — b + b egyenlGtlenséget. Ekkor a 3. szerint

la| = |a — b+ b < |a—b| +1b].
Az r2. szerint —|b| szdmot mindkét oldalhoz hozzdadva nem véltozik az egyenlétlenség
|a| + (=[0]) = |a| = [b] < [a—b]. (1.13)

Hasonl6 meggondolassal
b=b—a+a

bl =b—a+al <|b—af+]a] /—]a|

[b] = la| < [b—al

—(lal = o) < |b - af = [a —b]. (1.14)

Az (1.13) és az (1.14) a 2. tulajdonsdg szerint (x := |a| — |b]; € := |a — b| szereposztédssal) éppen
azt jelenti, hogy ||a|] — |b|| < |a — b.

1.6.2. Intervallumok és kdrnyezetek

1.27. Definicié. Legyen I C R. Azt mondjuk, hogy I intervallum, ha barmely x1, x5 € 1,27 < x2
esetén ha ry < x < x9, akkor z € I.

1.28. Tétel. Legyen a,b € R,a < b. Ekkor az aldbbi halmazok mindegyike intervallum.
[a,b] :={x e R:a < x <b}
[a,b):={x e R:a < x < b}
(a,b]:={zx eR:a <z < b}
(a,b0):={x eR:a <z <b}
[a,400):={z €R:a <z}
(a,40):={x € R:a < x}; (0,400) = RT
(—o0,a]:={x eR:z<a}
(—o0,a):={x eR:z <a}; (—o0,0) =R~
(=00, +00) : =R
Megemlitjiik, hogy az [a,a] = {a} és az (a,a) = () Un. elfajuld intervallumok.
1.29. Definicié. Legyen a € R,r € RT. Az a pont r sugari kornyezetén a
K.(a):=(a—r,a+r)

nyilt intervallumot értjiik. Azt mondjuk, hogy K (a) az a pont egy kornyezete, ha van olyan r € R
hogy K (a) = K (a).



1.6. VALOS SZAMOK 13

1.6.3. Természetes, egész és racionalis szamok

Most elkiilonitjiik az R egy nevezetes részhalmazat.
Legyen N C R olyan részhalmaz, amelyre
1°0eN
2° barmely n € Nesetén n+1 € N
3° barmely n € N esetén n+ 1 # 0 (a 0 az ,elsd” elem)
4° abbdl, hogy a) S C N

b)oe S

¢) barmely n € Neseténn+1¢€ S

kovetkezik, hogy S = N. (Teljes indukcid.)

Az R-nek az ilyen N részhalmazit a természetes szamok halmazanak nevezziik.
Kiegészitésiil alljon itt még néhany megallapodas:

Z:=NU{m e R: —m € N} az egész szamok halmaza
Q:={z€eR: vanolyan p € Z,q € N,q # 0, hogy = = g} a raciondlis szamok halmaza
Q* :=R\ Q az irracionélis szdmok halmaza.

Az N segitségével a miiveleti és rendezési szabédlyrendszer mellé a harmadik kovetelményt illesztjiik
az R-hez.

Archimedeszi axiéma: Barmely z € R szdmhoz van olyan n € N, hogy = < n.
Konnyen lathatd, hogy ezen axioméaval ekvivalens az alabbi:

Archimedeszi axioma - valtozat: Barmely y > 0 valés szdmhoz van olyan n € N, hogy
1

= <y.

n

Az Archimedeszi axiéma egy fontos kiovetkezménye, hogy minden (nyilt) intervallumban van ra-
ciondlis szam. Fz valami olyasmit jelent, hogy a raciondlis szamok ,sdrin” helyezkednek el a
szamegyenesen.

1.30. Kovetkezmény. Legyenek a < b tetszbleges valds szamok. Ekkor az (a,b) nyilt interval-
lumban van raciondlis szam, vagyis

(a,b) NQ # 0.

Bizonyitds. Az egyszerliség kedvéért legyen 0 < a < b, a tobbi eset hasonléan meggondolhatd.
A bizonyitds alapgondolata, hogy az Archimedeszi axiéma biztositja, hogy az a és b szdmokhoz
talalhaté egy olyan ¢ € N szdm, mellyel mindkett6t megszorozva a kiilonbségiik nagyobb, mint 1,
vagyis

1 <gb—qa.

Ekkor a (ga, ¢b) nyilt intervallumban van p € N természetes szdm, igy a < § < b teljesiil. Nézziik
részletesen!

Az Archimedeszi axiéma szerint az

szamhoz taldlhato6 olyan ¢ € N, hogy

<q. (1.15)
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Miésrészt, szintén az Archimedeszi axiéma miatt valaszthatunk olyan p € N legkisebb szamot,
melyre ga < p, vagyis melyre
ga<p<qga+1 (1.16)

teljesiil. Mivel (1.15)) miatt
qa+ 1 < gb,

ezért az (|1.16])-bdl kapjuk:
qga<p<qb & a<§<b,

vagyis

Pe(ap)na.

q

O

Az Archimedeszi axiéméval sem valt még minden igényt kielégitové az R. Ugyanis belathat6, hogy
Q, a raciondlis szadmok halmaza kielégiti az Osszes fenti axiémét — tehat ezek az axiémédk nem

biztositjak az irraciondlis szdmok 1étezését (a szdmegyenesen maradtak ,lyukak”). Sziikségiink lesz
még egy utolsé axiémaéara, amelyet néhany fogalommal készitiink el6.

1.6.4. Felso és alsé hatar

1.31. Definicié. Legyen A C R, A # (). Azt mondjuk, hogy A feliilrél korldtos szdmhalmaz, ha
van olyan K € R, hogy barmely a € A esetén a < K. Az ilyen K az A halmaz egyik felsé korldtja.

Legyen A C R, A # () feliilr6l korldtos halmaz. Tekintsiik a

B :={K € R: K fels6 korldtja az A halmaznak}
halmazt. Legyen o € R a B halmaz legkisebb eleme, azaz olyan szam, amelyre
1° o € B («v is felsé korlatja az A halmaznak)
2° barmely K € B fels6 korlatra o < K.
A kérdés csupén az, hogy van-e ilyen o € R.

Fels6 hatar axiéomdja: Minden feliilr6l korldtos A C R, A # @ halmaznak van legkisebb fel-
s6 korlatja.

Az ilyen « € R szdmot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a halmaz felsd hatdrdnak
nevezziik, és igy jeloljik:

a:=supA (,az A halmaz szuprémuma”)
Nyilvén igaz a sup A két tulajdonsiga:
1° barmely a € A esetén a < sup A
2° barmely 0 < € esetén van olyan o’ € A, hogy (sup A) —e < d'.

Ha sup A € A, akkor sup A az A halmaz mazimuma.

1.32. Megjegyzés. Ha A # ( feliilrél nem korlatos halmaz, akkor megallapodés szerint

sup A := +o0.
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Nézziikk meg most egy példan, hogyan biztositja a fels6 hatar axiéméja az irracionalis szamok
1étezését !
1.33. Példa. Tekintsiik az aldbbi halmazt!

A={zeR:2” <2}

Vildgos, hogy A nem iires, hiszen példaul 0 € A. Masrészt A feliilr6l korlatos, mivel 2 nyilvan egy
fels¢ korlatja. A Fels6 hatar axiéméja szerint létezik A-nak legkisebb fels6 korldtja, sup A € R,
amirdl beldthaté, hogy nem lehet raciondlis. Ezt a sup A szdmot nevezziik v/2-nek.

A miiveleti, rendezési szabédlyrendszerrel, az Archimedeszi axiéméval és a Fels§ hatdar axioméjaval
teljessé tettitk az R valds szamok halmazat. Ezzel biztos alapot teremtettiink a jovobeni szamola-
sokhoz is.

Néhany tovabbi megallapodas.

1.34. Definicié. Legyen A C R, A # (. Azt mondjuk, hogy A alulrél korldtos, ha van olyan
L € R, hogy minden a € A esetén L < a. Az L az A halmaz egyik alsé korldtja.

Legyen A # () alulrdl korldtos szdmhalmaz. Az A alsé korldtjai koziil a legnagyobb a halmaz alsé
hatdra. (Ennek 1étezéséhez mar nem kell ijabb axiéma, visszavezethetd a fels hatér 1étezésére.)
Az A halmaz als6 hatarat

inf A (,az A halmaz infimuma”)

jelolje. Nyilvan igaz, hogy
1° barmely a € A esetén inf A < a
2° barmely 0 < € esetén van olyan @’ € A, hogy a’ < (inf A) + e.

Ha inf A € A, akkor inf A az A halmaz minimuma.

1.35. Megjegyzés. Ha A # () alulrdl nem korldtos halmaz, akkor megdllapodds szerint
inf A := —c0.

1.36. Megjegyzés. A fentiekben nem volt szandékunk a valds szamok preciz axiomatikus felépitése.
Megjegyezziik, hogy az Archimedeszi axioma mellé elég lett volna az alabbi axiomat feltenni, hogy
biztositsuk az irraciondlis szdmok létezését.

Cantor-axiéma: Legyenek [a,,b,], n € N Uin. egymésba skatulydzott zdrt intervallumok, vagyis
[an-l-la bn+1] C [an7 bn]a n € N.

Ekkor ezen intervallumoknak van k6z6s pontja, vagyis

ﬂ [an, by] # 0.

neN

1.37. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az Archimedeszi és Cantor-axiémak egytitt ekvivalensek a
Fels6 hatar axiémajaval, vagyis

(Archimedeszi axiéma + Cantor-axiéma) <= Fels6 hatar axiéméja.
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1.6.5. Valds szamok hatvanyai
1.38. Definicié. Legyen a € R. Ekkor a! :=a,a? :=a-a,a® :=a%-a,...,a" :=a""!-

1.39. Definicid. Legyen a € R,0 < a. A y/a jelentse azt a nemnegativ szdmot, amelynek négyzete

a, azaz 0 < \/a, (v/a)? = a.
Vegyiik észre, hogy bérmely a € R esetén va? = |a].

1.40. Definicié. Legyen a € R k € N. A 2*%V/q jelentse azt a valds szdmot, amelynek (2k+1)-edik
hatvanya a.

Vegyiik észre, hogy ha 0 < a, akkor 2**/a > 0, és ha a < 0, akkor 2*+/a < 0.

1.41. Definicié. Legyen a € R,0 < a,k € N. A %/a jelentse azt a nemnegativ szdmot, amelynek
(2k)-adik hatvanya a.

A gyokok létezése a Felsd hatdr axiémdjabol kovetkezik hasonléan, mint az[1.33] Példdban, de itt
nem részletezziik.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: ha n € N és a € R az n paritdsanak megfelel, akkor
ar = {/a.

1.42. Definicié. Legyen a € RT,p,q € N\ {0}.

ad := v/aP.
1.43. Definicié. Legyen a € RT,p,q € N\ {0}.
_» 1
a" = )
/P

1.44. Definicié. Legyen a € R\ {0}. Ekkor a° := 1.

Léthatd, hogy ezzel a definicidlancolattal egy a € RT barmely r € Q raciondlis kitevSjii hatvanyat
értelmeztiik. Belathato, hogy a definicikban szerepl6 szamok egyértelmiien 1éteznek, és érvényesek
a kovetkezd azonossigok:

l.aeRT,r,s€Qesetén a” -a* =a"** ,
2. a,beRT,r € Qesetén a” - b" = (a - b)",
3. a € RT,rs € Qesetén (a")5 =a"".

A késébbiekben definidlni fogjuk egy szam irracionalis kitevés hatvanyéat is.



Masodik fejezet
Elemi fiiggvények

Ismertetjiikk a valds szamok halmazan értelmezett, valds szam értéki fiiggvények legfontosabb
tulajdonsagait. Definidljuk a gyakran haszndlt valds fiiggvényeket, melyeket elemi fiiggvényeknek
neveznek. Az aldbbi témakoroket targyaljuk.

— Miiveletek; korlatos, monoton, periodikus, paros, paratlan fiiggvény fogalma
— Hatvanyfiiggvények

— Exponencidlis és logaritmus fiiggvények

Trigonometrikus, hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

2.1. Valés fiiggvények alaptulajdonsagai

2.1. Definicié. Egy f: R — R fiiggvényt valds fiigguénynek neveziink.
2.2. Definicié. Legyen f: R — R, A € R. Ekkor Af : R — R,

(Af)(x) == Af(z), DASf) = D(f).
2.3. Definicié. Legyen f,g: R —> R, D(f)ND(g) #0. Ekkor f+g: R—>Rés f-g: R = R,

(f +9)(x) == f(z) + g(x), D(f +9) = D(f) N D(g),
(f-9)(=) = f(z) - g(z), D(f-g9) =D(f) N D(g)-

2.4. Definicié. Legyen g : R - R, H :=D(g) \ {z € D(g9) : g(x) = 0} # 0. Ekkor 1/g : R = R,

1
(1/9)(z) == o) D(1/g) = H.

2.5. Definicié. Legyen f,g: R — R
f_
.
2.6. Definicid. Legyen f : R — R. Azt mondjuk, hogy f felilrdl korlatos fiiggvény, ha az R(f) C
C R feliilrdl korlatos halmaz.
Azt mondjuk, hogy f alulrdl korldtos fiiggvény, ha R(f) C R alulrdl korldtos halmaz.
Azt mondjuk, hogy f korldtos fiiggvény, ha R(f) C R alulrdl is és feliilr6l is korlatos halmaz.

f-1/g

2.7. Definicié. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy f monoton névd fiiggvény, ha

barmely x1,29 € D(f), 21 < xo esetén f(x1) < f(az).

17
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Az f szigorian monoton novd fiiggvény, ha
barmely z1,29 € D(f), 21 < x2 esetén f(x1) < f(x2).
Azt mondjuk, hogy f monoton fogyo fiiggvény, ha
barmely z1,22 € D(f), x1 < xo esetén f(x1) > f(x2).
Az f szigorian monoton fogyo fiiggvény, ha
barmely z1,29 € D(f), 21 < xo esetén f(x1) > f(x2).
2.8. Definicié. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy f pdros fiiggvény, ha
1. minden z € D(f) esetén —z € D(f), és
2. minden x € D(f) esetén f(—z) = f(x).
2.9. Definicié. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy f pdratian fiiggvény, ha
1. minden = € D(f) esetén —x € D(f), és
2. minden x € D(f) esetén f(—z) = —f(x).

2.10. Definicié. Legyen f : R — R. Azt mondjuk, hogy f periodikus fiiggvény, ha létezik olyan
p € R, 0 < p szam, hogy

1. minden z € D(f) esetén x + p, x —p € D(f), és
2. minden x € D(f) esetén f(z +p) = f(z —p) = f(z).

A p szdm a fiiggvény egyik periddusa. (Vigydzat! Nem biztos, hogy van legkisebb periddus!)

2.2. Az elemi fiiggvények

Ebben a fejezetben az egyszeriliség kedvéért a fiiggvényeket mint f : D(f) — R tiintetjiik fel (tehat
a nyil el6tt az értelmezési tartomény &ll minden esetben).

2.2.1. Hatvanyfiiggvények
1. Legyen id : R — R, id(z) := «.

2.1. 4bra.

Az id szigorian monoton noévé, paratlan fiiggvény (2.1 dbra).
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2.2. abra.

2. Legyen id® : R — R, id2(o:) = 2.
Az id2‘R . szigortian monoton névo, az id2‘m_ szigorian monoton fogyé. Az id® paros l
dbra).

3. Legyen id® : R — R, id®(z) := 2.

[,

2.3. 4bra.

Az id® szigortian monoton névé, paratlan fiiggvény (2.3l dbra).

4. Ha n € N, akkor id" : R — R, id"(z) := 2™ fiiggvény péros n esetén az id*, paratlan n
esetén az id® tulajdonsdgait 6rokli.

5. Legyen id ' : R\ {0} = R, id ! (z) := 1/x.
Azid™| ésazid | szigorian monoton fogyé (de id ™! nem monoton!). Az id™" pératlan
‘K— ‘]R+
(2.4 abra).
6. Legyen id 2 : R\ {0} = R, id~?(z) := 1/22.
Az id_iv szigorian monoton né, az id_‘QR+ szigordan monoton fogy. Az id ™2 péros l
abra).
7. Legyen n € N. Az id™™ : R\ {0} — R, id "(z) := 1/z" fiiggvény péros n esetén az id 2,

paratlan n esetén az id ™" tulajdonsagait orokli.

8. Legyen id*/2 : [0,00) — R, id'/?(z) := /7. Az id'/? szigortian monoton névé fiiggvény (2.6
abra).
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1 id™
1
2.4. abra.
1
id2
1
2.5. abra.
id1/2

2.6. 4bra.
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Megemlitjiik, hogy az id'/? az id2| : kolesonosen egyértelmi fiiggvény inverzeként is értel-

[0,00
mezheto.

9. Legyen r € Q. Az id" : RT — R, id"(z) := 2". Néhdny r esetén szemléltetjitk az id"
fiiggvényeket (2.7] dbra).

2.7. ébra.

10. Végiil legyen id’ : R — R, ido(m) := 1. Az id° monoton névé és monoton fogyé is, paros
fiilggvény. Barmilyen p > 0 szadm szerint periodikus (2.7} dbra).
2.2.2. Exponencialis és logaritmus fiiggvények
Legyen a € RT. Az a alapd exponencidlis fiigguény

exp, : R = R, exp,(z):=a". (2.1)

1. exp, szigorian monoton novo, ha a > 1,
2. exp, szigorian monoton fogyd, ha a < 1,
3. exp, =1id", ha a = 1 (monoton névé és monoton fogyé is) (2.8 dbra).

Ha a > 0 és a # 1, akkor R(exp,) = RY, vagyis az exp, csak pozitiv értéket vesz fel (és minden
pozitiv szdmot fel is vesz). Barmely a > 0 esetén minden 1, z2 € R mellett

exp, (21 + x2) = exp, (1) - exp, (z2).

exp, a<l exp 1

1 exp,

2.8. abra.
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(Ez a legfontosabb ismertet8jele az exponencidlis fiiggvényeknek.) Kitiintetett szerepe van az
exp, =: exp fiiggvénynek (2.9 dbra) (e az tin. Euler-féle szdm).

exp

//

2.9. abra.

Legyen a > 0,a # 1. Mivel exp, szigorian monoton, ezért kolcsonosen egyértelmi is, tehat van
inverzfiiggvénye.

log, = (exp,) "
lesz az a alapt logaritmusfiigguény (2.10} dbra). Tehdt

log, : Rt - R, log,(x) =y, amelyre exp,(y) = z.

Ha a > 1, akkor log, szigorian monoton névekedd, ha a < 1, akkor log, szigorian monoton

Ioga a>1

log, a<1

2.10. abra.
fogy6. A logaritmusfiiggvények alapvet6 tulajdonsagai a kovetkezdk:

1. barmely a > 0, a # 1 és minden x1, x5 € R esetén
log,(x1 - x2) = log, x1 + log, x2,
2. barmely a > 0, a # 1 és minden x € RT és k € R esetén
log, =¥ = klog, x,
3. barmely a,b > 0,a,b # 1 és minden x € R" esetén

_ logy @

log, z = .
log, a
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A 3. tulajdonsag szerint akar egyetlen logaritmusfiiggvény szamszorosaként az Osszes logaritmus-
fliggvény el6all. Ezért is van kitiintetett szerepe az e alapu logaritmusnak:

In := log,
a ,természetes alapu logaritmus” abra).

2.11. abra.

2.2.3. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

A sin : R — R fiiggvény preciz definiciéja a kés6bbi félévek anyaga. Itt most a kozépiskoldbdl ismert
definiciét ismételjiik 4t. Vegyiink fel a sikon egy origd kdzépponti, 1 sugarti kort! Ahol a vizszintes

@)

i

sin x

@

2.12. ébra.

tengely (pozitiv fele) metszi a kort (vagyis az (1,0) pont), abbdl a pontbdl ,mérjiik fel az x € R
szamnak megfelel§ hosszisagu ivet a kor keriiletére”, pozitiv x esetén pozitiv, negativ x esetén
negativ irdnyitdssal. [Ez a miivelet nagy kéziigyességet igényell...] Az {v P végpontjanak mésodik
koordinataja legyen a sin x dbra). A sin fiiggvény pératlan, p = 27 szerint periodikus
abra). R(sin) = [—1,1].

Legyen cos : R — R, cosx := sin(x + ). Kénnyen lathato, hogy ez a fenti médon definidlt P pont
1. koordindtéja lesz. A cos fiiggvény péros, p = 27 szerint periodikus abra). R(cos) = [—1,1].
Alapvetd Osszefiiggések:

1. Barmely z € R esetén cos? z + sin’z = 1.
2. Béarmely x1,22 € R esetén

sin(x1 + x3) = sinxy - cos k2 + cos 1 - sin s,
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1
sin
-2 /
w2 T 2n
-1
2.13. 4bra.
1
cos
2 b
-T2 2n
-1
2.14. 4bra.

cos(x1 + x3) = cosxy - COS Ty — sinzy - sin .

Legyen

sin cos
tg = — ¢és ctg: = —.
cos sin

Az értelmezéshbél kovetkezik, hogy
D(tg) :R\{gmw:kez}, D(ctg) =R\ {kr: k € Z}.
A tg és ctg is paratlan, p = 7 szerint periodikus (2.15] és abra).

A trigonometrikus fiiggvények periodikussaguk miatt nem kolcsonosen egyértelmiiek.
Tekintsiik a sin| lesziikitést. Ez a fiiggvény szigorian monoton nové, ezért kolcsonodsen egy-

-1
arcsin := (sin[ _ W])
—22

Az értelmezésbdl arcsin : [-1,1] — [-7, §], arcsinz = «, amelyre sina = .
Az arcsin szigortian monoton nové, paratlan fiiggvény (2.17} dbra).
A cos fiiggvény [0, 7] intervallumra valé lesziikitése szigortian monoton fogyé, ezért van inverz-

fiiggvénye:

T

272
értelmii, igy van inverzfiiggvénye:

-1
arccos 1= (COS‘[0 7T]>



2.2. AZ ELEMI FUGGVENYEK 25

tg
-T2 w2 m
2.15. abra.
ctg
=T [ w2 T
2.16. abra.
w2
arcsin
-1
1
-T2
2.17. abra.

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy arccos : [—1,1] — [0, 7], arccosz = «, amelyre cos o = .
Az arccos fiiggvény szigordan monoton fogyé (2.18 abra).

A tg fliggvény (-5, %) intervallumra valé lesziikitése szigoriian monoton névé, ezért van inverz-

figgvénye:
)7 1
(-33)

Az értelmezéshol kovetkezik, hogy arctg: R — (=%, 5), arctg = a, amelyre tg o = .

arctg 1= (tg

vl
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arccos

2.18. 4bra.

Az arctg szigorian monoton nove, paratlan fiiggvény (2.19} dbra).

w2

arctg

2.19. abra.

A ctg fliggvény (0,7) intervallumra valé lesziikitése szigortian monoton fogyd, ezért van inverz-
fiiggvénye:
—1
arcctg := (ctg|(0 ﬂ))

Az értelmezésb6l kovetkezik, hogy arcctg : R — (0,7), arcctg = «, amelyre ctg o = x.
Az arcctg szigortian monoton fogy6 fiiggvény (2.20] dbra).

2.2.4. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik
1. Legyen sh: R — R,

h x:=
sh x 5

Az sh szigorian monoton névd, paratlan fiiggvény (2.21} dbra).
2. Legyen ch: R — R,
e’ +e7 "
2

ch z :=

A ch) _ szigorian monoton fogyd, a ch|_, szigorian monoton névS. A ch pdros fliggvény.
R(ch) =[1,400). A fiiggvény grafikonjat ldncgorbének is nevezik (2.22] dbra).
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w2

arcctg
2.20. abra.
sh
2.21. 4bra.
ch
1
2.22. abra.

Alapvetd osszefiiggések :

a) Barmely = € R esetén
ch?z — sh’z = 1.

b) Bérmely x1,z2 € R esetén
sh(xl + ZC2) =sh X - ch To + ch I - sh 2,

ch(xy + x2) = ch @1 - ch o + sh xq - sh x5.

27
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3. Legyen

Az értelmezéshbdl kovetkezik, hogy

th:R >R, the=> >
et e~ 7%
cth: R\ {0} = R, ctho=>"° re .
ew_efm

A th és cth paratlan fiiggvények (2.23] &bra).

cth

th

2.23. abra.
A th szigorian monoton névé fiiggvény. R(th) = (—1,1).
A cthy__ szigordan monoton fogyd, a cth|_, szigortian monoton névé. R(cth) =R\ [-1,1].
4. Az sh szigorian monoton nové fliggvény, ezért van inverzfiiggvénye: arsh : R — R,
arsh := (sh) ™.
Az arsh szigorian monoton noévo, paratlan fiiggvény abra).

arsh

2.24. abra.

5. Az ch fiiggvény [0,00) intervallumra valé lesziikitése szigorian monoton nové, ezért van
inverzfiiggvénye: arch : [1,00) — [0, c0),

arch := (chy, )7

Az arch szigorian monoton névé fiiggvény (2.25| dbra).
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arch

2.25. é4bra.

6. Az th szigorian monoton névé, ezért van inverzfiiggvénye: arth : (—1,1)
arth := (th)™'.

Az arth szigorian monoton névé, paratlan fiiggvény (2.26] dbra).

arth

2.26. &bra.

- R,

29

7. Az cth fiiggvény R intervallumra valé lesziikitése szigortian monoton fogyéd, ezért van in-

verzfiiggvénye: arcth : (1, +o00) — RT,

arcth

2.27. abra.
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arcth := (cthy_, )L

Az arcth szigorian monoton fogyé fiiggvény (2.27] dbra).
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2.11. Feladat. Léssuk be az aldbbiakat!
(a) arsh z =In(z + Va2 + 1), z € R,

(b) arch z =In(z + V22 — 1), x > 1,
(c) arth z = $In £, z € (—1,1),

d) arcthz = i n2tl 2 > 1.
(d) 3

r—17

2.2.5. Néhany kiilonleges fiiggvény

1. Legyen abs : R — R, abs(z) := |z|, ahol (emlékeztet&iil)

z, hax>0 .
] = { —z, haz<0O. (2.28 dbra)

abs
1
1
2.28. abra.
2. Legyen sgn : R — R,
1
sgn
-1
2.29. ébra.
1, haz>0
sgn(x) == 0, haz=0
—1, haz<0.
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3. Legyen ent : R — R, ent(z) := [z], ahol
[z] :=max{n € Z:n < z}.

(Az z € R szdm ,egész része” az z-nél kisebb vagy egyenld egészek koziil a legnagyobb.)

(2.30 dbra)
ent
1 —)
-1
1 2

2.30. abra.

4. Legyen D : R — R,
|1, hazeQ
D(x) ‘_{ 0, hazeR\Q.

Dirichlet-fligguénynek nevezik, nem is kiséreljiikk meg a szemléltetését.

5. Legyen R: R — R
0, hazeR\Q
R(z) { L hazeQ z=2
q q
ahol p € Z, q € N, és p-nek és ¢g-nak nincs valédi kozos osztéja. Riemann-figguénynek
nevezik, ezt sem kiséreljiik meg szemléltetni.



Harmadik fejezet

Sorozatok

A sorozatok igen egyszeri fiiggvények. Rajtuk tanulményozhaté a kozelités pontossiga. Hasznos
épitékovei a késébbi fogalmaknak. Az alabbi témakoroket téargyaljuk.

— Sorozat fogalma, monotonitas, korlatossag
— Hatarérték és konvergencia

— Fontos hatarértékek

— Hatarérték és miiveletek kapcsolata

— Az e szam definicidja

— Cauchy-féle konvergenciakritérium sorozatra

3.1. A sorozat fogalma és tulajdonsagai

A sorozat a pozitiv természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvény.

Legyen H # () halmaz, ha a : Nt — H, akkor H-beli sorozatrél beszéliink. Ha példdul H a valés
szamok halmaza, akkor szdmsorozatrdl; ha H bizonyos jelek halmaza, akkor jelsorozatrdl; ha H
az intervallumok halmaza, akkor intervallum-sorozatrdl beszéliink.

Legyen a : N* — R szdmsorozat. Ha n € N, akkor a(n) helyett az a,, jelélést hasznaljuk, és a,-et
a sorozat n-edik tagjdnak nevezzik. Magét az a : NT — R szdmsorozatot is a révidebb

(an)

helyettesitse, esetleg (a,) C R hangsiilyozza, hogy szamsorozatrél van szé.

Példéul az a : Nt — R, a, := L helyett az (1) sorozatrdl beszéliink.

Néha a tomor (a,) helyett az a1, as,. .., ay,... jelolést is hasznalhatjuk. Példdul az (n?) helyett
1,4,9,...,n2%,... sorozatrdl beszéliink.

Mivel a sorozat is fiiggvény, igy a korlatossiag, a monotonitas, miiveletek sorozatokkal nem igényel-

nek 1j definiciét. Emlékeztetdiil mégis tjrafogalmazunk egy-két elnevezést.

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) sorozat korldtos, ha van olyan K € R, hogy minden
n € Nt esetén |a,| < K.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) monoton névé, ha minden n € NT esetén a,, < a,y1.

3.3. Definicié. Ha (a,) sorozat, és A € R, akkor
A (an) == (A ap).

33
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Ha (ay,), (bn) két sorozat, akkor

Ha még b, # 0 (n € N*1), akkor

Példaul az (=2+) sorozat korlatos, hiszen barmely n € N esetén n < n + 1, ezért

n+1
n n
= <1
n+1 ’ n+1
Az (;%) monoton nové, mert barmely n € N* esetén
n__n +1
an, = —— =a
n n+1 n+2 n+1;

mivel n(n +2) < (n + 1)2.

3.4. Példa. Fontos nevezetes sorozat az

() = ((1 + i)n) . (3.1)

Ez a sorozat is monoton névé. Ugyanis legyen n € NT. A szdmtani és mértani kzép kozott fenndllé
egyenlGtlenség szerint

L A T o B S S e N LR A
" n B n n n _ n+1 S \n+1 I

n

Az (e,) sorozat korldtos is, barmely n € NT esetén (”T'H)n < 4. Ugyanis szintén a szamtani és

mértani kozép kozti egyenlotlenséghbdl adédik a kovetkezd:

1 (n+1\" 1 1 n+l ntl_ (hgtn N
4 n 22 no - n+2 -
3.2. Sorozat véges hatarértéke
Most a sorozatok egy merdben 1j tulajdonsagaval ismerkediink meg. Ha az ai,ao,..., an,...

sorozat tagjai valamilyen szam koriil keveset ingadoznak, akkor az ilyen sorozatot konvergensnek
fogjuk nevezni. Pontosabban:

3.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozat konvergens, ha van olyan A € R szém,
hogy barmely e > 0 hibakorldthoz van olyan N € N (e-t6l fiiggd) kiiszobindex, hogy minden
n €N, n> N esetén

lan, — A] < e,

vagy ami ezzel ekvivalens:
A—ce<ap, < A+e,
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masképp
an € K. (A). (3.2)

Ha van ilyen A szdm, akkor ez a sorozat hatdrértéke lesz, és
lima, = A vagy a, — A
jeloli.
A fenti definiciéban nagyon fontos, hogy a (vagy az ezzel ekvivalens &llitasok) bdrmely pozitiv

e-ra teljesiilnek, de kilonbozd e-okra mds-mds kiiszobindextdl kezdve.

3.6. Megjegyzés. Konnyen lathaté a definicié alapjan, hogy
ap > A<= (ap, — A) = 0 <= |a, — A] = 0.

3.7. Allités. .

- = 0.

n
Bizonyitds. Legyen & > 0 tetsz6leges. Az % szamhoz az Archimedeszi aridma alapjian van olyan
N € N, amelyre
N > ! = ! <
- — <e.
€ N

Ha pedig n > N, akkor

L1
- < =x<e
n - N ’
azaz .
O‘<€.
n

Tehat egy tetszOlegesen adott € > 0-hoz taldltunk olyan N kiiszobindexet, hogy n > N esetén a
sorozatelemek legfeljebb e-al térnek el 0-t6l — ezért a sorozat 0-hoz tart. 0

Egy masik példaként vegyiink egy 1 méteres rudat. Ha félbevagjuk, majd a félrudat is félbevagjuk,
majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és igy tovabb, akkor a riudhosszaknak

1 1 1 1
VI TR

L

sorozatahoz jutunk. Alkalmazva az Alh’tést, a fentivel analég médon beldthatd, hogy 5

azaz a keletkezett 1j darabok tetszolegesen kicsik lesznek.

— 0,

3.8. Definicié. Legyen (a,) olyan sorozat, melyre a, = a minden n-re. Ekkor (a,)-et kons-
tans sorozatnak nevezziik. Ha a,, = a csak egy indextdl kezdve teljesiil, akkor (a,,) kvdzikonstans
sorozat.

A definici6 alapjan trividlis, hogy ha (a,,) kvazikonstans (vagy konstans) a sorozat, akkor a,, — a.

3.9. Megjegyzés. A sorozathatarérték egyértelmi. Tehdt nem lehet, hogy a, — A és a, — B
teljesiilnek, de A # B.

Bizonyitds. Ha A # B, akkor € := |A — B|/2 jel6léssel konnyen ldthatd, hogy K.(A)N K (B) = 0.
A sorozathatérérték definicija alapjén azonban elég nagy n-re a, € K.(A) N K.(B) teljesiil, ami
nem lehetséges. O

3.10. Allitas. Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor (ay,) korldtos.

Bizonyitds. A definici6 szerint az € := 1 szdmhoz is van olyan N kiiszobindex, hogy minden n > N
esetén
A-1<a, <A+1.

Ha K := max{|ai|,|az|,...,|an—-1],|A — 1|,]A + 1|}, akkor Vn € N esetén |a,| < K. O
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Igaz-e vajon a fenti allitds megforditasa, vagyis hogy minden korlatos sorozat konvergens is? Te-
kintsiik az a, := (—1)", n € N* képlettel megadott sorozatot! A sorozat tagjai

~1,1, -1, 1, ...

alaktak. Mivel |a,| = 1,n € NT, ezért (a,,) korlatos. Mdsrészt kénnyen meggondolhaté, hogy mivel
a sorozat tagjai kozott tetszbleges index utdn el6fordul —1 és 1 is, (a,,) nem lehet konvergens.
Igaz azonban az alabbi tétel.

3.11. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (a,) konvergens, mégpedig

1. monoton novd (a,) esetén a, — «, ahol o = sup{as,aq,...,an,...} = supa, € R;
n

2. monoton fogys (a,) esetén a, — a, ahol o = inf{a1,as,...,ay,...} = infa, € R.
n
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (a,) monoton névé és korlatos. A Fels§ hatdr axiomdja miatt a
sorozat tagjaibdl alkotott halmaznak létezik (véges) fels6 hatdra, ez legyen « := sup a,,. Megmu-

n
tatjuk, hogy a, — «a. Ehhez legyen adva egy tetszéleges € > 0 szdm. A halmaz fels6é hataranak
tulajdonsagai alapjan

(a) Vn € NT esetén a, < a, és
(b) AN eNt: ay >a—e.

Beldtjuk, hogy a (b) pont alapjin 1étez6 N j6 kiiszobindex e-hoz. Legyen n > N tetszlleges, és
becsiiljiik meg a sorozat n-edik tagjat:

a—e<any Zap < a<a+te,
ahol kihasznaltuk, hogy a sorozat monoton név6. Ebbdl kévetkezik, hogy a,, — a.

Monoton fogyé sorozat esetén hasonldéan igazolhatd, hogy a sorozat a tagjaibdl alkotott halmaz
infimuméhoz tart. O

3.12. Definicié. Az (e,) == ((1 + 1)") sorozatrél mér littuk a Példéban, hogy monoton
novo és korlatos, ezért a fenti tétel alapjan konvergens. A hatarértékét e-vel jeloljiik, ez az un.

Euler-féle szam, tehat
1 n
e::lim(l—i—) .
n

3.13. Tétel (Rendér-elv). Legyen (ay) olyan sorozat, amelyhez léteznek olyan (x,,) és (yn) soro-
zatok, hogy

1. Vn € Nt esetén z, < ap < yn, €5
2. limz, = limy, =: A.
Ekkor (ay) konvergens, éslima,, = A.

Bizonyitds. Legyen adva egy tetszéleges € > 0 szam.
Mivel x,, — A, ezért e-hoz létezik N7, hogy minden n > N7 esetén

A—ce<z,<A+e.
Mivel y, — A, ezért e-hoz létezik No, hogy minden n > Ny esetén
A—e<y, < A+e.
Legyen N := max{Ny, No} és n > N tetszOleges. Ekkor
A—ce<zp<ap <y, < A+eg,
amibél |a, — A| < e. Tehdt e-hoz N j6 kiiszobindex, igy kovetkezik az allitds. O

3.14. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a fenti tétel 1. feltételében elegend6 lett volna megkove-
telni, hogy x, < a, <y, elég nagy n-re.
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3.3. Miuveletek konvergens sorozatokkal

3.15. Allitas. Ha a, — 0 és b, — 0, akkor a,, + b, — 0.

Bizonyitds. Legyen adva £ > 0 tetszéleges szam.
Mivel a,, — 0, ezért £/2-hoz 1étezik N, hogy minden n > N; esetén

€ e <&
—=<ap < .
2 "2

v

Mivel b, — 0, ezért £/2-hoz 1étezik Ny, hogy minden Ny esetén

CTRUN]

9
*§<bn<

Legyen N := max{Ny, Na} és n > N tetsz6leges. Ekkor

FT Ty T g TS 5T TS
azaz |a, + by| < &, ha n > N. Tehdt a,, + b, — 0. O

3.16. Allitas. Ha a, — 0 és (¢,) korldtos (vagyis |cn| < K, n € NT), akkor anc, — 0.

Bizonyitds. Legyen adva € > 0 tetszdleges szdm. Mivel a,, — 0, ezért & > 0-hoz létezik N, hogy
minden n > N esetén

€
Legyen n > N tetszoleges. Ekkor
€
|ancn| = lan||cn| < lan] - K < i K =e,
amibdl kovetkezik, hogy a,c, — 0. O

3.17. Allitas. Ha a, — A és X € R, akkor \a, — M\A.

Bizonyitds. Nyilvan
(Aan, — AA) = (N) - (an — A).

Mivel a,, — A — 0, a (A\) korldtos sorozat, ezért az eléz6ek alapjan

(N - (an, — A) = 0 <= Aa, — M\A.

3.18. Allitas. Ha a, — A és b, — B, akkor a, + b, — A+ B.
Bizonyitds. Kénnyen lathato, hogy
(an + b, — (A+ B)) = (an — A+ b, — B) = (a, — A) + (b, — B).

Mivel a,, — A — 0 és b, — B — 0, ezért a Allft4s alapjan az Osszegiik is 0-hoz tart, azaz
an +b, - A+ B. O

3.19. Allitds. Ha a, — A és b, — B, akkor a,b, — AB.
Bizonyitds. Egyszeru szamolassal
(anb, — AB) = (apb, — Ab, + Ab, — AB) = (a, — A)(b,) + (4)(b,, — B).

Mivel a,, — A — 0, és (b,,) konvergens, ezért korldtos, igy a Allités szerint a szorzatuk 0-hoz
tart. Hasonléan, b, — B — 0, és (A) korlatos, ezért szorzatuk is 0-hoz tart. A Allitas szerint
két 0-hoz tarté sorozat osszege is 0-hoz tart, tehat a,b, — AB. O
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3.20. Allitas. Ha b, — B, B # 0, akkor = .
Bizonyitds. A B # 0 feltételbél adddik, hogy b, # 0 elég nagy n-re. Legyen B > 0. Ekkor

(-~ ()5 ()0

Tudjuk, hogy b, — B — 0. Megmutatjuk, hogy (i) korlatos. Mivel b,, — B, ezért € := g >0

szamhoz 1étezik N, hogy minden n > N esetén

B B
Ty bn - B )
2 < < 2
vagyis
B B
B—-—<b,< B+ —,
> < < B+ 5
amibdl
2 12
B~ b, 3B

Ez azt jelenti, hogy (bi) korlatos. Mivel a [3.16] Allitds alapjan 0-hoz tart6 és korlatos sorozat

szorzata 0-hoz tart, ezért ;= — +. O

3.21. Allitas. Ha a, — A és b, — B #0, akkor 4= — 4.

()=t (),

Bizonyitds. Mivel
az el6z06 két tétel szerint

tehdt 2 — 4. O
3.22. Allitas. Ha a, — A, akkor |a,| — |A|.
Bizonyitds. Az aldbbi egyenl6tlenségbdl és a Tételbd] (Rendér-elv) kovetkezik:

0 < |lan| — |A|| < |an — A ¥n € N*.

O
3.23. Allitas. Ha a, — A ésp € NT, akkor a? — AP,
Bizonyitds. Rogton adodik a Allités p-szeri alkalmazasabdl (b,) = (a,)-re. O

3.24. Allitas. Ha a, — A, a, > 0 és ¢ € Nt, akkor Yan — A
Bizonyitds. A hatvanyozds azonossdgaibdl konnyen meggondolhaté az alabbi:
1
(¢/an) 171+ (Yan)1=2 - VA + (an)1=3 - (VAP + -+ (VA1

Itt a masodik tényez6 g darab pozitiv korldtos sorozat Gsszegének a reciproka — tehat korlatos.
Ezt megszorozva egy 0-hoz tarté sorozattal 0-hoz tarté sorozatot kapunk, ami a bizonyitandé

am — VA| = | - 4]

3.25. Kévetkezmény. Legyen a,, — A, a, > 0 és p,q € NT, akkor V/ah — / AP.

Bizonyitds. Azonnal adddik a fenti két allitasbol. O
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Ezeknek a tételeknek az alkalmazasaként nézziik a kovetkezd példat.

3.26. Példa.

3n% —2n+1 3-2-1+5 3
I Ly =
2n2 +n 2+ 2
hiszen%%(), ezérteauszéml;ilébanni2 :%'%%O.Anevezében 2+%%2+07é0, igy a

hanyadossorozat is konvergens.

3.4. Részsorozatok

3.27. Definicié. Egy n : Nt — NT szigortian monoton névekedd sorozatot indexsorozatnak
neveziink.

Koénnyen meggondolhaté, hogy Vi € NT esetén

3.28. Definicié. Legyen a,b : NT — R. Azt mondjuk, hogy b az a sorozat egy részsorozata, ha
In : Nt — N* indexsorozat, hogy b = a on, azaz (b;) = (ay, ).

Példaul (ay,) :=1, %, %, R %, c..6s(n;):=2,4,6,...,2n, ... esetén

72n7...

| =

11
(ani) i 55 Za

lesz a részsorozat.
3.29. Allitas. Ha lima, = A, akkor bdrmely (a,,) részsorozatdra lima,, = A

Bizonyitds. Azonnal adédik a sorozat konvergencidjanak definiciojabodl: adott € > 0-hoz ugyanaz
az N kiiszobindex jé lesz a részsorozathoz, is, mivel ny > N. O

3.30. Tétel. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitds. Az (ay) sorozat egy a,, tagjat csicsnak nevezziik, ha Vn > m esetén a, < a.,. Két
eset lehetséges:

1. Az (a,) sorozat tagjai kozott végtelen sok cstcs van.

2. Az (ay,) sorozat tagjai kozott véges sok (esetleg 0) csics van.

Nézziik az 1. esetet! Legyen a,, egy csucs a sorozatban. Mivel végtelen sok cstics van, ezért 1étezik
olyan ng > n, index, hogy a,, cstcs. Ismét felhasznalva, hogy végtelen sok csics van a sorozatban,
létezik olyan ng > ny index, amire a,, cstcs. Folytatva az eljardst, kapjuk a sorozatnak csicsokbdl
allé

Qny s Qnys Ongy - - -

részsorozatat, amely a cstcs definicidja alapjan monoton fogyé részsorozata (a, )-nek.

A 2. esetben 1étezik olyan N € NT, hogy minden n > N esetén a, nem cstcs. Legyen n; := N.
Mivel a,, nem cstcs, ezért létezik no > nq index, hogy a,, > a,,, a cstcs definiciéja miatt. Mivel
an, sem csucs, ezért taldlunk olyan ms > ng indexet, melyre a,, > a,,. Folytatva az eljardst,
kapjuk a sorozatnak egy olyan (csupa nem-cstcsbdl allg)

Anyy Qngy Angs - - -
részsorozatat, mely a sorozat tagjainak megvalasztasa alapjan szigorian monoton nové. O
3.31. Tétel (Bolzano-Weierstrass-tétel). Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. A Tétel alapjan a sorozatnak van monoton részsorozata. Nyilvan ez a részsorozat
is korlatos lesz. A Tétel szerint egy monoton és korlatos sorozat konvergens. O
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3.5. Sorozat lim sup-ja és lim inf-je

Legyen (a,) korlétos sorozat. Készitsiik el az

aq Sup{a17a27a37"'7ana"'}
as = supf{ag,as,aq,...,0n,...}
aE = Sup{akaak-‘rlaak-‘er"'7an7"'}
(3.3)
szémsorozatot. Mivel {a1,as9,...,ap,...} D {az,a3,...,an,...}, ezért a fels§ hatdrukra nyilvan

a1 > ag. Ezt tovdbb gondolva ldtszik, hogy () monoton fogy6 sorozat. Az (ay) ugyanolyan
korldtok kozé szorithaté, mint az eredeti (a,) sorozat. Mivel («x) monoton és korldtos, ezért
konvergens, és iréf ag-hoz tart (1d. a Tételt).

3.32. Definicié. limsup a, := lim a.

Az eléz6 gondolatmenethez hasonléan legyen

51 = inf{a17a23a37"'7aﬂ7"'}
B2 := inf{as,as,aq4,...,an,...}
Br = inf{akvak+1>ak+27'"aa’n""}

(3.4)

Nyilvan 1 < (s, és ez a tendencia megmarad, igy (8x) monoton névs. A (Bi) is korlatos. Mivel
(Bx) monoton és korlatos, ezért konvergens.

3.33. Definicié. liminf a,, := lim S.
A definiciékbdl 1atszik, hogy Vk € NT esetén ay > By, igy

liminf a,, = lim B < lim oy = limsup a,.
Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a lim sup a,, érdekes tulajdonsagait.

(a) Minden € > 0 esetén a (limsup a,) — ¢ szdmnal nagyobb tag végtelen sok van az (a,) sorozat-
ban, a (limsup a,,) + ¢ szdmndal nagyobb tag csak véges sok van az (a,) sorozatban.

(b) A limsupa, az (ay) sorozat konvergens részsorozatainak a hatérértékei koziil a legnagyobb
(tehat van is olyan (ay,) konvergens részsorozat, amelyre a,, — limsup a,,.)

Ertelemszerti médositdssal megfogalmazhatdk a lim inf a,, tulajdonsagai is.

(a) Minden € > 0 esetén a (liminf a,,) 4 ¢ szdmnal kisebb tag végtelen sok van az (a,,) sorozatban,
a (liminf a,) — € szdmnél kisebb tag csak véges sok van az (a,) sorozatban.

(b) A liminf a,, az (a,) sorozat konvergens részsorozatainak a hatarértékei koziil a legkisebb (tehat
van is olyan (ap,) konvergens részsorozat, amelyre a,, — liminf a,,.)

A fentiek segitségével bebizonyithaté az alabbi allités.
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3.34. Tétel. Az (a,) korldtos sorozat konvergens <= liminf a,, = limsup a,,.

Bizonyitds. Ha (a,) konvergens, akkor a Allités alapjan minden részsorozata ugyanoda tart,
ezért a konvergens részsorozatok hatarértékei koziil a legnagyobb megegyezik a legkisebbel — igy
az eléz6 (b) pontok alapjén liminf a,, = limsup a,,.

Megforditva, ha liminf a,, = limsupa, = A, akkor A-ra teljesiil mindkét fenti (a) tulajdonsdg,
vagyis barmely € > 0 esetén az (A — e, A + ) intervallumon kiviil a sorozatnak csak véges sok
tagja van — ami éppen azt jelenti, hogy a, — A. O

3.6. Cauchy-féle konvergencia-kritérium

A sorozat konvergencigjanak definicigja tartalmaz egy komoly nehézséget: meg kell sejteni azt az
A € R szamot, amelyhez a sorozat tagjai tetszélegesen kozel keriilnek. Ezt kiiszoboli ki a Cauchy-
féle konvergencia-kritérium.

3.35. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) Cauchy-sorozat, ha
Ve > 03N € N*, hogy ¥n,m > N esetén |a, — a,,| < €.

Tehat egy sorozat Cauchy-sorozat, ha bdrmely pozitiv e-hoz van olyan kiiszobindex, hogy ettél az
indextdl kezdve a sorozat tagjai e-nal kozelebb vannak egymashoz.

3.36. Tétel (Cauchy-féle konvergencia-kritérium). Legyen (a,) szdmsorozat. Ekkor
(an) konvergens <= (a,,) Cauchy-sorozat.

Tehat az, hogy a szamsorozat hozzasimul, tetszolegesen megkozelit egy szamot, egyenértékii azzal,
hogy a sorozat tagjai tetszélegesen megkozelitik egymast.

g

Bizonyitds. (=) Legyen lima, =: A. Legyen ¢ > 0 tetszOleges. Mivel a,, — A, ezért az £ > 0

2
szamhoz .
3N, hogy ¥n > N esetén |a, — A| < 5

Legyenek n,m > N tetszéleges indexek. Ekkor
€

226.

€
lan — am| =lan — A+ A —ap| <lan — Al + A —an| < 5—!—
Ezek szerint (a,) Cauchy-sorozat.
(<) Legyen (a,) Cauchy-sorozat. Megmutatjuk, hogy (a,) korldtos. Ugyanis az € := 1 pozitiv
szamhoz is AN7, hogy Vn,m > N; esetén

|an — am| < 1.
Rogzitsiik az m = N indexet! fgy
an, — 1 <a, <an, +1,

ami azt jelenti, hogy Vn > N; esetén a sorozat tagjai a két korlat kozé esnek. Az ay,as,...,an,
véges sok tag mar nem ronthatja el az egész (a,,) sorozat korlatossigat.
Mivel (a,,) korldtos, ezért a Bolzano-Weierstrass-tétel miatt van (ay,, ) konvergens részsorozata.
Legyen

o= limay,.

Megmutatjuk, hogy a,, — a.
Legyen € > 0 tetsz6leges. Mivel a,, — «, ezért az 5 > 0 szdmhoz 3N,, hogy
€

Vi > Ny esetén |aq, — o < 5
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Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért az § > 0 szamhoz N3, hogy

Vn,m > N3 esetén |an, — am| < % (3.6)

Legyen N := max{Na, N3}, és legyen n > N tetsz6leges. Rogzitsiink le egy ¢ > n indexet — ekkor
n; > i >n > N is teljesiil. A (3.5) alapjan és a (3.6)-ban m = n;-t véve kapjuk, hogy

e €
|an—a\:\an—ani+ani—a|§\an—ani|—|—|ani—a|<§—|—§:£.

Ezek szerint a,, — «. O

3.7. Divergens sorozatok, sorozatok végtelen hatarértéke

3.37. Definicié. Egy (a,) sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens. Masképp: ha
VA € R szdmhoz Je > 0, hogy VN € NT kiiszobindex utdn In > N olyan, hogy |a, — A| > €.

Divergens sorozat példaul az (n?) és a ((—1)") sorozat is. Az (n?) sorozathoz tagabb értelemben
lehet6ség lesz hatarértéket rendelni.

Korlatos (a,) sorozat esetén am Tétel alapjan a divergencia ekvivalens azzal, hogy
lim sup a,, # liminf a,,.

Konnyen lathaté, hogy
limsup(—1)" = 1 # liminf(-1)" = —1.

3.38. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozatnak +oo a hatdrértéke, ha VK € R
szamhoz IN € NT kiiszébindex, hogy Vn > N esetén a,, > K, vagyis a,, € (K, +o0).
Ha az (a,) sorozat ilyen, akkor

lim a,, = 400 vagy a, — +00.

Ez a definicié arrdl szol, hogy a sorozat elég nagy kiiszobindextdl kezdve ,kozel van” a +oo-hez.
Ezért konnyen lathatd, hogy elég lett volna a feltételt pozitiv K szamokra megkovetelni. Hasonléan
definidljuk a —oo-hez tartds fogalmaét.

3.39. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozatnak —oo a hatdrértéke, ha VK € R
szamhoz IN € NT kiiszébindex, hogy Vn > N esetén a,, < K, vagyis a,, € (—o0, K).
Ha az (a,) sorozat ilyen, akkor

lima,, = —o0 vagy a, — —o.
Konnyen meggondolhatd, hogy a definiciét elég lett volna negativ K szamokra megkovetelni.

Példaként: limn? = +o0 és lim(—n?) = —oo.

3.40. Megjegyzés. A fenti definiciokbdl kovetkezik, hogy a sorozathatarérték itt is egyértelmi,
hasonléan a véges hatarérték esetéhez.

Megmutatjuk, hogy egy +o0o-hez tartd sorozat alulrdl, egy —oo-hez tarté pedig feliilrdl korlatos.

3.41. Allitas. Ha a,, — 400, akkor (a,) alulrél korldtos, ha pedig a, — —oo, akkor (ay) feliilrél
korldtos sorozat.
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Bizonyitds. Legyen a, — +oo tetsz6leges sorozat. Ekkor K = 1-hez is létezik olyan N € NT
kiiszobindex, hogy minden n > N esetén a,, > 1. Legyen

L :=min{ay,as,...,any_1,1}.
Vilagos, hogy a, > L minden n € NT esetén. Az a,, — —oo eset hasonléan lathaté be. O
Jelolje a tovdbbiakban -
R:=RU{+oc0} U {—0c0} (3.7

az un. kibovitett szdmegyenest, tehat a valos szamokhoz hozzavéve a +00 és —oo szimbélumokat.
Fontos, hogy ez utébbiak valéban szimbdélumok, és nem valds szdmok!

3.42. Allitas. Halima, = A (A € R), akkor barmely (a,,) részsorozatra lim a,, = A
Bizonyitds. Ugyanigy belathato, mint a Allitas. O
Konnyen meggondolhaté az alabbi allitas.

3.43. Allitas. Minden monoton sorozatnak van hatdrértéke.

Bizonyitds. Ha a monoton sorozat korldtos, akkor a [3:11] Tétel alapjan tudjuk, hogy konvergens.
Ha (a,) nem korldtos, akkor monoton nové esetben ez csak tgy lehet, hogy feliilrél nem korlatos.
Legyen K € R tetszéleges. Mivel (a,,)-nek K nem felsd korldtja, ezért 1étezik N € N, hogy ay > K.
Node n > N esetén - a monoton névést kihasznélva - kapjuk, hogy

ap, > ay > K.

Mivel K tetszOleges volt, ebbdl kovetkezik, hogy a,, — +o0o. A monoton fogyd sorozat esete
hasonléan bizonyithaté. O

A 400 vagy —oo hatdrértékii sorozatokkal végzett miiveletek (ilyenek 6sszege, szorzata, hdnyadosa)
nagy koriiltekintést igényelnek.

3.44. Tétel (Végtelen hatérérték és miiveletek). Az aldbbiak teljesiilnek az (ay) és (by) soroza-
tokra.

1. Ha a, — +00 és (by,) alulrdl korldtos (pl. (by,) konvergens vagy +oo-hez tart), akkor
a, + b, — +o0o.

2. Ha a, — +00 és (by)-nek egy indextdl kezdve van pozitiv alsé korldtja (pl. (b,) egy pozitiv
szdmhoz vagy +oo-hez tart), akkor ay, - b, — +oo.

3. Ha a,, = +00 és (by,)-nek egy indextdl kezdve van negativ felsé korldtja (pl. (bn) egy negativ
szamhoz vagy —oo-hez tart), akkor a, - b, — —oo.

4. Ha ap — —00 és (by) felilrdl korldtos (pl. (b,) konvergens vagy —oo-hez tart), akkor
a, + b, — —oo.

5. Ha ap, — —o0 és (by)-nek egy indextdl kezdve van pozitiv alsd korldtja (pl. (by,) egy pozitiv
szamhoz vagy +oo-hez tart), akkor a, - b, — —oo.

6. Ha a, — —o0 és (by)-nek egy indextdl kezdve van negativ felsd korldtja (pl. (b,) egy negativ
szdmhoz vagy —oo-hez tart), akkor ay, - b, — +oo.

7. Ha a,, — 400 vagy a,, — —oo, akkor (% — 0.

1

Gn

8. Ha a, — 0 és a, > 0 egy indextdl kezdve, akkor
kezdve, akkor ai — —o00.

— 400, ha pedig a, < 0 egy indextdl
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Bizonyitds. 1. Legyen K € R tetszéleges. A feltétel szerint 1étezik olyan L € R szadm, hogy minden
n € Nt esetén b, > L. Mivel a,, — +00, ezért K — L-hez létezik olyan N € N, hogy minden n > N
esetén a,, > K — L. Tehat n > N esetén

an+bp>K—-L+L=K,

amibol kovetkezik az allitas.

2. Legyen K > 0 tetsz6leges szdm. A feltétel szerint 1étezik olyan L € Rt szdm és N; € N, hogy
minden n > Nj esetén b,, > L. Mivel a,, — 400, ezért K/L-hez létezik olyan No € N, hogy minden
n > Ny esetén a,, > K/L. Legyen N := max{N;, Na}. Ekkor n > N indexekre

K
a >L

ahol kihasznaltuk, hogy K/L >0 és L > 0. Igy kovetkezik az allités.
A 3 — 6. allitasok a fentiekkel analég médon lathatdk be.

7. Legyen a,, — +00 és ¢ > 0 tetszbleges. Ekkor az 1/¢ > 0 szdmhoz létezik N € N, hogy n > N
esetén a, > 1/e. Ebbdl
1

an

Ezért 1/a,, — 0. Ha a,, = —00, akkor —a,, — 400, amibdl —ai — 0, igy % — 0 kovetkezik.
8. Az el6z6hoz hasonléan lathato. O

A fentiek alapjan kénnyen meggondolhatdk az alabbi, tablazatba rendezett eredmények sorozatok
Osszegének, szorzatdnak ill. hanyadosanak hatarértékeirol.

3.45. Allitas. Ha an — A és b, — B, akkor az (an + by,) sorozat hatdrértéke az aldbbiak szerint
alakul :

AeR|A=40 | A=—-x
BeR |A+B 400 —00
B=+00| 400 +o0 ?
B=-0| — ? —00

Ha a,, — A és b, — B, akkor az (an, - by) sorozat hatdrértéke az aldbbiak szerint alakul:

A>0|A=0|A<0|A=4c0 | A= —0
B>0 A-B 0 A-B 400 —00
B=0 0 0 0 ? ?
B <0 A-B 0 A-B —00 400
B=+00| +00 ? —00 400 —00
B=-0| - ? 400 —00 400

Ha a,, - A és b, — B, akkor az (%) sorozat hatdarértéke az aldbbiak szerint alakul:

A>0|A=0|A<0|A=4c0 | A= —0
B>0 A/B 0 A/B 400 —00
B=0 ? ? ? ? ?
B<O0 A/B 0 A/B —00 +00
B =4 0 0 0 ? ?
B=—-00 0 0 0 ? ?
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Ahol a tablazatokban? szerepel, ott tébbfajta eshetdség van — 1d. gyakorlatok.

A +oo-el végzett miiveleteket az alapjdn szoktdk definidlni, ami a fenti tdbldzatokban a megfelel$
hatarértékkel rendelkez6 sorozatok kozotti miiveletekre érvényes.
A végtelen hatarérték és a rendezés kapcsolatdrdl szdl az aldbbi allitas.

3.46. Allitas.
1. Ha a, — +00 és (by,) olyan sorozat, hogy egy indextdl kezdve b, > a,,, akkor b, — +00.
2. Ha a,, — —o0 és (by,) olyan sorozat, hogy egy indextdl kezdve b, < a,, akkor b, — —o0.

Bizonyitds. Hazi feladat. O

3.8. Sorozatok kozép-sorozatai

3.47. Definicié. Legyen (a,) egy pozitiv tagi sorozat, vagyis a, > 0 minden n-re. Képezziik
ekkor (ay,)

(a) szdmtanikézép-sorozatdt mint

(b) mértanikizép-sorozatdt mint
Gn = Yay-ag - aQp, n€N+7

(¢) harmonikuskdzép-sorozatat mint

., neNT.

3.48. Tétel. Ha a, — A (A € R), akkor a fent definidlt kézép-sorozatai is mind A-hoz tartanak,
tehat
A, — A G, — A, és H, — A.

Bizonyitds. 1. Legyen elészor a,, — 0. Megmutatjuk, hogy (4,), (G,) és (Hy,) is 0-hoz tart.
Legyen € > 0 rogzitve. Ekkor e/2-hoz 1étezik N7 kiiszobindex, hogy

Vn > Ny esetén |a,| < /2. (3.8)

Rogzitsiik le Ny-et! Ekkor |a1| + |az| + - -+ + |an, | konstans. Ezért e/2-hoz 1étezik olyan Ny € N,
hogy Vn > N esetén
|aa] + [as] + - - + |an, |
n

Legyen N := max{Ny, No}. Han > N, akkor (3.8) és (3.9) alapjan

<e/2. (3.9)

a1t ag -+ an| _ Jar| +lag[ + -+ an|
n B n
\al\+"'+|aN1|+|CLN1+1|+"'+|%| <§+5/2'(7;*N1)<§+€/2'ﬂ

|An| -

[\)

n n

Ez bizonyitja az A,, — 0 allitast. Az Tétel alapjan

0<H,<Gp<A,, neN,
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ezért a Tételbdl (Rendér-elv) kovetkezik, hogy G,, — 0 és H,, — 0 is teljesiil.
2. Legyen most a, — A € R\ {0}, és mivel a,, > 0, azért A > 0. Ekkor

a1 +ag+---+ay a;+as+---+a, —nA

A, — Al = - A‘ =
n n
|- Ada—-A+---+a,— A <|a1—A|+|a2—A|+~--+\an—A\
B n o n
A kapott felsé becslés a (by,) := (Jan, — A|) 0-hoz tarté sorozat szamtanikozép-sorozata, ami 1.

alapjén 0-hoz tart. Igy |4, — A| — 0, vagyis a, — A.
Masrészt ai — %, és igy az el6bbieket az (a1 ) sorozatra alkalmazva kapjuk, hogy

n

1 1
@ W s = = A
n A " a711++i

Az Tétel és a Tétel (Rend6r-elv) miatt G, — A is igaz.

3. Mér csak az A = +00 eset van hatra. A Allités 7. pontja alapjan é — 0. Ezért a bizonyitas
1. része miatt . .
o T e L, )— [, = . n
n -+ .+ a
mivel (H,) pozitiv tagi sorozat (Id. a Allités 8. pontja). Kihasznalva, hogy 0 < H,, < G, <
< A, és H, — +o0, valamint alkalmazva a Allitast kapjuk, hogy

G, — oo és A, — +oo.

O
3.49. Példa. Legyen
1
ap = .
vn!
Mi az (ay) hatarértéke?
Nyilvan
101 1
a. = M.z =
" 1 2 n’

vagyis (a,) mértanikozép-sorozata az (1) sorozatnak. Ezért a fenti tétel alapjan a, — 0.

3.50. Példa. Legyen

Mi az (a,) hatdrértéke?

Vegyiik észre, hogy a (3.1])-ben definidlt (e,,) sorozatbdl képezett mértanikozép-sorozat a kivetkezd
alaku:

B L2 32 nn—1 m+1)» n+1
Vel es i en = TE T T =,

n" n!

ami a fenti tétel alapjan e-hez tart. Ebbdl

n n+1
. —
n+1 n!

Ay —
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3.9. Nevezetes sorozathatarértékek

1.

1

lim — = 0.
n

Bizonyitds. Ld. a[3.7 Allitast. 0

lim {/n = 1.

Bizonyitds. A szdmtani-mértani kozép kozti egyenlétlenségbdl (1d. az Tételt) n > 2-re

1< Yn= . 11 < 1+ —=—14+0=1.
< = {/va- Vi < . <lt =i+

n—2

Innen a [3.I3] Rendér-elv alapjén kovetkezik az allitds. O

lim /a=1 (a€R").

Bizonyitds. Az Archimedeszi axiémabdl kovetkezik, hogy IN € N : 4+ < a < N. Ezért
n > N esetén

1 1 1
< —<a<N<n= — < ¥a< ¥n.

n- N Yn

Innen az elézdéek és a[3.13] Rendédr-elv alapjan kovetkezik az 4llitds. O
0, lg] < 1,
1 =1
limg" =4’ ="
400, ¢q>1,
ﬂa q S —1.

Bizonyitds. Ha 0 < ¢ < 1, akkor konnyen ldthat6, hogy (¢™) (szigortian) monoton fogyd,
tehat a [3.11] Tétel szerint az infimuméhoz tart. Ha a > 0 infimuma volna, akkor ¢ > a,
vagyis ¢ > {/a volna, amibdl hatdrértéket véve q¢ > 1 — ez ellentmondds. Tehdt ¢ — 0.

Ha —1 < g < 0, akkor az elobbiek szerint a sorozat abszolut értéke, igy maga a sorozat is
0-hoz tart. Ha ¢ > 1, akkor (%)” — 0, és ebbdl ¢" — 400, mivel a sorozat pozitiv tagi. A
q < —1 esetben a sorozatnak van +oo-hez és —oo-hez tartd részsorozata. O

lim(n*-¢") =0 (k€Z]|q <1).

Bizonyitds. Elég belatni 0 < g < 1 esetre. Mivel

a ’n—l—lk'n—H 1 k
nit _ k) T =(1+-) q=1q=g<1,
an nv-q n

ezért elég nagy n-re
Upy1 < Ap,

tehdt a sorozat (szigorian) monoton fogyé, igy az infimuméhoz tart. Ha a > 0 alsé korldtja
lenne, akkor

a<nf ¢" = Ya< () q



48

10.

HARMADIK FEJEZET. SOROZATOK

volna, amibdl hatarértéket véve

1<q
kovetkezne — ez ellentmondas. O
nk
lim— =0 (k€Z,a>1).
a
Bizonyitds. Azonnal adddik az eléz6bol ¢ = é jeloléssel. O
.a”
hmH =0 (a>1).

Bizonyitds. Han > [a] + 1 =: N ([a] az a egészrésze), akkor & < 1. gy n > N-re

n N

0 & _gaa 0" @
nl 1-2---n~ N! n '
Innen a[3.13] Renddr-elv alapjan kivetkezik az allitds. O
n!
lim— =0
nn
Bizonyitds.
n! 1-2- n 1
0 — = <
nm MM - n-—n
és Rendér-elv. O

tim (1 -+ %)n —* (z€R).

Bizonyitds. Legyen a,, — 400 tetsz6leges sorozat. Ekkor, ha [a,] jeloli az a,, egészrészét,

1 [an] 1\ % 1 lan]+1
O
[an] +1 an, [an]

A bal ill. jobb oldalon az ((1 + n%rl)”) ill. ((14 2)"*1) egy-egy részsorozata 4ll, melyek
mindegyike e-hez tart, tehét
1 An
(1 + ) —e.
Qn

Ha 2 > 0, akkor a, := % — 400, ezért az elézdek és a Allftés alapjdn

(1+E> = <1+n) ] —e”.
n z

A negativ x esete hasonléan gondolhaté meg. O

- 1
lim » g=e (3.10)
k=0
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Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy

11 1 1" 3
14— 4 —Ft—— (14> = 11
0< 1t +gr++— (+n) <5 (3.11)

ahonnan az 4llitas a Renddr-elv alapjan kovetkezik. Fejtsiik ki az (1 + %)n kifejezést a Bi-
nomislis tétel szerint! Ekkor, kihasznélva, hogy (7) =1 és () = n,

11 1 1\"
TSttt — 1+
n: n

(4o () ()

—1+l+l+ +i ") 4
o 1! 2 n! 0

B (D (D))

A kapott kifejezés nyilvanvaléan pozitiv. Tovabba az un. dltaldnositott Bernoulli-egyenlétlenség-
bol kovetkezik, hogy tetszoleges 2 < k < n esetén

<11>.(12).“<1k1>2112’..k11]€.(k1)7
n n n n o n n 2n

3
=)~
| — |
—

\
7N
—

\
S|
~
7N\
—

\
S
~_
7 N\
—

\

Nl
3
—
N~
—_
IN
[~]=
==
| —|
—

\
—_
+

l
SIS
=

=

k=2 k=2
n
1 1
= — 3.13
(k—2)! 2n (3.13)
k=2
Kihasznalva, hogy (k — 2)! > 28=3 &k > 3, kapjuk:
1 1 1 1 1 3
< =1 — | <= (14+2)= —. .14
I;Q(k_z)! 2n ~ 2n ( +kz_32k—3>2n (1+2) 2n (3:-14)
Egybevetve (3.12)-t, (3.13))-at és (3.14)-et, kapjuk (3.11))-et. O
11. 1
lim— =0
n n!
Bizonyitds. Ld. a[3.:49] Példat. O
12.
..n
lim =e.
vn!

Bizonyitds. Ld. a Példat. O



o0 HARMADIK FEJEZET. SOROZATOK

3.10. Valoés szamok valés kitevoji hatvanyai

Az fejezet végén volt szé valds szamok raciondlis kitevés hatvanyairdl, amelyeket a kozépisko-
ldban megismert médon vezettiink be. Most a sorozathatarérték fogalméanak ismeretében definialni
tudjuk egy (pozitiv) szdm tetsz6leges valds, igy irraciondlis kitevés hatvényét is gy, hogy a hat-
vanyozastdl ,elvart” tulajdonsdgok érvényben maradjanak.

A definicidhoz sziikségiink lesz a kovetkezo allitdsokra.

3.51. Allitas. Legyen r,s € Q, r < s. Ha a > 1, akkor

a" < a’,

ha pedig 0 < a < 1, akkor

a” >a’.

Legyen 0 < a < b ésr e Q. Har >0, akkor
a” <b",

ha pedig r < 0, akkor
a” >0
Bizonyitds. Legyen el6szor a > 1. A hatvdnyozéds azonossigaibdl és a valds szamok (r6.) rendezési
tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy
a<ael<a®™,
ezért elég beldtni, hogy ha p € Q, p > 0, akkor a” > 1. Legyen p = .-, m # 0. Ekkor

ap _m an.

Mivel a > 1, azért szintén a hatvinyozds azonossigaibdl és a rendezés (r6.) tulajdonsdgabol kovet-
kezik, hogy a™ > 1 is teljesiil. Tegyiik fel indirekt, hogy */a™ < 1. Ekkor az el6bbiekhez hasonl
meggondolassal

m
(m\/a”) =a" <1,

ami ellentmondas. Tehat a? = /a™ > 1.
Ugyanigy lathaté be az 0 < a < 1 eset is.
Ha 0 < a < b, akkor
b\"
a" < —=1< () ,
a
ahol 3 > 1 és r > 0. Ez a bizonyitds els6é része alapjan adédik. Hasonléan gondolhaté meg az
r < 0 eset is. 0

Az Archimedeszi axioma kovetkezménye lesz az aldbbi allitas.

3.52. Allitas. Ha x € R tetszbleges, akkor taldlhatd olyan (rn) C Q raciondlis szdmokbdl dllo
szigorian monoton novd sorozat, melyre r, — x.

Bizonyitds. Az Kovetkezmény azt mondja, hogy minden nyilt intervallumban, igy az (z—1, x)
intervallumban is van raciondlis szam. Ezért

Ir € (z—1,2)NQ.

1

Vilagos, hogy (r1,z) N (z — 5,z) egy nyilt intervallum. Ezért igaz, hogy

1
Iry € (r1,z) N (z — 5@) NQ.
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Hasonléan,
1
Irg € (ro,z) N (z — g,x) NQ.
Folytatva az eljarast, kapjuk raciondlis szamoknak olyan ry,ro, 73, ... szigordan monoton névé

sorozatat, melyre

1
O<z—1r, < — =1, >
n
O

3.53. Definicié. Legyenek a € RT és z € R tetszdleges szamok. Ekkor a fentiek alapjan létezik
(rn) C Qraciondlis szdmokbdl 4ll6 szigorian monoton névé sorozat, melyre r, — x. A Allités
szerint az (a™) sorozat monoton, és korldtos (hiszen barmely ¢ > z, ¢ € Q esetén a? egy felsd
ill. alsé korlétja, attdl fiiggéen, hogy a > 1 vagy 0 < a < 1) — tehdt konvergens. Definidlja

a® :=lima".

Be kell ldtnunk még, hogy a fenti definicié nem fiigg az (r,) sorozat megvélasztasatél. Ehhez az
alabbi allitast gondoljuk meg, mely az

Ya—1 (a>0)
nevezetes sorozathatarérték dltalanositasat mondja ki.

3.54. Allitas. Legyen (rn) C Q, ry, = 0 raciondlis szdmokbdl dllé nullsorozat és a > 0 tetszdleges.
Ekkor
a™ — 1.

Bizonyitds. Legyen e > 0 rogzitve. Tudjuk, hogy aw — 1 és ezért a reciproksorozatra a~w — 1.
Igy e-hoz 1étezik olyan N € NT, hogy Vn > N esetén
av,a" v € (1—¢,14¢).
Specidlisan,
1 1
aN,a N e(l—g,1+¢). (3.15)
Mivel r,, — 0, ezért % > 0-hoz létezik olyan K € N7 kiiszobindex, hogy Vk > K esetén

L1
——<r —.
N PN

A (3.15)-bél és a Allitasbél kapjuk, hogy a > 1 esetén
l—e<a ¥ <a™ <a¥ <l+e, Ek>K.

Tehat e > 0-hoz taldltunk olyan K € NT kiiszobindexet, hogy Vk > K esetén o™ € (1 —¢, 1+ ¢),
ezért a™ — 1.
A 0 < a <1 eset konnyen meggondolhaté abbdl, hogy ilyenkor % > 1. O

3.55. Kévetkezmény. Az a®, x € R fenti definicidja nem figg az x-hez tartd (szigorian monoton
névd) raciondlis szdmokbdl dllé sorozat megvdlasztdsdtdl, tehdt tetszéleges (), (qn) C Q, 1y — x
€s qn — x szigoruan monoton novd sorozatok esetén lima™ = lima?.

Bizonyitds. Ha v, — x és g, — x a fenti tulajdonsagu, akkor s, := r, — q,, n € N definiciéval
(sn) C Q és s, — 0. Az €l6z6 allitds alapjin

a™

o= a™mm I =g — 1.
a n

Mivel (a™) és (a) is konvergens, ezért a hatdrértékiik meg kell egyezzen. O
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A sorozathatarérték és miiveletek kapcsolatdbdl adodik, hogy a fent definidlt valés kitevos hatva-
nyozas meg6rzi a hatvanyozas ismert azonossagait.

3.56. Allitas. Legyenck a,b € RT. Ekkor a hatvdnyozds azonossdgai érvényben maradnak valds
kitevds hatvdnyokra is, tehdt bdrmely x,y € R esetén

1. a® - a¥ = a*1Y;
2. a*-b* = (a-b)%;
3. (a®)¥ = a"v.

Tovabbd, érvényben maradnak a 5,51 Allitdsban kimondott rendezési tulajdonsdgok is r,s € R
esetén.

Bizonyitds. Az 1. allitdst bizonyitjuk, a tobbi hasonléan megy. Legyenek (ry,), (¢n) C Q, r, —
és qn — y tetszbleges szigorian monoton névd sorozatok. Nyilvdn r,, + ¢, — =+ y és (rn + qn)
szigorian monoton novd. A definicié alapjan, és kihaszndlva a sorozathatérérték és miiveletek
kapcsolatarol tanultakat :

a®-a¥ = (lima™) - (lima?) = lim (" - a?) = lima™ "% = g* 1Y,
ahol alkalmaztuk a raciondlis kitev0s hatvanyozas azonossigat. 0

Ezen allitas egyik kovetkezménye, hogy a tovdbbiakban, ha a®-et akarjuk kozeliteni, vehetiink
tetsz6leges (x,) C R, x, — x sorozatot.

3.57. Kovetkezmény. Ha a > 0 és x,, — x tetszdleges valds sorozat, akkor
a® — a®.

Bizonyitds. A hatvanyozds azonossdgai miatt

a®n
a™ — a® <— =a™ " > 1.
aw
Tudjuk, hogy z, —z — 0 és a Allités bizonyitdsaval analég médon lathaté, hogy a®»—* — 1
teljesiil (a bizonyitdsban sehol sem hasznédltuk ki, hogy a kitevék raciondlisak!). O

Végiil belatjuk, hogy a Kovetkezmény is altaldnosithaté valds kitevore.
3.58. Allitas. Legyen (an) valds szdmsorozat, an, A >0 és a,, — A. Ekkor barmely x € R esetén
a;, — A%

Bizonyitds. Legyen el0szor x > 0. Elég megmutatni, hogy
ar (an )I
2L =(—) —>1
Az A ’

Qnp
n = — 1.
b 1 —

Belatjuk, hogy b7 — 1. Legyen 0 < ¢ < 1. Ekkor felhaszndlva, hogy % > 0, és alkalmazva

al3.56] Allitast

ahol

(l-—e)r <1< (l+e)=.
Mivel b,, — 1, ezért létezik N € NT, hogy n > N esetén
(1—e)v <b,<(1+e)r =>1—c<b <1+e,
hiszen x > 0. Tehat barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan N kiiszobindex, hogy n > N esetén
bre(1—eg,1+¢),

ezért b — 1.
Az z < 0 eset kovetkezik abbdl, hogy egy 1-hez tart6 sorozat reciproka is 1-hez tart. O



Negyedik fejezet

Fiiggvények hatarértéke és
folytonossaga

Egy fiiggvény hatarértéke az a pontban A, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvény A-hoz kozeli
értékeket vesz fel. Egy fiiggvény folytonos az a pontban, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvény
f(a)-hoz kozeli értékeket vesz fel. Az aldbbi témakorsket targyaljuk.

— Fiiggvény hatarértékének és folytonossaganak fogalma

— Hatarérték ill. folytonossag és miiveletek kapcsolata

Végtelenbeli és végtelen hatarérték

— Egyoldali hatarérték

Monoton fliggvény hatarértéke

— Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsdgai

4.1. Torlédasi pontok

Az el6z6 fejezet Definiciéjanak megfelelen jeldlje a tovabbiakban
R:=RU{+o00} U {—00}

az un. kibovitett szdmegyenest.

Idézziik fel, hogy az Definiciéban bevezettiik egy a € R szam r > 0 sugaru kdrnyezetét mint
a
K.(a)=(a—r,a+7)

nyilt intervallumot. Bar a +00 és —oo nem valds szamok, sziikségiink lesz a ,kornyezetiik” fogal-
mara, melyeket nem korldtos intervallumokként értelmeziink. Legyen r > 0 pozitiv szam, ekkor

(7<)
) +00 )
r
(=)
—00,—— | .
r
Vildgos, hogy a fenti jelléssel, ha r > 0 kicsi és © € K, (4+00), akkor z ,kozel van” a +oo-hez.

Tovabbé az is kénnyen ldthaté, hogy egy (a,,) sorozat A € R (véges vagy végtelen) hatdrértékének
fogalma a fenti kornyezetek segitségével egyszertien definidlhaté az aldbbi mddon.

K, (400)

K, (—0)

93
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4.1. Definicié. Az (a,,) sorozat hatérértéke A € R, ha
Ve > 0 szdmhoz létezik N € N kiiszobindex, melyre Vn > N esetén a, € K.(A).

Bevezetjiikk még egy a pont r > 0 sugard Un. kipontozott kornyezetét, mely az a-n kiviili pontokat
tartalmazza az r sugaru kornyezetbdl, vagyis

K.(a) = (a—r,a)U(a+7), haaeR,

K, (+00) = K, (+o0)= (i,+00>,

=

N

2

I

=

N

2

I
b

8

|

Nl

4.2. Definicié. Legyen H C R tetsz6leges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy a € R pont torldddsi
pontja H-nak, ha .
minden r > 0 esetén K,.(a) N H # 0,

vagyis ha az a pont tetszoleges kdrnyezete tartalmaz tole kiillonb6zé H-beli elemet.
Egy H C R halmaz torléddsi pontjainak halmazdt jellje H'.

Konnyen lathaté, hogy haa € H', akkor a € H ésa ¢ H is eléfordulhat (pl. a = 400 vagy a = —o0
is lehet). Ha H = N, akkor H' = {400}, tovabba ha H = [a, b], akkor H' = [a, b]. Masrészt, ha H
véges halmaz, akkor meggondolhaté, hogy H' = ().

Az aldbbi éllitas a torlédéasi pont egy fontos ekvivalens definicidjat fogalmazza meg.

4.3. Allitas. Legyen H C R tetszbleges halmaz, a € R. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) a€ H;
(ii) létezik olyan (h,) C H H-beli sorozat, melyre h, # a, n € N és h,, — a.
Bizonyitds. (i) = (i1): Tegyiik fel, hogy a € H' teljesiil. Legyen
hn € K1(a)NH

tetszOleges elem — ilyen a torldédasi pont definicidja alapjan létezik. Vilagos, hogy az igy kapott
(hyn) sorozat kielégiti a kivanalmakat.

(i) = (i): Mivel h,, — a, ezért Vr > 0 esetén létezik N € N, hogy minden n > N esetén
hn € K.(a). A feltételek miatt n > N esetén h, € K,(a) N H is teljesiil, ezért ¥r > 0 esetén
KT(a) N H # (), igy a valéban torléddsi pontja H-nak. O

4.2. Filiggvény hatarértéke
Vizsgédljunk meg harom, egymashoz nagyon hasonlé fiiggvényt!

Legyen
fi:R=R filz) =z +2,

fo i R\{2} 5 R fo(w) = £p = 2042 _ 4y o

x+2, hax#2 ,
f3:R—=R f3(x) ::{ 1, ha o = 2. abra)

A fiiggvények a := 2 pont koriili viselkedésére vagyunk kivéancsiak. Az f; fliggvény esetén jol lat-
haté, hogy ha x kozel van a 2-hoz, akkor az fi(x) = x4 2 értékek kozel esnek a 4-hez, amely éppen
f1(2).

Az fo fiiggvény ugyan nincs értelmezve a 2-ben, de ha z kozel van a 2-hoz, az fo(x) = x+2 értékek
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4.1. abra.

egy szam, ebben az esetben a 4 koriil keveset ingadoznak.
Az f3 fiiggvény a 2-ben is értelmezve van. Ha x kozel van a 2-héz (de x # 2), akkor az f3(x) = 42
értékek (az fi és fo fiiggvényhez hasonléan) a 4 koriil keveset ingadoznak (fiiggetleniil attdl, hogy

f2)=1).
A példakban tapasztalt jelenségek nyoman alakitjuk ki a fliggvény hatarértékének fogalmat.

Az f fiiggvény a pontbeli hatarértékének fogalmat olyan pontokra értelmezziik, melyek ,elég kozel”
vannak az értelmezési tartomdnyhoz, de annak nem feltétleniil elemei — vagyis melyek D(f)’-ben
vannak.

4.4. Definicié. Legyen [ :R — R és a € D(f)" az értelmezési tartomany egy torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke a-ban az A € R pont, ha

Ve > 0 esetén 39 > 0, hogy ha = € Ks(a) N D(f), akkor f(z) € K.(A),

vagyis a-hoz .elég kozeli” (értelmezési tartoméanybdl valé) pontok esetén a fliggvényértékek kozel
vannak A-hoz.
Jelolésben:
lim f = A vagy lim f(x) = A.
a T—ra

Fontos megjegyezniink, hogy amennyiben a € D(f) ND(f), vagyis a az értelmezési tartomanynak
is eleme, a definicié nem fiigg a fiiggvény a-ban felvett helyettesitési értékétél, f(a)-t6l!

Tovébbd, azért koveteltitk meg, hogy a az értelmezési tartomdany torloddsi pontja legyen, hogy igy
(barmely § > 0 esetén) a Ks(a) N D(f) tartalmazzon (legalabb egy) = elemet.

4.5. Feladat. Fogalmazzuk meg a fenti definicié Gsszesen 9 speciilis esetét aszerint, hogy a € R,
a = +00 vagy a = —oo, illetve A € R, A = 400 vagy A = —oo!

Nézziik meg példaként az a € R, A € R esetet! A definicié az aldbbi formét 6lti:

liénf =A==

Ve > 0-hoz 30 > 0, hogy ha = € (a — §,a + 0) N D(f), © # a, akkor f(z) € (A—¢e, A+e).
Nézziik meg az a € R, A = 400 esetet is! A definicié az aldbbi formét olti:

lim f = 400 <=
1
Ve > 0-hoz 30 > 0, hogy ha = € (a — d,a + 0) N D(f), = # a, akkor f(x) > =

(Vilagos, hogy itt € helyett K > 0-t és f(x) > K-t is irhattunk volna.)
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A fejezet elején 1év6 példaban
hgn fi= hgnfz = hgn fz3=2.
Példa végtelen hatarértékre:
1

lim — = co.
x—0

A kovekez6 fontos tétel a fliiggvényhatarérték fogalmat ,viszi at” sorozathatarérték fogalméara —
ezért a neve Atviteli elv.

4.6. Tétel (Atviteli elv fiiggvényhatarértékre). Legyen f:R — R, a € D(f)" és A € R. Ekkor az
alabbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) im f = A;
(i) minden (z,) C D(f), vn # a (n € N), x,, = a sorozat esetén f(x,) — A.

Bizonyitds. (i) = (ii): Legyen (x,) C D(f), xn # a, , — a tetszbleges sorozat (ilyen 1étezik
a € D(f) és aH Allités miatt!). Legyen adva e > 0. Mivel (i) szerint lim f = A, ezért a definicié

alapjan
e > 0-hoz 1étezik § > 0, hogy ha 2 € K;(a) N D(f), akkor f(z) € K.(A). (4.1)
Node z,, — a miatt
0 > 0-hoz létezik N € N, hogy Vn > N esetén z,, € Ks(a).

Mivel a feltétel szerint x,, # a, z, € D(f) is teljesiil, ezért n > N esetén z, € Ks(a) N D(f), és

igy (1) miatt
f(xn) € Ke(A), n > N.

Tehat adott e-hoz taldltunk olyan N € N kiiszobindexet, hogy n > N esetén f(x,) € K.(A), ezért
flz,) — A teljesiil.

(i1) = (i): Tegyiik fel, hogy (i%) teljesiil. Indirekt tegyiik fel, hogy f-nek A nem hatérértéke a-ban.
Ekkor

1 .
Je > 0, hogy minden — > 0 esetén taldlhaté olyan z,, € K1 (a) N D(f), melyre f(z,) ¢ K.(A).
n n

Igy kaptunk egy (z,) C D(f), &n # a, Tn — a sorozatot (hiszen z,, € K%(a)), melyre f(x,) » A
(hiszen f(x,) ¢ K.(A) minden n-re), ami ellentmond (4i)-nek. O
4.7. Kovetkezmény. Adott pontbeli fiigguényhatdrérték egyértelmd. Tehdt

liénf:A és lignf:B:>A:B.
Bizonyitds. Kovetkezik a és Megjegyzésekbdl és a Tételbdl. O

4.8. Példa. Egyszerii példa olyan fiiggvényre, amelynek nem létezik hatarértéke egy pontban, az
el6jelfiiggvény, azaz legyen

—1, hax<0,
f(z) =sgn(z) = 0, hax=0,
1, hax>0.

Ennek az a = 0 pontban nincs hatarértéke, hiszen ha x, = % — 0, akkor f(z,) =1 — 1, viszont
ha z, = f% — 0, akkor f(z,) = —1 — —1. Viszont konnyen lithatd, hogy ez a fiiggvény sem
steljesen csinya”; mert rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsdggal. Ha x,, > 0, z,, — 0, azaz az ()
sorozat jobbrdl tart az a ponthoz, akkor f(z,) =1 — 1. Hasonlbéan, ha z,, < 0, ,, — 0, azaz az

(xy,) sorozat balrdl tart az a ponthoz, akkor f(z,)=—-1— —1.
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Az Atviteli elv egy kovetkezménye, hogy fiiggvények véges hatarértékére megfogalmazhatunk a
sorozat konvergencidjéval analég médon Cauchy-kritériumot (1d. a[3.36] Tételt).

4.9. Tétel (Cauchy-kritérium fiiggvényhatarértékre). Legyen f: R — R, a € D(f)'. A kovetkezdk
ekvivalensek.

(i) Létezik lim f = A € R.

(ii) Bdrmely € > 0 szdmhoz taldlhaté olyan § > 0, hogy minden x,y € Ks(a) N D(f), esetén
[f(z) = fly)l <e.

Bizonyitds. (i) = (i1): Tegyiik fel, hogy létezik lim f = A € R. Ez azt jelenti a hatdrérték

definiciéja szerint, hogy

Ve > 0-hoz 36 > 0, hogy Y € Kjs(a) N D(f) esetén |f(z) — A| < g

Igy ha z,y € K5(a) N D(f), akkor
€

226.

€

(@) = fy)l < [f(2) = Al +]A = fly)l < 5 +

(i) = (¢): Legyen (z,,) C D(f), xn # a, , — a. Ekkor a sorozathatarérték definiciéja alapjin
¥ > 0-hoz AN € N, hogy ¥n > N esetén z,, € Ks(a) N D(f).

Legyen € > 0 adva. A (ii) feltételbdl kapjuk, hogy ehhez létezik megfelel6 6 > 0 szam. Valasszunk
d-hoz az elbbiek szerinti N kiiszobindexet! Ekkor (i) alapjdn

n,m > N esetén x,,z, € Ks(a) ND(f) = |f(zn) — f@m)] <e.

Tehét erre az (x,,) sorozatra (f(z,)) sorozat Cauchy-sorozat, igy létezik lim f(z,) véges hatarérték.
Azt kell meggondolnunk, hogy kiilénboz6 (x,,) sorozatokra nem kaphatunk kiilénb6zé hatérérté-
keket (tehdt minden esetben ugyanaz az A szdm lesz a hatdrérték). Legyen (x,,) C D(f), z, # a,
xn, — a sorozat — ehhez taldlhaté A € R, hogy f(z,) — A. Hasonldan, legyen (z,) C D(f), zn # a,
Zn — a. Az el6z6ek alapjan ehhez is taldlhaté B € R, hogy f(z,) — B.

Ekkor ,0sszefésiilve” az (x,,) és a (z,) sorozatot kapjuk, hogy az aldbbi sorozat

L1y 21y X2y 22y «+ -y Tpy Zpy o -
a-hoz tart. Az el6z6ek alapjan kovetkezik, hogy

f(x1)7 f(zl)y f(xQ)v f(22)ﬂ cey f(xn)7 f(zn)7

sorozat Cauchy-sorozat, azaz konvergens. Mivel a paratlan index{i részsorozata A-hoz, a péros
indexii B-hez tart, ezért a Allitas miatt A = B. O

A fiiggvényhatarérték és miiveletek kapcsolata kénnyen meggondolhaté az Atviteli elv és a soro-
zathatarérték és miiveletek kapcsolatardl tanultak alapjén (1d. Allitas).

4.10. Allitas (Fiiggvényhatarérték és miiveletek). Legyenek f és g valds fiigguények, legyen a €
€ (D(f)ND(g)), és A, B € R. Tegyiik fel, hogy

limf=A és limg = B.

FEkkor
Jlim |f| = |A],
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tovabba
Ilim(f +g) = A+ B, ha A+ B értelmes;
Jlim(f-g) = A-B, ha A- B értelmes.

Ha g # 0 az a eqy kipontozott kornyezetében, akkor

. f A A
31 ~) == — ért )
1¢11n<g 5 ha iz értelmes

Az A és B kézotti miveleteket a. Allitds alapjdn értelmezziik.

Bizonyitds. A bizonyitdsok adédnak a Tételbél és a Allitasbol. Példaként nézziik meg
az f + g hatdrértékének esetét! A Tétel szerint elég megmutatni, hogy

ha (z,) C D(f) N D(g), zn # a,z, — a akkor (f + g)(x,) > A+ B.
Mivel 1i£n f=Aés h}zn g = B, ezért a @ Tétel alapjan igaz, hogy minden ilyen sorozatra
f(zn) = Aés g(z,) = B.
Alkalmazva a Allitast kapjuk, hogy ha A + B értelmes, akkor
Hm(f +g)(zn) = lm (f(zn) + g(zn)) = A+ B.
O

A késébbiekben latni fogjuk, hogy az f o g kompozicié-miivelet nem viselkedik ilyen jél a fiigg-
vényhatarértékre nézve.

4.3. Filiggvény folytonossaga

Legyen f1 : R —» R fi(x) := z, a := 2. Egy mésik fiiggvény pedig legyen fo: R — R,

1, ha x <2
fo(z) =< 2, haz=2 (4.2l dbra)
3, hax>2
@ |y ; f,(2)
2 2
4.2. ébra.

Léthatd, hogy az fi fiiggvény olyan, hogy ha z kozel van az a := 2 ponthoz, akkor az fi(z) =z
fiiggvényértékek is kozel lesznek az f1(2) = 2 értékhez. Ugyanezt nem mondhatjuk el az fo fiige-
vényrél. Akdrmilyen x szdmot vesziink is, amely kozel van az a = 2 ponthoz (x # 2), az fo(x)
fiiggvényértékek elég tdvol lesznek az f2(2) = 2 szamtdl (biztosan %—nél tavolabb). Az f; fiiggvény
viselkedése nyomén fogalmazzuk meg a folytonossig fogalmaét.
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4.11. Definicié. Legyen f: R — R és a € D(f) az értelmezési tartomdny egy pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos a-ban, ha

Ve > 0 esetén 36 > 0, hogy ha = € Ks(a) N D(f), akkor f(z) € K.(f(a)),

vagyis a-hoz elég ,kozeli” (értelmezési tartomanybdl vals) pontok esetén a fiiggvényértékek kozel
vannak f(a)-hoz.

Ha H C D(f) olyan részhalmaz, hogy f minden a € H pontban folytonos, akkor azt mondjuk,
hogy f folytonos H-n. Ha H = D(f), akkor azt mondjuk, hogy f folytonos (figgvény).

Figyeljitk meg, miben kiilonbozik ez a definici a fiiggvényhatdrérték [£.4] DefiniciGjatol! Most
megkoveteltiik, hogy a € D(f) legyen — értelmezési tartoményon kiviili pontban nem beszélhetiink
a fiiggvény folytonossdgarol. Mésrészt, a definiciéban szereplé = € Ks(a) N D(f) pont = a is
lehet. Erre azonban trividlisan teljesiil, hogy f(z) = f(a) € K.(f(a)), mivel itt A helyett f(a)
szerepel.

H+e — —~—

¢ A

7
H-€ /
7
/
f‘;‘l -4 N o+

y,

s

4.3. abra. f folytonos xzg-ban, f(z¢) = yo

4.12. Allitas. Ha a € D(f) ND(f), akkor
f folytonos a-ban <= Flim f = f(a).

Bizonyitds. Rogton adddik a[d.4] és Definiciékbél. O

A folytonossag definicidja segitségével a véges helyen vett véges hatarérték fogalma is Ujradefini-
alhaté az aldbbi modon.

4.13. Definicié. Ha a € D(f) N R, akkor

f(@), z#a
A rT=a

)

Jlimf = Ac R < f(z):= { " fliggvény folytonos a-ban.

Ha példdul D(f) intervallum, akkor a € D(f) N D(f) teljesiil minden pontjira.

Egyszertien meggondolhatd, hogy a Dirichlet-fiiggvény egyetlen pontban sem folytonos.

4.14. Megjegyzés. Ha a € D(f) \ D(f)’, akkor a tn. izoldlt pontja D(f)-nek. Kénnyen ldthaté a
definicié alapjan, hogy ilyenkor f mindig folytonos a-ban.
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4.15. Tétel (Atviteli elv fiiggvény folytonossdgdra). Legyen f : R — R és a € D(f). Ekkor az
alabbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) [ folytonos a-ban;
(i) minden (x,) C D(f), x, — a sorozat esetén f(x,) — f(a).

Bizonyitds. Analég médon torténik, mint a [4.6] Tételé.
(i) = (i1): Legyen (x,) C D(f), xn, — a tetszbleges sorozat. Legyen adva € > 0. Mivel (i) szerint
f folytonos a-ban, ezért a definicié alapjan

€ > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy minden = € K;5(a) N D(f) esetén f(x) € K.(f(a)). (4.2)
Node z,, — a miatt
0 > 0-hoz létezik N € N, hogy minden n > N indexre z,, € Ks(a).

Mivel a feltétel szerint x,, € D(f) is teljesiil, ezért n > N esetén z,, € Ks(a) N D(f), és igy (4.2)
miatt

f(zn) € Kc(f(a)), n>N.

Tehdt adott e-hoz taldltunk olyan N € N kiiszobindexet, hogy n > N-re f(z,) € K:(f(a)), ezért
flxn) = f(a) teljesiil.
(i) = (1): Tegyiik fel, hogy (i7) teljesiil. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem folytonos a-ban. Ekkor

1
Je > 0, hogy minden — > 0 esetén taldlhat olyan x,, € K1 (a)ND(f), melyre f(x,) ¢ K(f(a)).
n n

fgy kaptunk egy (x,) C D(f), n — a sorozatot (hiszen z,, € Ki(a)), melyre f(z,) - f(a)
(hiszen f(x,) ¢ K:(f(a)) minden n-re), ami ellentmond (i)-nek. O

4.16. Megjegyzés. Ha a fenti atviteli elvet akarjuk alkalmazni egy a € D(f)\ D(f)’ pontban, akkor
a Allités alapjan nincs olyan (z,) C D(f) sorozat, hogy x, # a, n € N és x,, — a. Ezért a
(#4)-ben csak olyan (z,,) sorozatokat vizsgdlunk, melynek tagjai egy indextdl kezdve megegyeznek
a-val. Ekkor egy indextél kezdve f(x,) = f(a), tehdt f(z,) — f(a) teljesiill. Ezzel beldttuk

a[f.14] Megjegyzést is.
A fiiggvények kozotti miiveletek a folytonossagra is ,, jél viselkednek”.

4.17. Allitas (Folytonossag és miiveletek). Legyenek f és g valds fiiggvények és a € D(f)ND(g).
Tegyiik fel, hogy f és g folytonosak a-ban. Ekkor

|f|7

f+g,

f-gés

g (ha g(a) # 0)

is folytonosak a-ban.

Bizonyitds. A bizonyitasok adodnak a Tételbél és és a sorozatok kozotti miiveletekrél tanul-
takbodl. Példaként nézziik meg az f - g folytonossdganak esetét! A Tétel szerint elég megmu-
tatni, hogy
ha (z,) C D(f) N D(g),z, — a akkor (f - g)(xn) = (f - g)(a).
Mivel f és g folytonosak a-ban, ezért a[£.15] Tétel alapjdn igaz, hogy minden ilyen sorozatra
f(@n) = f(a) és g(zn) = g(a).
Alkalmazva a Allitast kapjuk, hogy

Hm(f - g)(xn) =1m (f(zn) - g(zn)) = f(a) - g(a) = (f - 9)(a).
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4.4. Hatarérték, folytonossag — és kompozicié

Az el6z6 fejezet utolso tétele a folytonossag és fiiggvények kozotti miiveletek kapcesolatardl a fligg-
vényhatarértékre vonakozd megfelelo tétel analogonja. Van azonban a fliggvények kozott lehetséges
miiveletek kozott még egy, a kompozicio (1d. Definicié), melyre folytonossdg és hatérérték
esetén lényegesen kiilonbozo tételeket kell megfogalmaznunk. Kezdjiik a folytonossag és fiiggvények
kozotti kompozicié kapcsolataval.

4.18. Tétel (Folytonossdg és kompozicid). Legyenek [ és g valds figgvények, és tegyiik fel, hogy
g folytonos az a € D(f o g) pontban, f pedig az g(a)(€ D(f)) pontban. Ekkor f o g folytonos az a
pontban.

Bizonyitds. Az allitast legegyszeriibben a Atviteli elv segitségével bizonyithatjuk. Legyen
Tn — a, (x,) C D(f o g) tetszbleges sorozat. A ¢ fiiggvény a-beli folytonossigéra vonatkozd
atviteli elv alapjan g(x,) — g(a). Az f fiiggvény g(a) pontbeli folytonossagat kihasznélva

(fog)(wn) = f(g(xn)) = f(g(a)) = (f 0 g)(a),
amibol az éllitas kovetkezik. O
Probéljuk meg megfogalmazni a fliggvényhatarértékre vonatkozo, fentinek megfelel$ &llitast!

Hamis Allitds. Legyenek f és g valds fiiggvények, a € D(f o g)’. Tegyiik fel, hogy Ilimg = b és
Ellignf = c¢. Ekkor

Jlim(fog) =c

Egy nagyon egyszerti példdn megmutathatd, hogy a fenti allitds nem igaz! Legyen

g(x) = {O’ z7 1,

3, z=1.
)1,z #0,
J(@):= {2, z=0.
Ekkor
)2, x#£1,
(fog)w) = {1, "

Legyen a = 1. Ekkor Jlimg =b=0, Elill)rnlei(l)nf:c: 1, de
a

lign(fog):27éC:1!

A probléma azzal van, hogy a ¢ fliggvény ,nagyon nem injektiv’ az a pont kornyezetében. Ha
megprébalnank a fenti Hamis Allitdst az atviteli elv segitségével bizonyitani, kideriil, ez miért baj.
Legyen (z,) C D(fog), n # a, T, — a tetszbleges sorozat. Ekkor a[d.6] Tétel alapjan g(z,) — b.
Ebbdl azonban nem kovetkezik (feltétleniil), hogy (fog)(xn) = f(g(xn)) — ¢ — ugyanis nem biztos,
hogy g(z,) # b (legalabb egy indextél kezdve) teljesiil! Epp ez a probléma az elébbi példaban is.
A kovetkezd tétel a helyes allitast fogalmazza meg.

4.19. Tétel (Hatarérték és kompozicid). Legyenek f és g valds figgvények, a € D(f og)’. Tegyiik
fel, hogy Alim g = b. Ekkor az aldbbi 1. és 2. dllitasok barmelyikébdl kovetkezik, hogy

Hli;n(fog) =c
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1. b e D(f) és f folytonos b-ben, f(b) =c;
2. b e D(f) és Ellilr)nf =: ¢, tovdbbd a-nak létezik olyan K(a) kornyezete, hogy g(x) # b, ha
x e K(a) (pl. g injektiv/szigorian monoton az a egy kirnyezetében vagy b = +00).

Bizonyitds. A bizonyitds lényege, hogy mindkét esetben mfiikodik az dtviteli elv. Legyen (x,) C
C D(fog), xn # a, T, — a tetszbleges sorozat. Ekkor a Tétel alapjan g(x,) — b. Tovabba:
1. Mivel f folytonos b-ben, ezért (f o g)(x,) = f(g(zn)) — f(b) =c.

2. Mivel z,, € K(a) egy indextdl kezdve, ezért g(z,) # b teljesiil elég nagy n-re. Igy ismét alkal-
mazva a Tételt, liiIlf = ¢ miatt kapjuk, hogy (f o g)(zn) = f(g(zn)) — ¢ O

4.5. Jobb és bal oldali hatarértékek

4.20. Definicié. Egy a € R szam r > 0 sugard bal oldali kérnyezetén a

K (a):=(a—rd

r

intervallumot értjiik. Az r sugart jobb oldali kérnyezetén a

K't(a) :=[a,a+T)

T

nyilt intervallumot értjiik. A +oo-nek csak bal oldali, a —oo-nek csak jobb oldali kérnyezeteit
értelmezziik — ezek megegyeznek az eredeti kornyezetekkel, vagyis

77+OO )
r

Kf (o0 = Ky (-o0) = (=o0-1)).

r

K, (+00) = Ky (+00)

4.21. Definicié. Egy a pont r > 0 sugart kipontozott bal/jobb oldali kérnyezetein azon halmazo-
kat értjiik, melyek az a-n kiviili pontokat tartalmazzdk az r sugari bal/jobb oldali kérnyezetbdl,
vagyis

K (a) = (a—ra), haa€eR,
Kt(a) = (a,a+7), haa€R,
. 1
Rr (o) = B (hoe) = (Fo400)

4.22. Definicié. Legyen H C R tetszéleges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy a € R pont bal (jobb)
oldali torloddsi pontja H-nak, ha

minden r > 0 esetén K (a) N H # 0 (K (a) N H # (),

vagyis ha az a pont tetszéleges bal (jobb) oldali kérnyezete tartalmaz téle kiilonbz6 H-beli elemet.
Egy H C R halmaz bal ill. jobb oldali torlédasi pontjainak halmazdt jelolje H ill. H, .

4.23. Megjegyzés. Kénnyen meggondolhatd, hogy H' C H' és H. C H’', de a forditott irdnyu
tartalmazdsok nem &llnak fent feltétleniil! Példdul, H = (a,b) esetén a € H', de a ¢ H' .

Az aldbbi 4llitds a bal/jobb oldali torléddsi pont fontos ekvivalens definiciéjdt fogalmazza meg.
4.24. Allitas. Legyen H C R tetszbleges halmaz, a € R. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) a€ H (a € H);
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(i1) létezik olyan (h,) C H sorozat, melyre h,, < a (hy, >a), n € N és h,, — a.
Bizonyitds. Ld. mint a Allitas bizonyitésa. O
Most definidljuk f fiiggvény a pontbeli bal/jobb oldali hatdrértékének fogalmat.

4.25. Definicié. Legyen f: R — R és a € D(f)_ (a € D(f)!,) az értelmezési tartomany egy bal
(jobb) oldali torlédési pontja. B
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény bal (jobb) oldali hatdrértéke a-ban az A € R pont, ha

Ve > 0 esetén 38 > 0, hogy ha = € K (a) N D(f) (z € K (a) N D(f)), akkor f(z) € K.(A).
Jel6lésben:
(llifl(l)f = A vagy 1(iLIPf = A vagy wgglof(x) = Aill
iii%f = A vagy lirff = A vagy wiianwf(x) = A.

Vildgos, hogy +oo-ben csak bal oldali, —oo-ben pedig csak jobb oldali hatarértéket értelmezhetiink.

4.26. Allitas. Legyen f:R — R ésa € D(f)_ ND(f),. Ekkor
thnf <= El,lllf%f’ El(llli%f és (lllf%f = Ef(l)f.
Bizonyitds. Azonnal adédik a definiciébdl. O

4.27. Példa. ) )
lim ~ =400 # —0o = lim — = #lim ~

z—0+ 2 z—0— T z—0 X
A bal/jobb oldali hatdrérték definici¢jdhoz hasonlé mdédon értelmezhetjiik egy fiiggvény balrdl

ill. jobbrdl vald folytonossagat.

4.28. Definicié. Legyen a € D(f)_ ND(f) (a € D(f). N D(f)). Azt mondjuk, hogy f balrdl
(jobbrdl) folytonos a-ban, ha

Slim f = f(a) Glim f = f(@).
4.29. Feladat. Fogalmazzuk meg a fiiggvény bal/jobb oldali hatdrértékére ill. folytonossiagira
vonatkozé dtviteli elvet!

4.30. Tétel (Monoton fiiggvények hatdrértékérdl). Minden monoton figguvénynek az értelmezési
tartomdnya minden bal (jobb) oldali torldddsi pontjdban létezik bal (jobb) oldali hatdrértéke, még-
pedig :

1. ha f monoton névd, akkor

limf = sup 7 (4.3)
a0 (—00,0)ND(f)
li = inf ,
U P
2. ha f monoton fogyd, akkor
lim = inf ,
a—0 f (=00,a)ND(f) !

limf = sup f-
a+0 (a,+00)ND(f)
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Itt

supf = sup{f(z):z€ H},

H

ir}llff = inf{f(z):x€ H}.
Bizonyitas. A (4.3]) esetet bizonyitjuk, a tobbi hasonléan meggondolhatd.
Legyen

A= sup I
(=00,a)ND(f)

Be kell latni, hogy lir% f 1étezik és = A. Legyen € > 0 tetszbleges. A szuprémum definiciéja miatt
an

Ja’ € (—00,a) N D(f) : f(2) € K.(A)
(ha A véges, akkor A — e < f(2') < A). Mivel f monoton névé, ezért
ha 2’ < x <aésxeD(f), akkor f(z') < f(z) < A= f(x) € K.(A).
Nyilvédn 35 > 0, melyre (2/,a) = K; (a) (ha a € R, akkor § := |a — 2’|). Ezzel a § valasztdssal
z€ K5 (a)ND(f) (& 2’ <z <a,z€D(f)) esetén f(r) € K.(A),
tehét (llif%f = A. O

A bal és jobb oldali hatdrérték segitségével osztalyozhatjuk egy fiiggvény értelmezési tartomanys-
nak azon pontjait, melyekben nem folytonos.

/.

\ J

4.4. dbra. Elséfaji szakaddsi hely - ugréds (f(xo) = 0)

4.5. dbra. Megsziintethetd szakadasi hely (f(xo) = 0)
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4.31. Definicié (Szakadési pontok osztalyozdsa). Ha a € D(f) olyan pont, hogy f nem folytonos
a-ban, akkor a szakaddsi pontja f-nek.
Az a € D(f)Y ND(f) az f elsbfaji szakaddsi pontja, ha

Htlllf%f’ Hilzlftl)f eR.
Ilyenkor
wi=|lim f —lim /|

az f ugrdsa a-ban.
Az els6faju szakaddsi pont specidlis esete a megszintethetd szakaddsi pont, ahol u = 0, vagyis

R 3 lim f = lim f(=lim f # f(a)).
a—0 a+0 a
Az a € D(f) mdsodfaji szakaddsi pont, ha nem elséfaju.

4.32. Megjegyzés. A [L30] Tételbdl rogton adddik, hogy intervallumon értelmezett monoton fiigg-
vénynek barmely szakaddsi pontja csak els6faji lehet, de nem megsziintetheté. (Vildgos, hogy a
monotonitds miatt a létezé egyoldali hatérértékek végesek.)

4.33. Megjegyzés. A Dirichlet-fiiggvénynek minden valds szam masodfaju szakadasi pontja.

4.6. Elemi fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

Jelen fejezet tanulmanyozdsdhoz érdemes visszalapozni a fejezethez, és az ott szerepld
abrékhoz!

4.34. Allitas. A(2.2.1, fejezetben felsorolt hatvanyfiiggvények folytonosak.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Atviteli elvet! Legyen z,,, z € D(id") (n € N), z,, — = tetszOleges
sorozat. Be kell latni, hogy
id"(zp,) = 2, — id"(z) = a".

Ez kovetkezik a[3.58 Allitasbol. 0

A hatvanyfiiggvények folytonossdga miatt hatarértékeiket elegendé az értelmezési tartoméanyon
kiviili torlédasi pontokban meggondolni.

4.35. Allitas. Ha n pdros, akkor

limid"” = Em id™ = 400,
limid™ = limid ™" =0,
—00 +oo
lién id™ = +oo.
Ha n pdratlan, akkor
limid™ = —oo, Em id" = 400,
limid™™ = limid™" =0,
—00 —+oo
limid™" = —o0, limid™" = +o0.
0— 0+

Tovdbbd, ha r € R tetszbleges, akkor az R -on értelmezett id" fiigguényre

1+im id" = 400, r>0,
limid" = +4oo, limid" =0, r<O0.
0+ +oo



66 NEGYEDIK FEJEZET. FUGGVENYEK HATARERTEKE ES FOLYTONOSSAGA

Bizonyitds. Adédik a ‘ Atviteli elvbél és a fliggvények szigord monotonitasabol a megfelel6
intervallumokon, 1d. a|3.56} Allitasnak a hatvanyozds és rendezés kapcsolatardl szolé részét. O

4.36. Allitas. Bdrmely a >0, a # 1 esetén az exp, exponencidlis fiiggvény (Id. (2.1)) folytonos.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Atviteli elvet! Legyen x € R, x,, — z tetszbleges sorozat. Be kell
latni, hogy
exp,(xn) = a®* — exp,(x) = a”.

Ez adddik a|3.57 Kovetkezménybdl. O
4.37. Allitas. Bdrmely a > 0, a # 1 esetén a log, = (exp,)~! logaritmusfiiggvény folytonos.
Bizonyitds. Kovetkezik a m Tételbél (folytonos fiiggvény inverze is folytonos). O

Az exponencidlis és logaritmusfiiggvények folytonossidga miatt hatarértékeiket elegend6 az értel-
mezési tartomanyon kiviili torlédasi pontokban meggondolni.

4.38. Allitas. Bdarmely a > 1 esetén

lmesn, = linlog, = o
131;1 exp, =0, %If log, = —o0.
Barmely 0 < a < 1 esetén
1_11;} exp, = 16111 log, = +o0,
EIOI.} exp, =0, EIOI.} log, = —oc.

Bizonyitds. Adédik a Atviteli elvbél és a fliggvények szigori monotonitdsabdl, 1d. a Al
litasnak a hatvanyozas és rendezés kapcsolatardl szolo részét. O

4.39. Allitas. A . fejezetben felsorolt trigonometrikus fiigguények és inverzeik folytonosak.
Bizonyitds. A dbra alapjan beldthaté |z| < F-re (|z| > F-re pedig trivialis), hogy
[sinz| < |z|, z€R.

A Atviteli elvet alkalmazzuk. Legyen x € R és x,, — x tetszdleges sorozat. Ekkor felhasznalva,
hogy |cos| < 1, kapjuk:

. . Tn + T . Ty — X . Iy — X
" — =12. . <
|sin x,, —sinx| = |2 - cos sin < 2 |sin
2 2 2
A fenti egyenlGtlenség alapjan
Tp — T
|sinz,, —sinz| <2 |—* = |z, — 2| =0, (4.4)

és ezt akartuk belatni.
Mivel
LT
cos T = sin (5 — x) ,

ezért a Tétel miatt cos is folytonos. A tg és ctg fliggvények igy két folytonos fliggvény
hdnyadosaként dllnak el8, ezért folytonosak (1d. a Allitést). A trigonometrikus fiiggvények
inverzeinek folytonossdga pedig a [1.52} Tételbdl adédik. O

Konnyen meggondolhatd, hogy a sin és cos fliggvényeknek nincs hatdrértékiik +oo-ben. Azonban
érvényesek az aldbbiak:
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4.40. Allitas.

lim tg=+o0, lim tg= —o0, k€Z,
T4 k-0 T 1 k7m40
lim ctg = —o0, lim ctg = 400, k € Z,
km—0 km+0
limarctg = —~,  limarctg = —
lim arctg = —3, lim arctg = 7,
lim arcctg = r, lim arcctg = 0.
—0o0 +oo

4.41. Allitas. A . fejezetben felsorolt hiperbolikus fligguények és inverzeik folytonosak.

67

Bizonyitds. A hiperbolikus fiiggvények folytonossédga adddik az exp fiiggvény folytonossagabol és

a4.17 Alh’té,sbél, az inverzeik folytonossaga pedig a Tételbdl.
4.42. Allitas.

limsh = —o0, 1+im sh = +o0,
lim ch 1+im ch = +o0,
lim th lim cth = —1,
limth = limcth=1,
“+oo “+oo
lim cth = —o0, lim cth = +o00.
- 0+

Bizonyitds. A sh esetét bizonyitjuk, a tobbi hasonléan megy. Felhasznaljuk az

tarértékeit.
. . et —e™ " 0— o0
lim shx = lim = = —00.
T—>—00 T——00 2 2
4.43. Allitas.
lim arsh = —o0, lim arsh = 400,
—00 —+oo

lim arch = +o0,
+oo

lim arth = lim arcth = —oo,
—1¥0 —120
limarth = limarcth = oo,
1-0 140
limarcth = limarcth =0.
—00 +oo

Bizonyitds. Adédik a megfeleld inverzfiiggvények hatdrértékeibol.

O

exp fliggvény ha-
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4.7. Nevezetes fiiggvényhatarértékek

Az aldbbi nevezetes fliggvényhatarértékek bizonyitdsa mind adédik a[d.19} Tétel megfelels szerep-
osztassal valé alkalmazasdbol.

1.

8=

lim z= =1.

Tr—r—+00

Bizonyitds. A Tételt alkalmazzuk. Legyen x, — oo tetszbleges sorozat, és tegyiik fel,
hogy x,, > 1 (egy indextdl kezdve ez biztos teljesiil). Ekkor

([2a]) T < (2)50 < ([2] + 1) FoT .

A bal ill. jobb oldalon az (nﬁrl) ill. ((n+1)#) egy-egy részsorozata all, melyek 1-hez tartanak.
fgy (2,)7% — 1, amibdl az allitas kovetkezik. O

lim z® = 1.
x—0+

Bizonyitds. Mivel tetszbleges x,, — 0+ esetén - — 400, ezért az 1. pont alapjan

x

1\*" 1
(1) -
l.n xnn

igy o — 1 is teljesiil. A[L.6] Tétel alapjén kész. O

log, x

xgrfoo " =0 (p,c>0,c#1).

Bizonyitds. Vildgos, hogy ha p > 0, akkor lim,_,o, 2P = +o00. Alkalmazva a [£.19] Tétel 2.
pontjat és az 1. nevezetes hatarértéket kapjuk, hogy

lim (xp)ﬂ%” =1.
T—r—+00

Kihasznélva a log, fiiggvény folytonossdgét és a Tétel 1. pontjat,

. a1 ) log, P plog,. x
P\or — c — £ =
:EEIEOO 10gc($ ) ' a:grfoo xP a:EIJIrloo xP IOgC 1 0.
EDbbdl p-vel valé osztas utan kovetkezik az allitas. O
4.
im =0 1 0
r—1>Ifooa7_ (GE( ,+OO),q> )

Bizonyitds. A fenti 3.-at p := % és ¢ := a szamokra alkalmazva kapjuk, hogy

) log,,
lim g[f =0.
=400 4y

: . . v _ - ) . .
Tudjuk, hogy a > 1 miatt ﬂchm a® = +oo0. A Tétel 2. pontjat felhasznilva

—+o00

1 x
lim %8a @ _ lim x

=0.
T—>+00 (az)% r—+00 (az)

Q=
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Mivel lim,_,o 2?7 = 0, ezért a[f.19] Tétel 1. pontja alapjan — tulajdonképpen a fenti hatérérték
q. hatvanyat véve —,

q
. T . x?
lim T = lim — =0.
x—+00 (az)g rz—+oco q¥

li P = 1).
Jim z¥log,z 0 (p,ec>0,c#1)

Bizonyitds. Ha @ — 0+, akkor 2P — 0+ is teljesiil. Felhaszndlva 2.-t és a [£.19] Tétel 1.
pontjat, kapjuk:

lim (zP)*" =1.

r—04

Ismét alkalmazva a [£.19] Tétel 1. pontjit és a log, fiiggvény folytonossagat,

: D P 1 p . P — 1 P . — =
lim log,(zP)" = xlir(r)ler log, x zg%l+p z? -log,x =log,.1 = 0.

x—0+
Innen p-vel osztva kapjuk a kivant egyenloséget. O
6.
1 x
lim (1 + ) = e,
r——+o0 x
1 x
lim (1 + ) = e
T——00 T

Bizonyitds. A fejezet 9. pontjanak bizonyitasdban meggondoltak szerint kovetkezik. [J

1
t

th_r)ré(l +t) e.

Bizonyitds. Legyen t,, — 0 tetszOleges sorozat. Ekkor az (i) sorozat vagy +oo-hez tart, vagy
—oo-hez, vagy két olyan részsorozatbdl all Gssze, melyek egyike +o0o-hez, a méasik —oo-hez

tart. A 6. pont alapjan ezért

és ezt kellett megmutatni. O

. log (14+1t) 1
e = e (€2 0eF D),

Bizonyitds. Mivel log, folytonos, ezért alkalmazva a [£.19] Tétel 1. pontjét és a fenti 7. ha-

tarértéket: log (1 4+ 1) )
. I 08, +t _ -
tlgr(l)logc(l—kt) N }E}I’(l) t = logee = Ine’
O
> 1 1 1
m el 08 (a,c>0,c#1).

T—a T —a a-lnc
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70
Bizonyitds. Vilagos, hogy
T —a <= r_ 1—0.
a
A [L19] Tétel 2. pontja és a fenti 8. hatdrérték alapjan
. log (I+2—-1) log, x — log.a 1
lim ———*——=lima- ——>— = —.
z—a T-1 z—a T —a Inc
Ebbdl a-val osztva adddik az allitas.
10.
im &L — e (e>0,c41)
lim ——=Inc (c ,C .
Bizonyitds. Vilagos, hogy
=0 c"—-1—=0.
A Tétel 2. pontja és a fenti 8. hatdrérték alapjdn
. log (1+c¢*—1) ) x 1
lim —=%———72 = lim S
z—0 c—1 z=0c®—1 Inc
Ebbdl reciprokot véve adddik az allitas.
11. N "
lim &~ = . Inc (c>0,c#1).

Bizonyitds. Vilagos, hogy
T —a<=z—a—0.

A Tétel 2. pontja és a 10. hatdrérték alapjin

e | . 1 & —c*
lim ——— = lim — - =Inec.
r—a T — a r—a c® T —a

Ebbodl ¢®-nal szorozva adddik az allités.

12. )
. sinz
lim =1
x—0 X
1
.
."\‘-.&:“ { b
b T
-
-1 1 B

4.6. abra.
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Bizonyitds. A 4bra alapjan meggondolhaté, hogy
. 7
sinr < x < tanz, ha0<x<§.

Ebbol
sin x
cosr < — <1
T

adédik, és felhaszndlva a cos fliggvény 0 pontbeli folytonossagat, kapjuk, hogy

sin x
lim =1.
z—0+ X
A
sinz  sin(—x)
r -z
egyenl6ség alapjan
sin x
lim =1
rx—0— X
is igaz, igy az allitast bizonyitottuk. O

4.44. Allitas. Legyen f : R — R, a € D(f) és tegyiik fel, hogy Ilim f = 1. Tegyiik fel tovdbbd,

hogy
Jlim g(z) - (f(z) — 1) =:b.

r—a

Ekkor
e, beR;
Elign fi= lilgnexp =140, b= —o0;
400, b=+cc.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a-nak létezik olyan K(a) kornyezete, hogy f(x) # 1, » €
€ K(a). Vildgos, hogy lim f = 1 miatt K (a)-t 4gy is megvélaszthatjuk, hogy ott f > 0. Ekkor
In f(x)

f(x)g(z) _ eg(:c)Aln f(x) — eg(:c)~(f(1)—1)-f(m),1 = K(CL)

)

A 8. nevezetes hatarérték alapjan
In(1+¢
Jim 20+ 1)
t—0 t

=1

Alkalmazva az_f(x) — 1 bels6 fiiggvénnyel val6 helyettesitést (ez megtehetd, mivel f(z) # 1, z €
€ K(a), 1d. a Tétel 2. pontja) kapjuk, hogy

lim 7111][@) =1.
2 ) -1
Mivel lim g(z) - (f(z) — 1) = b, ezért
r—a
lim f(2)9") = lim RIQCORDE (o= ST’y
T—a T—a y—b

Masrészt, ha f az a-hoz tetszOlegesen kozel felvesz 1-t, akkor sziikségszertien b = 0, f9 pedig az a
kozelében 1, igy a-beli hatérértéke is 1 = e°. O
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4.45. Példa. Szamitsuk ki az

z—=+oo \ & +C

lim <x6>x (ceR)

hatarértéket! A fenti szereposztassal:

J@)=T5 gla)i=a, ai= oo,
tovabba e
zgl}rloof(x):acggloox—&—c:
* T—c 2c-x
lim_g(x) (f<x>—1)=wgrfwx.(x+c_1>_wgg&o 2L e
fey

z—c\”
lim e 2.
z—+00 \ T + C

4.8. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények tulajdonsagaival foglalko-
zunk, ezért az aldbbiakban az f : I — R jelolés alatt mindig D(f) = I-t értiink. Az els6 fontos
eredményt egyszeriibben ugy fogalmazhatjuk meg, hogy egy intervallumon folytonos fiiggvény
grafikonjanak lerajzolasakor ,,nem emeljiik fel a ceruzat”.

4.46. Tétel (Bolzano-Darboux-tétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos figgvény. Ekkor ha u € R
olyan, hogy
fla) <u< f(b) (vagy f(b) <u< f(a)),

akkor létezik c € (a,b), melyre f(c) = u.

F(b) bmmdmm e e Fem-

Fay bt S, D
fla) ¢ <

4.7. dbra. Bolzano-Darboux-tétel

Bizonyitds. Legyen példdul f(a) < u < f(b). Definidljuk a kovetkez6 halmazt:
H:={z€la,b]: f(z) <u}.

Ekkor H # (), ugyanis a € H. Masrészt H feliilrd] korldtos, mivel H C [a,b], tehdt b egy felsd
korlatja. fgy a Fels6 hatar axiémaja miatt H-nak van legkisebb felsé korldtja, sup H € R. Legyen

c:=supH.
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H C [a,b] miatt ¢ € [a,b] teljesiil. A szupremum tulajdonsdgai alapjén

1
Vn e€Nesetén 3z, e H :c— — <z, <c.
n

Az igy kapott (z,) C H sorozatra nyilvdn z, — c igaz. Alkalmazva f-re a Atviteli elvet,
kapjuk, hogy
flan) = f(c).

Mivel f(x,) < u minden n-re, ezért f(c) < w. Indirekt tegyiik fel, hogy f(c) < u. Jelslje

_u— f(0

5 >0,

ekkor u > f(c) +e. Az f fiiggvény c-beli folytonossagat kihaszndlva,
az € > 0 szdmhoz 3§ > 0, hogy = € (¢ — d,c+ 6) N[a,b] esetén f(x) € (f(c) — ¢, f(c) +¢€).

Vélasszunk egy = € (¢, c+3d)N[a,b] szamot! A ¢ = sup H definicié miatt « ¢ H. Mésrészt a fentiek
alapjan

(fle) =e <) f(2) < fle)+e<u

kellene teljesiiljon, amibol viszont x € H kiévetkezik — ez ellentmondas. O

Ennek a tételnek egy fontos kovetkezménye, hogy intervallum folytonos fliggvénnyel vett képe is
intervallum.

4.47. Kévetkezmény. Ha f egy tetszoleges I intervallumon értelmezett folytonos fiigguény, akkor
f Darboux-tulajdonsagu, azaz bdrmely J C I intervallum esetén

f())={f(z):z € J}
intervallum.

Bizonyitds. Legyen f egy I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, és legyen J C I inter-
vallum. Be kell 14tni, hogy f(J) is intervallum, vagyis az intervallum Definiciéja szerint

barmely y1 < u < ya2, y1,y2 € f(J) esetén u € f(J).

Mivel y1 = f(a) és y2 = f(b) valamely a,b € J szdmokra, tovdbbd f : [a,b] — R folytonos (hiszen
[a,b] C J C I), ezért alkalmazhatjuk a Bolzano-Darboux-tételt. Ennek alapjin

Jc € (a,b) C J, melyre f(c) = u,
vagyis u € f(J), és ezt akartuk beldtni. O

4.48. Kovetkezmény (Bolzano-tétel). Ha f olyan, intervallumon értelmezett folytonos fiigguény,
mely felvesz pozitiv és negativ értéket is, akkor f-nek van gydke (nullhelye) az intervallumban.

Bizonyitds. A feltétel szerint léteznek olyan a, b € I szdmok, melyekre f(a) < 0 < f(b). A Bolzano-
Darboux-tétel alapjan Jc € (a,b) (vagy ¢ € (b,a)), melyre f(c) = 0. O

Ha egy halmaz infimuma/szupremuma eleme a halmaznak, akkor azt mondjuk, hogy ez a halmaz
minimuma,/mazimuma. Hasonléan definidlhatjuk egy fiiggvény minimumét/maximumét mint az
értékkészletének megfeleld elemét.

4.49. Definicié. Legyen f: R — R tetszlleges fiiggvény. Ha létezik olyan z¢ € D(f), hogy

Va € D(f) esetén f(x) > f(zo) (L. f(x) < f(x0),

akkor f(xo) az f minimuma (ill. mazimuma).
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4.8. abra. Weierstrass-tétel

4.50. Tétel (Weierstrass-tétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor f-nek van mini-
muma €s marimuma.

Bizonyitds. A Kévetkezmény alapjan R(f) = f([a,b]) intervallum. Jeldlje m := inf R(f) és
M :=sup R(f). Azt kell beldtni, hogy m, M € R(f). Az infimum tulajdonsdgai alapjan

1
Vn € Nesetén Jy, € R(f) :m <y, <m+ —.
n

A kapott (y,,) sorozatra y, — m teljesiil. Mivel y,, € R(f), n € N, ezért léteznek z,, € [a,b], n € N
szémok, melyekre f(z,) = y,. Igy
flzn) = m.

A Xkapott (x,) C [a,b] sorozat korlatos, ezért a Bolzano-Weierstrass-tétel szerint van konver-
gens részsorozata, (xy,). Legyen

d = limz,, € [a,b].
A Atviteli elv alapjn az f fiiggvény d-beli folytonosségabdl adédik, hogy
f(@n,) = f(d) =m,

mivel (f(xy,;)) részsorozata az m-hez tart6 (f(x,))-nek. Ezzel belattuk, hogy f(d) = m € R(f).
Az M esete ezzel analég médon gondolhatd meg. O

4.51. Kovetkezmény. Korldtos és zdrt intervallumon értelmezett folytonos fligguény értékkészlete
korldtos és zart intervallum.

Bizonyitds. Azonnal adédik a[:47] Kovetkezménybdl és a [£.50] Weierstrass-tételbdl. O

A kovetkezo tételben azt gondoljuk meg, hogy milyen tulajdonségi egy (intervallumon értelmezett)
folytonos fiiggvény inverze.

4.52. Tétel (Folytonos fiiggvény inverze). Legyen f egy I intervallumon értelmezett folytonos és
injektiv fiiggvény. Ekkor f szigorian monoton. Tovdbbd, az f~' inverz fligguény

— is intervallumon van értelmezve;
— szigoruan monoton ugyaniugy, mint f;

— folytonos.
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Bizonyitds. Elészor meggondoljuk, hogy ha f folytonos és injektiv, akkor szigortian monoton.
Tegytik fel indirekt, hogy

Jxy, 0,03 € I, 21 < 2 < x3, hogy f(x1) < f(xs) < f(x2),

(az Osszes tobbi ,rossz” eset hasonléan gondolhaté meg).
Mivel [z1,35] C I = D(f) és f(z1) < u:= f(x3) < f(x2), ezért a[1.46] Bolzano-Darboux-tétel
alapjan
dc € (z1,22) : f(c) =u = f(x3).
Ez azonban ellentmond f injektivitasanak, ugyanis ¢ < x3.
Most lassuk be az inverzfiiggvényre vonatkozo allitasokat!

- A Kévetkezmény alapjan D(f~1) = R(f) intervallum.

— Legyenek y1 < ya, y1,y2 € D(f~1) = R(f) szdmok, és tegyiik fel, hogy f szigorian monoton
névo. Ekkor a 16tezd x1,x9 € D(f), f(z1) = y1, f(x2) = y2 szdmokra nyilvan

F7 ) =m0 < a2 = 71 (y2)
teljesiil. A szigorian monoton fogyé eset hasonléan meggondolhato.

— Indirekt tegyiik fel, hogy y az f ' egy szakaddsi pontja. Mivel f~! intervallumon értelmezett
szigordan monoton fiiggvény, ezért a Megjegyzés alapjan y-ban csak elséfaji, nem
megsziintethetd szakaddsa lehet. Ez azonban azt jelentené, hogy R(f~1) = D(f) nem volna
intervallum, ami ellentmondés. Tehat f~! folytonos.

O

Az alabbiakban a folytonossagnak egy fontos specialis esetét definidljuk, amikor egy halmaz pont-
jaiban a folytonossag definiciéja alapjan € > 0-hoz létez6 § nem fiigg a pont helyétol.

4.53. Definicié. Legyen f: R — R és H C D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény egyenletesen
folytonos H-n, ha

Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy =,y € H, |z — y| < 6 esetén |f(z) — f(y)| <e.

4.54. Példa. Az f(r) = z egyenletesen folytonos R-en. Az f(x) = 2 azonban nem egyenletesen
folytonos R-en. Kés6bb latni fogjuk, hogy viszont ez a fiiggvény is egyenletesen folytonos barmely
[a, b] korldtos és zart intervallumon.

4.55. Példa. Az f : R — R fiiggvényt Lipschitz-tulajdonsdgunak mondjuk, ha létezik olyan L > 0
konstans, hogy

[f(@) = fWI<L-lz—yl, xyeD)
Egy Lipschitz-tulajdonsagi fiiggvény egyenletesen folytonos D(f)-en, ugyanis ha e > 0 adott,

g

akkor 0 := ¢ vélasztdssal, z,y € D(f), |z — y| < J esetén

€
[f@) = fl < L-fe—y[ <L 7=
Lipschitz-tulajdonsdgi példdul az id és a sin (1d. a (4.4) becslést x,, = y-ra) L = 1 konstanssal.

4.56. Allitas. Ha f egyenletesen folytonos H-n, akkor folytonos is H-n.

Bizonyitds. Legyen a € H tetszOleges és € > 0 adva. Ekkor az egyenletes folytonossdg definicidja
alapjan
€ > 0-hoz 36 > 0, hogy x,y € H, |x —y| < § esetén |f(x) — f(y)] < e.
Ezzel a 0 vélasztassal, a fentit y = a-ra alkalmazva kapjuk, hogy
|z —a| < 0 esetén |f(z) — f(a)| <e,

ami épp az a-beli folytonossdgot jelenti. O
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A Példaban lattuk, hogy az 4llitds megforditdsa altaldban nem igaz, tehdt van olyan H
halmaz és H-n folytonos fiiggvény, mely nem egyenletesen folytonos. A kdvekez6 tétel azt mondja
ki, hogy ha H korlatos és zart intervallum, akkor ez az eset nem &llhat fenn.

4.57. Tétel (Heine-tétel). Ha f : [a,b] — R folytonos figguény, akkor f egyenletesen folytonos
[a, b]-n.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos [a, b]-n. Ez a definicié alapjin
a kovetkez6t jelenti:

Je > 0, hogy Vo > 0 esetén Jxs,ys € [a,b], |Ts — ys| < 6, melyre |f(xzs) — f(ys)| > €.

Vélasszunk megfeleld z,,, y, € [a,b] pontokat § = % > 0-hoz minden n € N-re! fgy kaptunk olyan
(Zn), (yn) C [a,b] sorozatokat, melyekre

1
Ixn_yn|<ges |f($n)_f(yn)|257 n € N.

Mivel (z,) C [a, b] korldtos sorozat, ezért a Bolzano-Weierstrass-tétel szerint 1étezik konver-
gens részsorozata, (zy,). Legyen
x:=limz,, € [a,b)].

Az |2, — yn| < L miatt (yy,) is konvergens és
r = limyy,,.
A Atviteli elv alapjan az f fiiggvény = pontbeli folytonossagabdl kovetkezik, hogy

flan) = f(2) & fyn,) = f(2),

ami ellentmondas, hiszen

|f(xni)_f(yni)‘267 1€ N.



Otsdik fejezet

Sorok

A sorokra akkor van sziikségiink, mikor végtelen sok szdmot akarunk ¢sszeadni. A sorok tulajdon-
képpen specidlis alaku, véges tsszegekbol 4116 sorozatok. Az aldbbi témakoroket targyaljuk.

— Sor konvergenciaja, Gsszege
— Konvergenciakritériumok sorokra

— Sorok Cauchy-szorzata

5.1. Végtelen sorok

Vegyiink egy 1 méteres rudat. A sorozatokrél szolé fejezetben meggondoltak szerint ha
a rudat félbevdgjuk, majd a félrudat is félbevigjuk, majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és
igy tovabb, akkor a ridhosszaknak

1 1 1

1
57 527 5377 gt

sorozatdhoz jutunk. Most gondoljunk arra, hogy valaki a rid szeletelésénél kapott darabokat 6ssze

szeretné illeszteni, azaz az

L SR
sttt Tt

,,osszeget” szeretné elkésziteni. Akkor az %—hez hozzaragasztja az 2% hosszuségt, igy a kapott riud
% + 2% hosszti lesz; majd ehhez ragasztja az 2% hossztsagit, igy % + 2% + 2% hosszut kap, és igy
tovabb. A kapott Osszegekbdl allo sorozatot fogjuk végtelen sornak nevezni.

5.1. Definicié. Legyen (a,) egy adott sorozat. Készitsiik el az
S1:=ay, So:=ai+ag, S3:=a1+ax+as, ..., :=a1+as+...+ay, ...

Osszegek sorozatat. A kapott (Sy,) := (a1 +ag+ ...+ ay) sorozatot (végtelen) sornak nevezziik, és
> an-nel jeldljiik, azaz
> an = (Sn).

Itt S, :== a1 +as + ...+ ay, asor n. részletdsszege vagy szelete.

A végtelen sor tehdt egy specidlis alaki sorozat. Ennek megfeleléen beszélhetiink arrdl, hogy egy
sor konvergens vagy divergens.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a } a,, végtelen sor konvergens, ha az (.S, ) sorozat konvergens.
> ay, divergens, ha az (S,,) sorozat divergens.

7
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Ha az (S,,) sorozatnak létezik (véges vagy végtelen) hatdrértéke, akkor a > a,, végtelen sor dsszegén
a részletOsszeg-sorozat hatarértékét értjik, azaz

i an = lim S,,.
n=1

5.3. Példa. Mértani sor
Legyen g € R, |g| < 1. Tekintsiik a (¢™) dsszeadandé sorozatot! Az n-edik részletdsszeg (n > 0):

2 3 n_ " -1
Sp=14+q+q¢" +¢+...+q¢" =

q—1

Mivel g™ — 0, ezért
ntl _ -1 1
lim S,, = lim 4 = = .
g—1 g—1 1-—g¢q

tehdt a 3 ¢™ végtelen sor konvergens, és

> 1
n __

a végtelen sor Osszege.
Ha q > 1, akkor a fenti részletsszegre S,, — oo teljesiil, tehat

Ha pedig ¢ < —1, akkor a Y ¢ sornak nem létezik 6sszege.

5.4. Példa. A (3.10) nevezetes hatarérték tulajdonképpen az aldbbi sordsszeget jelenti:
— 1
E — =e.
n!
n=0

A véges sok szadm Osszeadasara teljesiilo azonossagok koziil a végtelen sorok Osszegére teljesiil az
asszociativitds, valamint, hogy konstanst kiemelhetiink beléle. A végtelen sorok szorzatira (és a
szorzat megfelelé definidldsdra) vonatkozé szabdlyok méar bonyolultabbak, errdl a fejezet végén
ejtiink néhany szét.

5.5. Tétel (Sorok osszege és miiveletek). Tegyiik fel, hogy

ian:Aéﬁeﬂs ibn:Béﬁ,
n=1

n=1

c € R. Ekkor
(a) N N
HZ(c~an) :c~Zan =c-A;
n=1 n=1

| Z(an +b,) = Z an + Z b, = A+ B, ha az dsszeq értelmes.

n=1 n=1 n=1
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Bizonyitds. Jelolje S, := a1 + -+ + an, T, :== by + -+ + b,. A feltételek szerint lim S,, = A,
lim T, = B.
(a) A > (¢ ay) sor n. szeletére

U,=(c-a1)+ - (c-apn)=c- (a1 4+ +ap) =c-Sy.
Ebbdl kovetkezik, hogy

ic an) =lmU, =c-limS, =c-A=c- Zan

n=1
(b) A > (an + by) sor n. szeletére
Vi=(a14+b)+ - (an+by)=(a1+ - +an)+ b1+ +by) =S, +Tp.
Ebbdl kovetkezik, hogy

o0 o) o0
32(% +by) =1imV, =lm§$, +lim7T, = A+ B = Zan + an.

n=1 n=1 n=1

O

A részletosszegek sorozata — igy a sor — pontosan akkor konvergens, ha teljesiil r4 a Cauchy-
kritérium.

5.6. Tétel (Cauchy-kritérium sorokra). A > a, sor pontosan akkor konvergens, ha
Ve > 0-hoz AN € N, hogy Vn > m > N esetén |ami1 + -+ an| < &.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a Tételt az (S,,) sorozatra, és hasznéljuk fel, hogy
[Sn — Sl = lam+1 + -+ an|, n>m.
O

A Cauchy-kritériumbdl kévetkezik, hogy ha egy sor konvergens, akkor a tagjaibdl all6 sorozat 0-hoz
tart.

5.7. Allitas. Ha > an konvergens, akkor a, — 0.

Bizonyitds. Mivel Y a, egy konvergens sor, ezért az (S,) sorozat konvergens. A fenti Cauchy-
kritérium szerint barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N kiiszébindex, hogy minden m > N és
n:=m+ 1> N esetén

|am+1 B +an| = |an| <e.

Ez éppen azt jelenti, hogy a,, — O. U

Fontos megjegyezniink, hogy a fenti allitds megforditdsa nem igaz! Ehhez az aldbbi példakat gon-
doljuk meg.

5.8. Példa. Legyen (a,) := (In 1), vagyis tekintsiik a

n+1
Zln "

sort! Mivel "TH =1+ % — 1, ezért

1
ntl o mi—o.

a, =1In

Maésrészt minden n € N esetén

2 3 4 n+1 2 3 4 n+1
Sn—lni—klni—klng—k...—kln - —ln<1-2~3--- - )—ln(n+1).

Mivel In(n + 1) — oo, ezért (S,,) nem korldtos, igy > a,, nem konvergens.
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5.9. Példa. Harmonikus sor
Tekintsiik a

>

n

végtelen sort! Tudjuk, hogy % — 0. Megmutatjuk, hogy a > % sor nem konvergens. Az Tételt
alkalmazzuk. Legyen ¢ := % Ekkor barmely N € N esetén m = N és n = 2N vélasztassal

L + +1 >N v _1
N+1 ON | — 2N 2’

|am+1+...+an| =
tehdt a > % sorra nem teljesiil a Cauchy-kritérium, igy nem konvergens.
A gyakorlatban eléfordulnak az tn. abszolit konvergens sorok.
5.10. Definicié. A > a, abszolit konvergens, ha Y |a,| konvergens.
5.11. Allitas. Ha > an abszolit konvergens, akkor > a, konvergens.

Bizonyitds. Mivel 3 |a,| konvergens, ezért az[5.6] Tétel alapjén Ve > 0-hoz IN, hogy Vn > m > N
esetén
lams1] + -+ lan]] = lams1| + -+ |an] < e.

Ekkor a > a,, sorra is teljesiil a Cauchy-kritérium ugyanezen kiiszobindexszel, hiszen
lami+1 + - F an] < amyr| + ...+ |an] <e.

Ez éppen azt jelenti, hogy > a, konvergens. O

5.2. Konvergenciakritériumok

A gyakorlatban sokszor nehéz eldonteni egy-egy sor konvergencidjat a definicié vagy a Cauchy-
kritérium alapjan. Maésrészt, altaldban a sor Osszegének értékére nincs sziikségiink, csak annak
ismeretére, hogy konvergens-e. Az alabbiakban néhany olyan tétellel ismerkediink meg, melyek
hasznosak lehetnek sorok konvergencidjanak/divergencidjdnak meghatdrozdsdhoz. A tételeket po-
zitiv (> 0) tagu sorokra mondjuk ki, majd dltaldnositjuk tetszoleges el8jelil tagokbdl &ll6 sorokra.

El6szor azt gondoljuk meg, hogy egy pozitiv tagi sornak mindig 1étezik Gsszege.

5.12. Allitas. Ha a, >0, n € N, akkor

ian:AER
n=1

mindig létezik, mégpedig A € R (tehdt a sor konvergens), ha a részletisszegeibdl dllé (S,,) sorozat
feliilrél korldtos, és A = +o0, ha (Sy,) felilrdl nem korldtos.

Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy ilyenkor (S,) monoton névé sorozat, tehat alkalmazhato
a Allités: (S,,) hatdrértéke véges vagy +oo, attdl fiiggben, hogy feliilrdl korldtos vagy nem. [J

5.13. Kovetkezmény. Az[5.9 Példdban a harmonikus sor dsszege
o0
n=1

Az Allités alapjan az alabbi, pozitiv tagi sorokra kimondott konvegenciakritériumok esetében
mindig elegendd azt vizsgdlni, hogy a részlettsszegekbol 4llé sorozat feliilrol korlatos vagy nem.
Az els6 az un. Gsszehasonlité vagy majordns- ill. minoranskritérium.

= +-00.

3=
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5.14. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen 0 < a,, < by, n € N.
(a) Ha > b, konvergens, akkor > a, konvergens.
(b) Ha > a, divergens, akkor Y b, divergens.

Bizonyitds. Legyen Sy, :=a;+as+...4+ay, és T, :=by+by+...+b,, n € N. Az elébbiek alapjdn
(Sy) és (T},) monoton névé sorozatok. Tovabbd, a feltétel szerint

Sp <T,, neN. (5.1)

(a) Ha > b, konvergens, akkor ez azt jelenti, hogy (T},) konvergens, tehdt feliilrsl korldtos. Az (5.1))
miatt ilyenkor (S,,) is feliilrdl korldtos, tehat konvergens, azaz Y a,, konvergens.

(b) Ha > a, divergens, akkor (.5,) feliilrl nem korlatos. Az (5.1)) miatt ilyenkor (7;,) sem korldtos
feliilr6l, tehat divergens, igy > b, divergens.

O

5.15. Megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy a fenti tételben elég lett volna megkovetelni,
hogy a, < b, egy N indextdl kezdve teljesiiljon.

5.16. Példa. Hiperharmonikus sorok

Az Példa alapjan a > % sor divergens. Gyakorlatokon lattuk, hogy > # konvergens. Mivel
1 1
— > —, neN haa<l;
n< n
1 1
— < —, neN haa>2,
n< n

ezért az Tétel alapjan
1.
Z — divergens, ha o < 1;
na
1
Z — konvergens, ha a > 2.
nOt
5.17. Feladat. * Igazoljuk, hogy
1
Z — konvergens, ha o > 1!
nDL

A tovabbiakban a hanyados- és gyokkritériummal ismerkediink meg.
5.18. Tétel (D’Alambert-féle hdnyadoskritérium). Legyen (a,) adott sorozat, an, > 0, n € N.

(a) Ha 3q € (0,1) és AN € N, hogy
Qp41

- S q, n Z Na
an
akkor Y~ a, konvergens.
(b) Ha 3q > 1 és AN € N, hogy
T >g, n>N
an

akkor > a,, divergens.
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Bizonyitds. Legyen k € N. Az (a) feltételbdl

AN+1
Tan <q¢ = ant1<0anN-¢
N
AN+42 2
——<q = any2<ant1-¢<an-q
AN+1
AN+k k
—— <q = antg < ant+k-1¢=<...<an-q".
AN +4E—1

Ekkor a > a, sor n = N + k-adik részletosszegére

SnZSN+k = ay+...+tany-1t+any +any1 tanj2+ ...t aNtE
< L+aN+aN~q—|—aN-q2—|—...—|—aN~qk

1
L+aN~(1+q+...+qk)<L+aN~1—_q,

ahol L := a1 +az+...+ay_1, és felhasznéltuk az[5.3] Példabdl, hogy 0 < ¢ < 1 esetén 30 " =
1

1—q
Tehat (S,,) feliilrdl korldtos, igy konvergens, ami azt jelenti, hogy > a,, konvergens.
A (b) feltétel esete hasonléan meggondolhaté.

5.19. Megjegyzés. A hanyadoskritérium feltételei teljesiilnek, ha

(a) .
Jlim Z“ =qel0,1),
illetve
(b) .
Jlim 2 =g > 1.
an

5.20. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen (a,) adott sorozat, a, >0, n € N.

(a) Ha 3q € (0,1) és IN € N, hogy
Van <q, n=N,

akkor > a,, konvergens.

(b) Ha3g >1 és3IN €N, hogy
Van24q, n=>N,

akkor Y a, divergens.
Bizonyitds. Legyen k € N. Az (a) feltételb6l

N
Yany <q = an<q
Nifant1 <q = any1 <gV Tt

YNtk <q = angk < gV
Ekkor a > a, sor n = N + k-adik részletdsszegére

Sn:SN+k = wm+...tay-1tany t+any1+ ... Fantk
S L+qN+qN+1_'_+qN+k

1
L+qN-(1+q+...+q’“)<L+qN-iq,
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ahol L := a1 +as+...+an_1, és felhasznaltuk az Példabdl, hogy 0 < ¢ < 1 esetén y > ¢" =
1

Tehét (S,,) feliilrdl korldtos, igy konvergens, ami azt jelenti, hogy > a,, konvergens.
A (b) eset hasonléan gondolhaté meg. O

5.21. Megjegyzés. A gyokkritérium feltételei teljesiilnek, ha
(a)
Ilim a, = ¢ € [0,1),
illetve

(b)
Jlim ¥a,, =¢ > 1.

Ha a fenti kritériumokat tetszdleges elGjelii sorokra akarjuk alkalmazni, akkor a sor tagjainak
abszolut értékére kell ket vonatkoztatni.

5.22. Allitas. Tegyiik fel, hogy (an) és (by) tetszbleges eldjeli; sorozatok. Ekkor az|5.14), . és
[5.20. Tételek feltételeit a Y- |an| ill. - |by| sorra alkalmazva, mindegyik tételben az

(a) feltétel teljesiilése esetén > a, abszolit konvergens, igy konvergens; a

(b) feltétel teljesiilése esetén > a, divergens — kivéve, az|5.14. Tételben csak a Y’ |a,| divergenci-
djdt dllithatjuk.

Bizonyitds. A bizonyitds az (a) esetben megegyezik a kordbbi tételek bizonyitdsdval. A (b) feltétel
esetében az és az [5.20] Tételek alkalmazdsakor meggondolhatd, hogy (|a,|), igy (a,) sem
tarthat 0-hoz. O

5.23. Feladat. Adjunk példat olyan konvergens ill. divergens sorra, melyrél sem a hanyados- sem
a gyokkritérium alapjdn nem donthet6 el, hogy konvergens-e! (Tehdt ezek a kritériumok messze
nem sziikséges feltételt adnak.)

5.24. Feladat. Lassuk be, hogy ha a ) a, sorra az Tétel (hanyadoskritérium) valamelyik
feltétele teljesiil, akkor az Tétel (gyokkritérium) megfeleld feltétele is teljesiil ré!

Adjunk példat olyan sorra, melynek a gyokkritérium alapjén eldonthetd a konvergencidja, a hé-
nyadoskritérium alapjan azonban nem! Tehat az el6bbi allitas megforditdsa nem igaz, igy a gyok-
kritérium ténylegesen erésebb a hanyadoskritériumnal.

5.25. Példa. A )" 1 divergens és a Y. -3 konvergens sor esetén is

lim Gni1 _ lim ¥/a,, =1

an
teljesiil. Tehat az|5.19| és az Megjegyzésben a feltételek élesek.
Az alterndlé sorokra vonatkozik a kovetkezo tétel.

5.26. Tétel (Leibniz-tétel). Legyen (a,) szigordan monoton fogyd, a, — 0. FEkkor a

Z(_l)n+1an

végtelen sor konvergens.
Bizonyitds. Legyen k € N. Ekkor
51=a1 ngal—ag

S3 =a1 —as +as Sy =a1—as+asz—ay

Sop—1=a1 —az+...+agk_1 Sop=a1—az+...+axy_1— ay
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Mivel a,, > 0 minden n-re, ezért

S1 > Ss
S3 > Sy

Sok—1 > Sog.
Felhasznalva, hogy a1 > as > az > aq4 > ... > agp_1 > asp > ..., kapjuk az alabbit
S1>853>...> 8 1>...8885 <S8, <... <8y <...

Ebbél kovetkezik, hogy (Saxk—1) és (S2x) is monoton, korldtos sorozat, tehét konvergens (1d. a Té-
telt). Mivel Sog_1 — Sar, = asgg, ezért

lim(Sor—1 — So) = limag, = 0,
hiszen a,, — 0. Ez éppen azt jelenti, hogy
lim Sop_1 =lim Sy, = A € R,
amibél kévetkezik, hogy (S,) is konvergens, lim S,, = A, tehdt > (—1)""ta, konvergens. O
A bizonyitasbol latszik, hogy A € [Sag, Sak—1] minden k € N-re, igy
|Sok—1 — A < agk, < agp—1 és |Sap — Al < ag, (k €N),

azaz
|Sn, — Al <an, meN.

Ez hasznos lehet az alternal6 sor ¢sszegének a becsléséhez.

5.27. Definicié. Ha egy sor kielégiti a Leibniz-tétel feltételeit, vagyis

Z(*l)n+1an

alakd, ahol (a,) szigorian monoton fogyd, a, — 0, akkor Leibniz-sornak nevezziik.

Syt

sor Leibniz-sor, igy a Leibniz-tétel szerint konvergens. Azonban nem abszolit konvergens, mert
lattuk, hogy > % divergens.

5.28. Példa. A

5.29. Definicié. Azt mondjuk, hogy > a,, feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolit
konvergens.

5.3. Végtelen sorok atrendezései, Cauchy-szorzata

5.30. Definicié. Egy p : N — N bijekcidt (p kolesonosen egyértelmii és R(p) = N) a természetes
szamok permutdcidjdnak neveziink.

Példaul a 3,2,1,6,5,4, ... ,3k+3,3k+2,3k+1, ... sorozat egy permutécidja a természetes szamoknak.
Vil4dgos, hogy egy permutacié egyben egy sorozat is, ezért a

p(n)=pn, NneEN

jelolést fogjuk hasznélni.
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5.31. Definicié. Legyen adva az (a,) és (b,) sorozat. Azt mondjuk, hogy (b,) az (a,) sorozat
egy dtrendezése, ha létezik p permutécidja a természetes szdmoknak, hogy (b,) = (ay, ).

A kovetkez6 két tételt bizonyitds nélkiil mondjuk ki.

5.32. Tétel. Legyen > a, abszolit konvergens sor. Ekkor minden p permutdcid esetén . a,, is
abszolut konvergens, st

o0 o0

>0 =Y

n=1 n=1

E tétel szerint az abszolit konvergens sorok oroklik a véges sok szam Osszeaddsanal teljesiild
kommutativitast. Ezzel szemben a feltételesen konvergens sorok nagyon labilis képzédmények.

5.33. Tétel. Legyen Y a, feltételesen konvergens sor.

1. Minden A € R szdmhoz létezik p permutdcid, hogy
o0
Z ap, = A.
n=1

2. Létezik olyan p permutdcid, hogy > a,, divergens.
A kovetkez6kben technikai okokbdl a sorozatok tagjait n = 0-tl kezdve sorszamozzuk.

5.34. Definicid. Legyenek > a, és > b, végtelen sorok. E két sor Cauchy-szorzatin azt a y_ ¢,
végtelen sort értjiikk, melyre

¢p = agby, + a1bp—1 + ...+ apbg = Zakbn_k.
k=0

Formaélisan a Cauchy-szorzatot gy képzelhetjiik el, mintha a végtelen sorok végtelen Gsszegek
lennének, és szorzasukkor minden tagot minden taggal megszorzunk.

5.35. Tétel (Mertens-tétel). Legyen > a, abszolit konvergens és > b, konvergens végtelen sor.
Ekkor a > ¢, Cauchy-szorzatuk konvergens, tovdbbd

n=0 k=0
Miel6tt a tételt bizonyitanank, gondoljuk meg az aldbbi lemmat!

5.36. Lemma. Ha Y a, abszolit konvergens végtelen sor és (xy) nullsorozat, akkor

n

lim E aTp—r = lim (apx, +a1@n—1 + -+ anxo) = 0.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOleges. Valasszunk egy K pozitiv szdmot, melyre

|zn] < K, n € N és Z|an\§K. (5.2)

n=0

Mivel 2, — 0, a >_ |a,| sorra pedig teljesiil az Cauchy-kritérium, ezért 1étezik olyan N € N,

hogy
£

2K

2| < és|aN+1|+...+|an|<%, n> N. (5.3)
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Ha n > 2N, akkor n — k > N minden 0 < k < N esetén, ezért (5.2 és (5.3]) alapjan

k=N+1
n
< Z A N o N (N R Ey
= k=N+1
g
k=N+1
Ezzel az allitast belattuk. ]

Bizonyitds. (Mertens-tételé)
Jelolje

ian =AeR, ibn::BER.
n=0 n=0

Be kell lassuk, hogy
Z(aobn + albn_l + ...+ CLnbo) =A-B.

n=0
Legyen S, := a9+ a1+ ---an, T, := by + b1 + - - - b,,. Ekkor lim S,, = A és limT,, = B. Felirva a
Cauchy-szorzat n. részletosszegét, atalakitasok utdn az alabbit kapjuk:
Vi = agbo + (aph1 + a1bo) + (apba + a1by + azbo) + - - - + (agbyn + arbp—1 4+ -+ + anboy)

= aoly, +a1T-1+ -+ a1y

= a9 (T,—-B)+a1 - Th-1—-B)+--+a, - (To—B)+(ap+a1+---a,) B

= Jao-(Tn—B)+a1-(Th-1—B)+ - +an - (Ty—B)]+ S, B.
Mivel a (z,, = T, — B) sorozat 0-hoz tart, ezért az Lemma alapjdn a kapott sszeg 1. (szogletes

zdrdjelben 1évé) tagja 0-hoz tart. Az 2. tag pedig definici6 szerint A - B-hez tart, amivel a tételt
belttuk [T O

5.37. Példa. Konnyen ldthaté (akdr a hdnyados-, akdr a gyokkritérium segitségével), hogy a

xn

>

sor abszolut konvergens barmely = € R esetén. Szamitsuk ki a
>

sorok Cauchy-szorzatat tetszoleges x,y € R valds szamokra! Az Definicié alapjén a ¢,

szorzatsor n. tagja
n k 1 n n X X
—_— e — . . n—
=X ()

ami az[1.8] Binomidlis tétel alapjin

Tehat a két sor Cauchy-szorzatara
n! nl | n!
n=0 n=0 =
teljesiil.

1 A bizonyités Szildgyi Tivadartdl szérmazik.
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5.4. A sorok néhany alkalmazasarol

5.4.1. Végtelen tizedestortek

A valés szamok kozépiskoldbdl ismert végtelen tizedestort-eléallitasa

T = ag,a1a2a3..., ag €%, a, €4{0,1,....9},n>1

tulajdonképpen egy végtelen sordsszeg:

(5.4)

Kérdések:
1. Ha adva van egy ilyen sor, miért konvergens?
2. Ha adva van « € R, hogyan kapjuk meg az el6allitasat?

3. Ha adva van z € R, egyértelmii-e az elallitds?

1. Mivel 9
an
< — < — >1
0S g =100 "=h

ezért az Osszehasonlité kritérium és a Y 1o~ mértani sor konvergencidja miatt az (5.4) sor-
eléallitds mindig konvergens.

2. Vélasszuk meg az ag € Z szamot ugy, hogy
ag <z <ag+1.

A tovdbbiakban az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy ag > 0 (az ap < 0 eset hasonléan
gondolhat6 meg). Valasszuk meg az a1 € {0,1,...,9} szdmot tigy, hogy
1 ar +1

a
ao+ﬁ§$<ao+ 101

Valasszuk meg az as € {0,1,...,9} szdmot 1gy, hogy

ai as ap n as +1
101 102

Tovabb folytatva, az n. lépésben véalasszuk meg az a,, € {0,1,...,9} szdmot dgy, hogy

ai ay a1 a, + 1
et ST P et ST N. 5.5
T T T i T T T I (5:5)
Mivel az
Spi=a +£+-~-+a—n neN
KT 107’

sorozatra ([5.5)) alapjan
1
0<z—s,<-—, neN

10’
teljesiil, ezért s,, — x, vagyis
i In _
= 10

3. Tegyiik fel indirekt, hogy = el6all mint

0o ax 00 by
=2 = 2 qon

k=0 =0
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és legyen n € N az els6 olyan index, melyre a, # b,. Feltehetd, hogy a, < b,, és mivel egész
szamokrol van szo, a, + 1 < b, tehat

ag = bOv”wanfl = bnflvan +1< by
Ekkor az (5.5)-6t (b, )-re és (a,)-re alkalmazva

+1 b b
b I e L <p<ag+

ar ap a, +1
101 10™ 10!

10m ol T e

ap +

ami ellentmondas.
Meggondolhatd, hogy a fenti eljardssal a végtelen sok 9-esre végzodo tizedestort-alakokat zartuk
ki.

5.4.2. Az e szam irracionalis

Az Példdban meggondoltak alapjan

A (3.10) bizonyitasdban lattuk, hogy

" 11 |
2<(1+2) <144 4r
<+n> R TR

Tegyiik fel indirekt, hogy

eig, paq€Z+7qZ2-

Az
NS 1
Sp = +ﬂ+a+"'+a,

jeloléssel s,, — e szigortiian monoton névé médon. Legyen n > g tetszoleges. Ekkor

neN

0 < ¢ (sn—5g) =4 ! + ! +...+i
(g+ 1) (¢g+2) n

1 1 1
g+1 (¢+1)-(¢+2) (q+1)----n
_ 1f— g !
g +1 q+2 (g+2)---- n
< Q+ LRI S . )
- q+1 g+1  (¢g+1)2 (g +1)n—a-1
1 1 1 1
< . - <.
T g+l 1-2+ g7 2

Ebbél az n — oo hataratmenetet elvégezve kapjuk, hogy
0<ql-(e—sq) <
Masrészt, az indirekt feltevés alapjan

p P 1 1 1
0<ad-(e—s)=a-(2_ —l (P2 =) ez,
Sl s = (q %) ! (q 12 ¢)

ami ellentmond4s.
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