1. GYAKORLAT - nevezetes egyenlGtlenségek, miiveletek halmazokkal, fliggvények

1. Igazoljuk az aldbbi egyenlGtlenségeket, ahol a, b és ¢ pozitiv szamokat, n pedig pozitiv egészeket
jelol!

(a) (2a + b)® > 27a%b
)n"?<(n—1+%)", han>3
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(k) (a+0)(b+c)cta)>8abe (1) (1+1)" < (1+ )
(m) (1+1)" <4
(n) Adott keriilett téglalapok koziil melyik a legnagyobb teriiletii?
(0) Adott teriilet derékszogi haromszogek koziil melyik a legkisebb keriilet?
(p)

p) Adott gémbbe irhato egyenes hengerek koziil melyiknek legnagyobb a térfogata?

2. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B,C' C X halmazokra fennallnak az alabbiak!

(a) AUB=B &< ACB (b)) ACB&VC C X(AUC C BUC)
(c) (AcBésBCA) < A=8B (d) (ANnB)\C=(A\C)Nn(B\CO)
(e) (A\ (A\ B°)UB=AUB,ahol A=X\A (f) (ANB) = A°UB°
3. Hatarozzuk meg a Hy, Ho, ... halmazok (végtelen) metszetét, ahol
@) Ho=On) () H,o=[0.Y]  (©H,=(-nn) (&) H, = (0.)
(e) Hy=(—%,%) (f) Hy=[-%1] (g) H, = (n,00) (h) H, = {z: x 2" t&bbszorose}

(i) H, = (L2+2) (j) Hy=(£,n+1).
4. Hatarozzuk meg a Hy, H, ... halmazok (végtelen) uni6jat, ahol
(a) H,=(n—1,n) (b) H,=(-n,n) (¢c)H,=(,1-1) () H,=[1. 1]
() Hn = (1) () Ho=(553:5)  (8) Hu = {n}.
5. Hatérozzuk meg az alabbiakban megadott fiiggvényekbdl allo f o g és g o f kompoziciofiig-
gvényeket, ha azok értelmesek (azaz adjuk meg f(g(z)) és g(f(z)) értékét)!
(a) f(x) =2 +1, g(x) = % (b) f(z) =2z, g(x) =sinz  (c) f(z) =z, g(z) = 3z*
(@) f(2) = VI=7 9(2) = 525 (©) f(z) = —3, g(z) =sinz () f(z) = 2, gz) = sinz?

6. Az alabbiakban megadott kompoziciofiiggvényeket bontsuk (minél egyszeriibb) komponensekre,
azaz adjuk meg, hogy mi lehet f és g, amennyiben h(z) = (f o g)(z) az alabbi:

(a) h(z) = (x +1)% (b) h(z) = =5 (c) h(z) = cos?(x — 1) (d) h(z) = /sin(z + 1)

@©he)= g MA@ =" () ) =tgVE () h(@) = logyo(1 - cosa).
7. Melyek injektivek az alabbi fiiggvények koziil?
(a) g(x) = tw b) g(r) = /5 (@ g0) = 75 (@) gla) =2

(€) g(z) =logy(z+1) (f) g(z) =cosz  (g) g(x) = :in% (h) () = log, =

8. Az alabbi kérdések mindegyike f : R — R tipusid, azaz valds fliggvényekre vonatkozik, ahol
D(f) Cc R.



(a) Hany megoldasa van az f~! = f egyenletnek?

(b) Eléfordulhat-e, hogy f~! értelmes, de nincs inverze?

(c) Van-e olyan invertélhato f fliggvény, amelynek értékkészlete a (—1,1) intervallum?

(d) Igazoljuk, hogy ha f szigortian monoton névé, akkor van inverze!

(e) Igazoljuk, hogy ha f szigortian monoton névé, akkor inverze szigortian monoton név!

(f) Igazoljuk, hogy ha f invertalhato, akkor minden ¢ € R esetén f + ¢ és ¢f is invertalhatok!

g) Van-e olyan f fiiggvény, amelynek inverze valamilyen a € R szerint periodikus?
)

h) Igazoljuk, hogy ha f invertalhato és 0 ¢ R(f), akkor 1/f is invertalhaté! Fogalmazzuk
meg ennek valamilyen altalanositasat!

(
(
(i) Vannak-e olyan f és g fiiggvények, amelyek nem injektivek, f o g viszont injektiv?

9. Az alabbi kérdések mindegyike f,g,h : X — X tipusu fliggvényekre vonatkozik, ahol X egy
tetszéleges halmaz.
(a) Igazoljuk, hogy fo(goh) = (fog)oh tetszéleges f,g,h: X — X esetén teljesiil!
(b) Tgaz-e, hogy ha f invertalhato, és f o f létezik, akkor f o f is invertalhato?
(c) Tgaz-e, hogy ha f = fo f, akkor f = fo fo f?
(d) Tgaz-e, hogy ha f = f~! és D(f) = X, akkor R(f) = X?
Az aldbbi kérdések mindegyike fi, fo : X — Y tipusu fiiggvényekre vonatkozik, ahol XY
tetszdleges halmazok.
(e) Igazoljuk, hogy graph fi C graph fo = D(f1) C D(fa).
(f) Igazoljuk, hogy graph fi C graph fo = Vz € D(f2) : fi(z) = fa(2).
(g) Milyen esetben lehetséges, hogy graph f; = X x Y?



