2. GYAKORLAT - megszamlalhaté halmazok, infimum, szuprémum, kérnyezetek
R-ben, nevezetes fiiggvények

1. Igazoljuk, hogy az alabbi halmazok megszamlalhatoan végtelenek!
(a) (1,3)NQ (b) {&% :k,neN} (c){a+bvV2:a,b6 €N} (d) {a+bvV2:a,b€Q}

e) racionalis egyiitthatdés mésodfoki polinomok halmaza

(e)

(f) {(a,b,¢c) : a,b,c € N,létezik haromszog a, b és c oldalhosszakkal}

(g) egy R2-beli koordinatarendszerben legaldbb 2 egész koordinat4ji pontot tartalmazo egye-
nesek halmaza

2. Adjuk meg az aldbbi halmazok infimumat és szuprémuméat! Melyeknek van minimuma?

(a) (—1,2) (b) [-2,0) (c) {k+2:keN} (d) QN [-2,0)
(e) Q"N [-2,0) (f){%:a€Z keN} (g){a®>+2:aeR"} (h){-log,n:neZ"}
(i) {24 :neN} (j){&:neZ'} (k) {z € Q:a? <2} (1){$:k,n€Z+}

3. A kovetkezd allitasok mindegyikében A, B C R tetszéleges nemiires halmazok.

(a) Igazoljuk, hogy ha A C B, akkor sup A < sup B és inf B < inf A egyarant teljesiilnek!

(b) Igazoljuk, hogy ha minden a € A elemhez van olyan b € B elem, hogy b > a, akkor
sup B > sup A.

(c) Igaz-e, hogy ha A Gsszes eleme nagyobb B Gsszes eleménél, akkor inf A > sup B?

(d) Igazoljuk, hogy ha A és B feliilrél korlatosak, akkor sup(A U B) = max{sup A, sup B}.
Vizsgéaljuk meg azokat az eseteket is, amikor sup A vagy sup B végtelen!

(e) Igazoljuk, hogy ha A és B alulrol korlatosak, akkor inf(A U B) = min{inf A, inf B}. Vizs-
galjuk meg azokat az eseteket is, amikor inf A vagy inf B minusz végtelen!

(f) Bevezetve a —A = {—a : a € A} jelolést, igazoljuk, hogy ha A alulrdl korlatos, akkor —A
feliilrl korlatos, és inf A = sup(—A) teljesil!

(g) Igazoljuk, hogy ha A nem korlatos, akkor A-bol véges sok elemet elhagyva szintén nem
korlatos halmazt kapunk!

(h) Igazoljuk, hogy ha az A halmaz korlatos, akkor tetszéleges p € R esetén a
p-A={pa:ac A}
halmazra sup(p- A) = p - sup A, valamint inf(p - A) = p - inf A teljesiil!
Fogalmazzunk meg és igazoljunk hasonlé allitdst p € R™ esetén is!

(i) * Igazoljuk, hogy ha A korlatos, akkor
sup A —inf A =sup{p —q:p,q € A}.

4. (a) Igazoljuk, hogy az a € R pont véges sok kornyezetének metszete is kornyezete a-nak!

(b) Igaz az is, hogy az a € R pont végtelen sok kornyezetének metszete is mindig kérnyezete
a-nak? Lehet egy ilyen metszet iires?

(c) Igazoljuk, hogy az a € R pont véges sok kornyezetének unioja is kornyezete a-nak!

(d) Igazoljuk, hogy az egymastol kiilonb6z6 a, b € R pontoknak van olyan U, és U, kornyezetiik,
amelyeknek metszete iires!

(e) Igazoljuk, hogy ha b € R benne van a € R minden kdrnyezetében, akkor a = b teljesiil!



(f) Igazoljuk, hogy ha a H C R halmaznak az a pont minden kornyezetében van legalabb egy
a-t0l kiilonbozs eleme, akkor végtelen sok is van!

(g) Igazoljuk, hogy ha inf A = ag € R, akkor aq tetszéleges kornyezetében van A-beli elem!

(h)

* Mutassunk olyan f : R — R fiiggvényt, amely a nulla egy kornyezetét olyan halmazba

képezi, amely nem kérnyezete f(0)-nak!

5. Hatarozzuk meg az alabbi hozzarendeléssel megadott fiiggvények inverzét!

)()

=e"—e ¥ =3, D(f)

= D(f) =R\ {1}
=1+2°, D(f)=R
=sing, D(f) = [-7,7]

=R

(b) f(z) =6z =2, D(f) = [2,0)

d) f(x) = logyo(32° = 3), D(f) = (L, 00)
f) f(z) =tg 5, D(f) =R\ [-£,2]

h) f(z) =1—cos/z, D(f) = [0, 7]

D) flx)=3—tgz, D(f) = (=%,

AAAA



