8. GYAKORLAT - valés fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

1. Szamitsuk ki az alabbi, f(x)®) alaku fiiggvények hatarértékét a megadott helyeken!
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2. Dontsiik el, hogy az alabbi hozzarendeléssel megadott fiiggvények koziil melyeknek 1étezik jobb,
illetve bal oldali hatarértéke azokban a pontokban, ahol nem értelmesek!

(a) f(z) = 1—2 (b) f(z) = 1—2)(1—22) (c) f(w) = bz (d) f(z) = In o
(e) f(z) = Sini (f) fz) = sin% (g) f(z) = xsmé (h) f(z) = Slzx
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3. Mutassunk példat olyan f : [0, 1] — R fiiggvényre, amelyre D(f) = [0, 1], emellett

(a) f-nek pontosan egy pontban nem létezik hatéarértéke.
(b) f-nek végtelen sok pontban nem létezik hatarértéke.
(c) f-nek sehol sem létezik hatéarértéke.
(d) f folytonos [0, 1]-en egy pont kivételével.
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(e) * f pontosan egy pontban folytonos.
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f-nek mindenhol létezik hatarértéke, de pontosan 2 pontban nem folytonos.
(g) f-nek mindenhol létezik hatarértéke, de végtelen sok pontban nem folytonos.

(h) f-nek mindenhol létezik hatarértéke, de nem korlatos. Lehet egy ilyen fiiggvény mindenhol
folytonos?

4. Tgazoljuk f: R — R fiiggvényre vonatkozo allitdsokat!

(a) Ha valamilyen C' > 0 szamra minden =,y € D(f) esetén |f(z) — f(y)| < Clx —y|, akkor f
folytonos D(f)-en. Mutassunk ra konkrét példaval, hogy az abszolat érték nem hagyhato
el!

(b) Ha az f1, fo : (a,b) — R folytonos fiiggvények értéke azonos az (a,b) N Q halmazon, akkor
fi=fo

(c) Ha f balrol folytonos a-ban, akkor f(—z) jobbroél folytonos —a-ban.

(d) Ha f balrol folytonos a-ban és lignf létezik, akkor f folytonos a-ban.

(e) Ha lim f = —b és lir+nf = b valamilyen b € R értékre, akkor lim f* = b?. Fogalmazzuk meg
ennek az allitasnak valamilyen altalanositasat!
(f) Ha D(f) egy intervallum, és R(f) 3 elemi, akkor f nem lehet D(f)-en folytonos.



1
(g) Ha lim f = 0, emellett valamilyen n-re f pozitiv az (n,o0) halmazon, akkor lim — = oo és

1
lim f (—) = 0 egyarant teljesiilnek.
0+ x

(h) Ha f : (a,b) — R folytonos, és nem konstans, akkor értékkészlete végtelen sok elemet
tartalmaz.

(i) Ha f: (a,b) — R folytonos és injektiv is, akkor szigortian monoton.

(j) Ha az f folytonos fiigvény bijekciot ad meg az Iy és I, intervallumok kozott, akkor I; és Iy
azonos tipusiiak: mindketten zartak, mindketten nyiltak vagy egyikiik sem nyilt vagy zart.

(k) Ha az f: (a,b) — R folytonos fiiggvénynek van maximuma, és liI_Elf < lirglf € R léteznek,

akkor f ezek egyikét fel is veszi!

5. Az alabbi egyenletek koziil melyeknek van megoldasa a megadott intervallumokon?
(a) x =€ x€(0,1) (b) Inx =—z, x€(0,2)

(c) arc tgx =3e™ ", x€(0,2) (d) chxsinz = cosz, =z € (0,m)
fychx =2 —2? z¢€(1,5)
h) 2z’ —52°+2-3=0, z€R

i) re” =5+2°, x€R" j) e“siney = 2% +3, z€R"
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k)sinz =2° —1In |z| +2° -9, z€R (1) arc tg ((1 + 2%)sinz) = 2 — 2®, =z € (5,00)
6. Mutassunk olyan f : (0,1) — R folytonos fiiggvényt, amely nem konstans, és

a) minden értékét pontosan egyszer veszi fel
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b) egy értékét egyszer, az Gsszes tobbit kétszer veszi fel
(c) egy értékét végtelen sokszor, a tobbit pedig egyszer veszi fel

(d) minden értékét végtelen sokszor felveszi.
7. * Van olyan példa is az el6z6 feladatban, ahol minden értéket 2-szer vesz fel f?

8. * Van olyan nem folytonos fiiggvény is, amelyre igaz a Darboux-tulajdonsag?



