Analizis gyakorlé feladatok - megoldas
Meteorolégus MSc, 2011/2012. 1. félév

. Konvergensek-e a kévetkezo sorozatok? Ha igen, mi a hatarértékiik?

(a) an:%—>07 (e) a, =nF-¢" — 0, ha |q| < 1;
(b) an, = /n — 1, (f) an:Z—:—>0,hac>1;
(c) an = /a—1(a>0); (8) an =% —0;
(d) a, =¢" —0,halg| <1 (h)an:%—ﬂ),
. _ _ (Wntl-vn)(Vntltyn) _ 1 .
(i) ap=vn+1—+/n= s = T+1+\/ﬁ_>0’
(i) a, = zzk 1k—%nn+1)—>‘
4\, 2

() 0= Zptat = G v

. o 3.(82)" —pro.8"
(1) a, = 3-nDs — (;‘;,)5;_2,;3 - ==&

an = "0+ 3= "Yn. "R 2+%_>1.1:1;

©) = (14 1) = (1)) (1) 1=

n

)

(m) a, = /b, — 1, ha b, — a > 0;
)
)

1) an=(14+5)" = {1+ 5" =1
(@ an=Bn+3=n- {5+351.1=1;

(1) an = ¥/n=\/Yn—>Vi=1;

(s) Q"ZQ/QJF\/EZ\/W'(/%%\/T&:I;
(t) an = V1003 +2 = (/n)* - {10+ 5 = 1% 1 =1;
(W) a, = V2 +n3=2-{/1+2 52.1=2

(V) an = p/2Ess — > KL/T N5
(W) ap, = % n22n43n 3nn2 1_>\/?ﬁ_x/§

n \/4"3 4n1 )n W_%’
(x) an= VAt +nd = VA ([ {1+ 5+ 2 - V1 V1= Vi

. Hatdrozzuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét (ha az létezik)!
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n3+1 14+
n
2 1 2
_ 4nP4n—2 _ Aoty o _
(c) an = Sn3+TnZH+l . 8fi4+ L — % =9
n
1+(2)"
__3n4on (3) 1
(d) Ap = 4.3n_92.9n 4 2(%)71 - 1)
5 2 5
xtoo o2 2
e) a, = g2 = 5= — =2
(e) an St+h+y T S+l 1 ’
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o= (58) = (1 29" (1= ) T e 1 =

=Tl (1= = (=) (1= (=) =333 =20

. Dontsiik el, hogy léteznek-e az alabbi fiiggvényhatarértékek, és ha igen, akkor szamitsuk ki
ezeket!

(a) 1 ?—-x (r — 1)z ) T 1
a 11m = [1m = lim —— = —:
=13 —x ozl (;c—l)(x2+q;) =112 42 2’
(b) lim =1 . (z=1)(z+1) —imx+1—2'
51202 —x —1 a1 (z—1)2r+1) 2»122+1 3
o 2 —=Trx+12 . (z—3)(z—4) . x—4 1
1I1m —————— = [1In = |lim—— = ——
23222 —br —3 2-3(x—3)2x+1) 2-32x+1 7
. 5 3 1 5(z3—-1)-3(x%—1) 7. (z—1)2(—323 — 622 —42—2) .
(d) limgy 575 . lim, ) =y = e oo e D oD 2D
limx_ﬂ —3z°—6x*—4x—2 — 15 _ 1

(z4z3+22+2+1) (22 +2+1)

. rz—1 6/0
1 6/ _—" - =0
A T \/; 0

) ——~—— = lim \6/ (z— 17 =
z—1 \3/-7:27_1 z—1 (ZL’ — ]_)2(ZL‘ + 1)2

(e) lim
Vit —6+2 T 2 Ve
(f) lim Y2 "%y (VEOP2VestH
-2 7%+ 8 e—>=2 (r + 2)(2? — 2x + 4)
1 1 1
e>=2 ({1 —6)2 — 22 — 6 +4) (22 — 22 +4) 12-12 144
- . . B , IR
(g) 31613} —— hem létezik, mert mll)llllo — = £ a:glll}ro —— =o0;
v 1
(h) lim & = — = o0;

x—>0; O—I—
2+ /T 2+ /x . 244z

(i) 3101_% 3 _g lem létezik, mert 11—1>I2I10 B_g > 7 xl—l>r2r—}-0 23— 8




()
(k)
(1)
(m)
(n)
(0)

(p)

lim 2% - sgnz = 0 (sgn fiiggvény korlatos);

z—0

. sgnzx . 1 1

lim =lim — = — = o;

z—0 3 z—0 |m|3 0+

. 2 , . . 2 3 2

lim e” - sgnx nem létezik, mert lim e* -sgnx = —1# lim e” -sgnz = 1;
z—0 z—0-0 z—040

lim 2? — 22 — 10 = lim z(z — 2) — 10 = 00 - 00 — 10 = o0;
T—r00 T—00

lim 2* — 323 — 6 = 00 + 300 — 6 = o0;

T——00

lim z —3Va?2 = —o00 — 300 = —00;

T—r—00

oot —x 44 ) %—x—lg-i—;% 0
hm3—:hm T = =-=0

. 22—=5x+9 :E—5+% —00—95+0

lim —————— = lim L= = —00;
T——00 T+ 6 z——o0 |1+ 2 1+0

(r) lim \/x+ =
T—00 T—00 /l’—l-\/E—l-\/E T—00 /x_i_\/i_i_ﬁ
1 1
lim 1 = 5
T—r 00
1+ - +1
. A lim,_, Sh;x = 1 azonossag felhasznalasaval szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket, ha azok
léteznek!
(a) lim SOy MY s =11 = 1;
z—0 xr z—=0 T
.. 92 . 2
(b) lim = = lim (Smm> — 2=
z—=0 T z—0 x
. sin’x sinz\” 1 o
(¢) lim = lim - — nem létezik
z—0 g3 z—0 z T
. l—cosx . (1 —cosz)(1+ cosx) . 1—cos’x . sin®z 1
(d) lim ——— = lim = lim ——— = lim =
=0 22 20 22(1 + cos x) =0 22(1 4 cosx)  @=0 x2 14 coszx
211
2 2
2 1 2 1 1
(e) limz - ctg2x = lim x - C?S - im — - — ZE ccos2r=—--1-1=—;
z—0 t=0  sin2r 2=02 sin2z 2 2
(f) imtgz - In|z| = lim SR -In|z| = lim T (xln|z])-cosz=1-0-1=0;
z—0 z—0 COS X z—0
. 1—/cosw . (1= /cosz)(1 + \/cos ) . l—cosz 22 1
(g) lim ——5—— = lim ~——= = lim Csinlz 1+ B
z=0  sinx z=0  sin®z(1 4 \/cos ) =0 12 sinz 1+ 4/cosz
1 1 1
— 17— == (d. (d t);
(h) lim tgr —sinz _ lim S0L _ gin g i sinz(1 — cos z) ~ lim 1 sinz 1—cosz _
20 a:31 20 a3 a0  cosx - a3 =0 COST X x?
1-1-=-= 5 (Id. (d) pont).



5. A kompoziciéfiiggvények derivaldsara vonatkozd azonossagot is felhasznédlva szamitsuk ki az
alabbi hozzarendeléssel adott fiiggvények derivaltjait!

(al) f(z) =sin’z (a2) f(z) =sinbzx (a3) f(x) =sina®
f'(z) = 5sin* z cos ; f'(z) = 5cosbz; f'(x) = cosx® - 5’
(b1) f(x) = sin® 5a° b3
f'(r) = 5sin* 5a° 0055; 2 ,l‘) Hx (53) ?é)) :\/71 .
253:4; f (33) m(1+$)3/2’ (1—22)3/27
1 =
) ;S(ﬁ) _ ‘Z};Ql/i; (2) f(2) = Trmyvie (e3) flz)= /(1 —2)?
Wt/ f'(x) = (1+;35g)65_/27 f'(x) = 3{‘*’/_%;
(d1) flz) =Iny e (d2) f(z) = In =224 (d3) f(z) = e'%sinbx
f(x) = = F(z) = x\/iT; f'(z) = e'95 cos bu;
(el) f(z) =1Iny/3502 (2) f(z)=Insinz (e3) f(x) =Inlnz
f'(@) = =5 ['(x) = ctga; F'(@) = s
(f1) f(z)=Intg(% +Z) (f2) f(z) =In(z + V22 + a?) (f3)
f'(x) = @ = f'(2) = =



6. Végezziik el az alabbi fiiggvények teljes kori vizsgalatat!

(a) f(x) =z — 223

D(f) = R

fl(x) = 423 — 622

f(x) = 1222 — 12z

hatarértékek: lim, o, f=lim_o f =+
monoton no: (g, —|—oo)

monoton fogy: (—oo, %)

szélsoérték: x = % abszolit minimum
konvex: (—00,0) U (1, 400)
konkav: (0,1)

inflexiés pontok: | x =0, z =1

R(f) = [—1,6875; 00)

204

1. dbra. 6.(a)



D(f) = R\ {-2}

= |

o= |

hatarértékek: | lim_o f = —oo,lim, o f =lim_o f =0
monoton né: | (—2,2)

monoton fogy: | (—oo, —2) U (2, +00)
szélsoérték: x = 2 abszolit maximum
konvex: (4, +00)

konkav: (—o0, —2) U (—2,4)
inflexiés pont: | x =4

R(f) = o, %]

2. abra. 6.(b)




hatarértékek:
monoton no:
monoton fogy:
széls6értékek:

konvex:
konkav:
inflexios pontok:

R(f)

R

20 — 223

2 — 62

lim, . f=lim_ f=—-00
(—o0,—1)U(0,1)

(=1,0) U (1, +00)

r = —1, z = 1 abszolit maximumok,
z = 0 lokalis minimum
(~ 5 %)

V3’ \/51 )
(_007 _17§ U (\1/_57 +OO)
t=="m*'*=
—00, %]

3. abra. 6.(c)




2+
D(f) =
f'(x) =
f'(x) =
hatarértékek:

monoton no:
monoton fogy:
szélsoérték:
konvex:

konk&v:

R(f) =

inflexiés pontok:

R
2z+41

3
(2241)3
—4a%—3x+2

(22+1)3
lim o f=-1,lim . f=1

r=—z abszolut minimum
—3— \/ 1 73+\/

=3 f U (=24 oo

—0Q, g
—3—41 —3+\/
8

xr = g
[—2,236:1)

aj’:

)

4. dbra. 6.(d)

hatarértékek:

monoton no:
monoton fogy:
széls6értékek:

konvex:
konk&v:
inflexios pont:

R(f) =

R\ {-1}
xt+4a®
z+1)%
(1;;2)
(z+1)°

lim_;_ f=—o0, lim_1, f = 400,

lim_ f=—o0, lim,, f =400
(—o0, —4) U (0, +00)
(—4,-1)U(—1,0)

xr = —4 lokalis maximum,

x = 0 lokalis minimum
(—1,+00)

(o0, 1)

(—o00; —9,481] U [0, c0)




T T T T T T
-13.0 -120 -11.0 -10.0 -8.0 2.0

T T T T T T T T T T
-7.0 6.0 =50 40 30 2.0 —1.:;0 10 2.0 30

T T
40 5.0

monoton fogy:
szélsoérték:
konvex:
konkav:
inflexios pont:

R(f) =

(f) flz)=(1+2)2 27>
D(f) = (0, +00)
f'(z) = L)
_ 6z
f(z) = i
hatérértékek: | limg; f = 400, lim f = 400
monoton no: (%, +oo)

T T T
6.0 7.0 2.0

T T T T T 1
8.0 10.0 11.0 12.0 13.0 14,



6. abra. 6.(f)

(g) f(z)=In(z+ V22 +1)
D(f) = R
fl(z) = 7

" —I

Jiw) = (@2+1)7
hatarértékek: | lim_., f = —o0, lim ., f = 400
monoton né: | (—oo, +00)
monoton fogy: | —
szélsoérték: -
konvex: (—00,0)
konkav: (0, +00)
inflexiés pont: | x =0
R(f) = R

7. dbra. 6.(g)

10




(h) fz) = (x+2)-

1
Czx

D(f) =
fi(x) =
f'(w) =

hatarértékek:

monoton no:

monoton fogy:

szélséértékek:

konvex:
konkav:

inflexios pont:

R(f) =

R\ {0}

(11~ 2)
ex (& + %)
lim_, f = —o0, lim, f =400

limg_ f =0, limgy f = +0o0
(—o0, —1) U (2, +00)
(—=1,0) U (0,2)

xr = —1 lokalis maximum,
r = 2 lokalis minumum

------

8. dbra. 6.(h)

11




hatarértékek:
monoton no:

monoton fogy:

R\ {Z +km keZ}
1

cos?
__ 2sinz
cos3

hm%-‘rkﬂ—f: —00, hmg—l—kw-}—f:—'_ooa keZ
(—%—i—kw,%—i—kw),kez
(%+kﬂ,g+kﬂ)u(g+kﬂ,%+kw),k‘GZ

sz€lséértékek: | x = —7 + km, k € Z lokalis minimum,
v =74 +kn, k € Z lokélis maximum
konvex: (% +km,m+ lm) ,keZ
konkav: (km,m+km), k€Z
inflexiés pont: | km, k € Z
R(f) = R
10.0
8.0
8.0 +
7.0
6.0
5.0
40
i 3.0
i 2.0
—l;ﬂ -l‘I‘.U —1'3v0 —lIZ.U —lll.U -1:10 45'0 —3‘ -TV.U «6{0 -SY.U -4'0 —3IvU —2'0% —‘ 1'% ;Z’U 3'0 4'0 S.VU GIU T.VU .‘ﬂ 5'0 10‘.0 l.llﬂ 12IvU 13'.0 14IvU lS‘.U
T H
=20
0]
40
%0
7.0
2.0
2.0

12




() fl2) =15

D(f) =
f'(x) =

f// (x) —
hatarértékek:

monoton no:

monoton fogy:

szélsOérték:
konvex:
konkav:

inflexiés pont:

R(f) =

R\ (1)
o (1222)
(14z)3
lim_ o, f =0, lim, f =400,
lim_;_ f=—o0, lim_ 1, f =400
(0, +00)
(—o0,—1)U(-1,0)
x = 0 lokalis minimum
1, 4+00)

(_
<_007 _1)
(_

00,0) U[1,00)

10. 4bra. 6.(j)

13



hatarértékek:
monoton no:
monoton fogy:
szélsoérték:
konvex:

konkév:

inflexios pont:

R(f) =

(0, 4+00)
2—Inzx

2z+/x
—8+4+3Inz

422\/z
limg, f = —o0, lim o f=0
(0,€%)
(€%, +00)
x = e? abszolit maximum

8
es, +oo>

11. dbra. 6.(k)

14



hatarértékek:
monoton no:
monoton fogy:
szélsoérték:
konvex:

konkav:

inflexios pontok:

R(f) =

R

—2ze™

e (422 — 2)

lim_ o f=lim,f=0
(_007 0)

(0,400)

z = (0 abszolit maximum

12. ébra. 6.(1)

15




