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I. fejezet

Taylor-polinom, L’Hospital-szabaly

I.1. A differencialszamitas néhany alkalmazasa

I.1. Tétel. Legyenek f,q: [a,b] — R olyan figgvények, amelyek folytonosak [a,b]-n és
differencidlhatck (a,b)-n. Tegyiik fel, hogy f(a) < g(a) és f'(x) < ¢'(x) minden x € (a,b)
esetén.

Ekkor f(x) < g(x) minden x € |a,b] esetén teljesiil.

Bizonyitds. Legyen h(z) = g(z) — f(x), = € [a,b]. Ekkor a h figgvényre h(a) > 0 és
h'(z) > 0, x € (a,b) teljesiil. A [Egyvaltl) II11.34. Tétel] szerint tehdt A monoton névé
(a,b)-n, ezért h(a) > 0 miatt h(z) > 0, x € (a,b) is teljesiil. A h fiiggvény folytonossa-
gabol kovetkezik, hogy h(b) > 0 is igaz. Igy f(z) < g(z), x € [a, b]. O

[.2. Megjegyzés. Vigyazat! A fenti tétel allitasa nem megfordithato! Tehat abbdl, hogy
f(z) < g(x) nem kovetkezik, hogy f'(z) < ¢'(z).
Példaul, legyen

f(z) =0, g(x) =2?, [a,b] =[-1,0].
Ekkor f(z) < g(x), x € [-1,0]. Viszont f'(x) =0 > ¢'(z) = 2z, x € (—1,0).
A tétel alkalmazasaként lassunk két fontos példat, amelyekre a félév végén ismét vissza
fogunk térni.

1.3. Tétel. Minden x > 0 ésn € N esetén teljestilnek az aldbbiak.
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Bizonyitds. Csak az[[.1] els6 egyenlétlenségét bizonyitjuk, a tébbi hasonléan igazolhatd.
Legyen n € N rogzitve, és definialja

$2 ZEB 1,271

f(x) ::x—5+§—---—%, g(x) =1In(1+ z).

Azt kell belatnunk, hogy minden z > 0 esetén f(x) < g(z). Vildgos, hogy
f(0) =0 < g(0) =0.

Tovabba.
B 1
14z

Belétjuk, hogy f'(x) < ¢'(x) teljesiil minden = > 0-ra. Azt kell megmutatni, hogy

Pla)=1—a+at == ()

1

l—ax+2?— . —a22l <
1+2x

, x>0.

Atszorozva az egyenlStlenség mindkét oldalat (1 4 z)-szel kapjuk, hogy
l—z+a”— =2+ (z—a2? 42— 422 —2™) <L
Ezt atalakitva:
1—22 <1,

ami teljesiil, ha = > 0. Mivel a fentiekben csupa ekvivalens atalakitast végeztiink, ezért
f'(x) < ¢'(x) teljesiil minden = > 0 esetén. Igy alkalmazva az . Tételt egy tetszoleges
[0, 2] (x > 0) intervallumon, kapjuk, hogy f(z) < g(z), és ezt akartuk beldtni. ]

1.4. Megjegyzés. Az egyenlotlenségekben x = 1-et helyettesitve kapjuk, hogy

. 1+1 1<12<1 1+1 1+ 1
_ - _—— e e — — n _ - _— e e — —
2 3 2n — - 2 3 2n  2n+1’

amit a félév végén ugy fogunk irni, hogy

1 1 1 = (—1)
ln2—1—§+§—1—2 n .

n=0

Hasonléan kapjuk az becslésekbol (felhasznalva, hogy arctgl = 7), hogy

T 1 1 1 = (=)
T4 _Z.. .= . 1.4
4 1 3+5 7 ZQn—i—l (14)

n=0



I.2. Taylor-polinom, Taylor-formula

I.2.1. Motivacio

Lattuk egy fiiggvény elsé és masodik derivaltjanak szerepét. Ezek altalanositasaként
vezessiik be a magasabb rendli derivaltakat.

L.5. Definicié. Ha f’ differencidlhat6 a-ban, akkor f”(a) := (f")(a).
Ha f” differencialhaté a-ban, akkor f”(a) := (f")(a).

Ha f® differencidlhaté a-ban, akkor f*+9(a) := (f®)(a), k=1,2,....

Ily médon definidlhaték a megfeleld f*) derivaltfiggvények is, k = 1,2, ...
Megjegyezziik, hogy vesszékkel csak az els hdrom derivéltat szokés jellni, tehat f(V =
f'f® = " fB) = " Néha az f© := f megéllapodads is hasznos.

Azt mondjuk, hogy f akdrhdnyszor differencidlhatd a-ban (vagy végtelen sokszor diffe-
rencidlhaté a-ban), ha minden k € N esetén létezik f*)(a).

Az elég sima” fiiggvényeket jol kozelithetjiik polinomokkal. Azt mar lattuk, hogy ha f
differencialhat6 a-ban, akkor a [Egyvalt1] (I11.2)] egyenletii

ea() == fla) + f'(a) - (x —a) (2 €R)
érintore
ea(a) = f(a),
tovabba e (z) = f'(a), igy €. (a) = f'(a), azaz az e,-nak és az f-nek az a-beli derivéaltja
is megegyezik.
Lattuk azt is [Egyvalt1], (I11.3)] osszefiiggésben (Weierstrass differencidlhatésag-fogalma),
hogy

J— p— / . p—
T —ealn) (@)~ (fla) + ) (e —a)) _ o
z—a T —a T—a T —a z—a T —a
(L5)
ami azt fejezi ki, hogy az e, érintofiiggvény olyan kozelitése az f fiiggvénynek, hogy ha
az f(x) — eq(x) kiillonbséget (z — a)-val elosztjuk, még ez a hanyados is 0-hoz kozeli, ha

x kozel van az a-hoz.

Az e, érintéfiiggvény csak egy legfeljebb elséfokil polinom (egyenes egyenlete). Milyen
legyen az a magasabb foku polinom, amely a még pontosabb kozelitést lehetévé teszi?

Legyen P(z) := 3 — 2z + 42® — 523, Ekkor P(0) = 3.

P'(z) = =2+ 8z — 1527, P'(0) = -2,
P"(z) = 8 — 30z, P"(0) =8,
P"(z) = —30, P"'(0) = —30.



Koénnyen ellenorizheto, hogy minden z € R esetén

P// 0 P/// 0

P(x) = P(0) + P'(0)x + #:UQ + 3'( )x?’,

azaz egy polinomot igen jol kozelitettiink (ebben az esetben pontosan eléallitottunk)

egy olyan polinommal, amelynek egyiitthatéi a fiiggvény magasabbrendii derivaltjai egy

pontban (most ez a pont a 0 volt), elosztva a derivalt rendjének faktoridlisaival. Az
eloallitas tetszoleges polinomra elvégezheto.

L.6. Allitss (Maclaurin-formula). Legyen p tetszéleges n-edfoki polinom. Ekkor

//O (n)o
YO L0,
2! n!

k)
() = 3 Wk = p0) 4 /(00 +
k=0 ’

Bizonyitds. Legyen p(z) = Z?:o a;x?. Ekkor p-nek a k-adik derivaltjdra

n

pM (@) = ai(i —1) - (G — k+ 12/,
j=k

tehdt
p™(0) = ay, - k!,

amibdl az allités adodik. O

1.7. K6évetkezmény. Legyen p eqy n-edfoki polinom, a € R tetszdleges. Ekkor

m . pk) " (n)
p*(a) p’(a p"(a n
pe) = 3P @ - )t = pla) + (@) o — ) + T - a4 P )
k=0
Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitashoz analég médon végezhetd, az olvaséra bizzuk. n

1.2.2. Taylor-polinom és Taylor-formula

I.8. Definici6é. Legyen f az a pontban n-szer differencidlhaté fiiggvény. Definidlja 7, , :
R — R,

f™(a)

n!

f"(a)

o (x—a)’+...+

Tl o(x) = Tha(x) = fa) + f'(a) - (z — a) + (z —a)" (L6)

az [ figguény a pont korili (vagy a pontbeli) n-edik Taylor-polinomjdat. Az |l.7| Kovetkez-
mény alapjan

Toala) = f(a), T} ,(a) = f'(a), T; ,(a) = f"(a),..., T\ (a) = f™)(a). (L.7)
Tovabba, To, = f(a) és 11, = eq.



1.9. Megjegyzés. Az .7 Kovetkezménybdl adddik az is, hogy ha egy legfeljebb n-edfoki
p polinomra

pla) = f(a), p'(a) = f'(a), p"(a) = ["(a),....p" (a) = ["(a)

teljesiil, akkor p = T;, ,.

A kovetkezo tétel segitségével meg lehet becsiilni, hogy az n-edik Taylor-polinom mennyi-
re jol kozeliti a fliggvényt.

I.10. Tétel (Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal). Legyen f : R — R, a € D(f).
Tegyiik fel, hogy AK (a) C D(f) kornyezet, hogy az f figguény n+ 1-szer differencidlhato
K(a)-ban. Legyen x € K(a) tetszdleges. Ekkor létezik olyan ¢ = c(x) az a és az v kozitt
(vagyis, ¢ € (a,x) vagy ¢ € (x,a)), hogy

£

CEST A s

f(x) = Thalz) +

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. m

A félév végén foglalkozni fogunk a Taylor-polinomok végtelen 6sszegre valé altalanosita-
saval, az un. Taylor-sorokkal (1d. a[[I1.4] alfejezetet). Ezek elorevetitéseként igazoljuk az
alabbit.

I.11. Kovetkezmény (Taylor-sorok kifejtési tétele). Legyen D(f) = I intervallum, f
akdrhdnyszor differencidlhato az I intervallum belsejében, valamint legyen a,x € int [
rogzitve. Ha taldlhato olyan C(x) > 0 szdm, hogy minden ¢ € [a,x] (vagy ¢ € [z,a])
esetén

|fM(0)] <C(x), neN,

akkor

™ (g
f(x) = lim T, ,(z) = nh_)nolo (f(a) + fl(a)(x —a)+ ...+ I )(:c — a)”) (L.9)

Bizonyitds. A feltétel szerint az (L.8]) Taylor-formula maradéktagjara minden rogzitett x
esetén

(1) (¢ x
f (>(Q3—6L>n+1 < O( )

n+1
— — 0, n —
(n+1)! S CESy el

|f(2) = Thalz)| =

teljestil, felhasznalva, hogy lim —l;; = 0 tetszoleges b € R esetén. Ebbol az éllitas adodik.
n—oo :
O



A fenti hatarértéket késobb az alabbi médon fogjuk irni:

n—oo n

< £()(q
lim T, a(2) = ) / ,( >(1; —a)". (1.10)

1.12. Példa. frjuk fel néhany nevezetes fiiggvény n-edik Taylor-polinomjat a 0 koriil!

L f(z) =
Konnyen meggondolhatd, hogy

(n) (m)
1 n! 1

S U (. — nl
(1 - id) (1 —id)"+! <1 - id) (0) =n!

tehat a 0 koriili Taylor-polinom egyiitthatéira

teljesiil. fgy
T,io(x) =l+a+a’+ - +a"

2. f(z)=¢"
Ismert, hogy exp’ = exp, tehat

n! n!  nl
igy ) i
T{O(x):1+x+%+---+%.
3. f(x) =sinx
A sin fiiggvény derivaltjai alapjan
sin0 =0, n =4k
0= 50 2o n —akis
—cos0 =—-1, n =4k+ 3,
f8y 23 21
T2fn+1,0(x) Y] +oe Tt (_1)n(2n 1)



4. f(x) =coszx

A cos fiiggvény derivéltjai alapjan

cos0 =1, n =4k
) (()) — —sin0 =0, n =4k+1;
cos™(0) —cos0 =—-1, n =4k+ 2,
sin0 =0, n =4k+ 3,
8y f IQ 1'4 x2n

5. f(z) =In(1 +x)
Koénnyen meggondolhaté, hogy

In(1 4 id)™(z) = (—1)"—1(";1)7!1 = In(1 +id)™(0) = (=1)"*(n — 1)\.

(1+x)
fgy 2 3 4
T T T "
Tf = _ — - _1”*1__
Lo =o =S+ =D (c1

Most gondoljuk meg, hogy az [.11] Kovetkezmény alkalmazhaté-e az el6bbi fiiggvények
esetében, tehét igaz lesz-e, hogy f eldall a 0 koriili n-edik Taylor-polinomjainak hatarér-
tékeként, vagyis
F(x) = lim T o (2)?
n—o0 ’

Legyen tehdt a = 0, és = € R rogzitve. Ekkor ha ¢ € [0, z] (vagy ¢ € [z,0]), az m Pél-
déaban meggondoltak alapjan minden n € N természetes szamra

lexp™ ()] = e° < el*l =: C(x),

|sin™(c)| < 1=:C = C(x),

|cos™(c)| < 1=: C = C(x).
Ezért az exp, sin és cos fiiggvényekre alkalmazhaté az [[.11, Kovetkezmény, és az ([.10))

jelolést hasznalva

2 oo

. x z" N
e _1+x+5+"'+ﬁ+”'_2}n! z €R,
23 p2n+1 >© 2+l
3 — o B L — J— S L — GR,
e T G T nzzo( "
2zt z*n . "
:1__ - “e —1” c e = —1” GR
COS 5 + m +--+(—1) (2n)!+ nz%( ) (2n)! x



Legyen z € (—1,1). Az

(i) 0=

(n—1)!
(1+1)"
derivaltakra nem tudunk az el6bbiekhez hasonld egyenletes, csak z-t6l fiiggd (de n-t6l
fiiggetlen) becslést adni 0 és = kozott. Azonban kozépiskolabdl ismerds, hogy ha x €

(—1,1), akkor a mértani sorozat Gsszegképlete alapjan, valamint felhasznalva az " — 0
nevezetes sorozathatarértéket,

és a

(In(1 +id))™ () = (=)™

. =gt 1
l+z+---+2" = — , N — 00.
1—2 1—=x
Tehat a .
_ 2 n o n .
—— =l+atat+oote +---_nz_oa:, l<z<l1

eloallitas teljesiil.
Késobb latni fogjuk, hogy az f(z) = In(1 4 z) fiiggvény is eléall az ([.10) alakban.

Most kimondjuk azt az allitast, ami arrdl szol, hogy az f fiiggvény Taylor-polinomja ,, j61”
kozeliti f-et az a pont kozelében. Ezt az eredményt n = 1 esetében mar bizonyitottuk,

mivel T3 ,(z) = eq(x), 1d. az levezetést.

I.13. Tétel (Taylor-formula). Legyen f : R — R, a € int D(f). Tegyiik fel, hogy az f
fiigguény n-szer differencidlhato a-ban. Ekkor

f(x) = Thalz)

li =0. [.11
xl—r>I(11 (.T — a)”l ( )
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk (n = 1 eset volt). O

I.3. L’Hospital-szabaly

A L’Hospital-szabdly a ,,8” és a 227 alaku fiiggvényhatarértékek kiszamitdsahoz ad se-
gitséget. A bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a Lagrange-kozépértéktétel (1d. [Egyvaltl)

I11.28. Tétel]) kovetkezo altalanositara.

I.14. Tétel (Cauchy-kozépértéktétel). Legyenek az f és g figgvények folytonosak |a,b|-n
és differencialhatok (a,b)-n, és tegyiik fel, hogy VY € (a,b) esetén ¢'(x) # 0. Ekkor létezik
olyan c € (a,b) pont, amelyre

(a)  g'(c)
8

f) = fla) _ ['(¢)
-9



Bizonyitds. Ha g(b) = g(a) lenne, akkor a Rolle-tétel (Id. [Egyvalt1], II1.27. Tétel]) miatt
g" az (a,b) intervallum valamelyik pontjaban 0 lenne, de ezt kizartuk. Igy beszélhetiink
az % hanyadosrél.

Tekintsiik most a

f(b) = f(a)
9(b) — g(a)

fiiggvényt! Konnyti ellenérizni, hogy h(a) = h(b) = 0. Tovabba h folytonos [a,b]-n és
differencialhat6 (a, b)-n. Igy a Rolle-tétel szerint 1étezik olyan Jc € (a,b) pont, amelyre

W(c) = 0. Mivel B'(z) = f'(x) — L8-09 . g/(2) (2 € (a,1)), ezért

bt o R, h(e) = f(z) - ( (9() - gla)) + f(a))

fb) = f(a)

0=H) =11~ 6 " gta)

-g'(c),

amibél ¢'(c) # 0 miatt

kovetkezik. O

I.15. Tétel (L'Hospital-szabdly). Legyenek az f és g figgvények differencidlhatok az (c, [3)
intervallumon (ahol o, f = +00 is lehet), és legyen a € [, ). Tegyiik fel, hogy

limf=1limg=0

vagy
lim g = 400 vagy — oo,

tovabba g # 0 az a pont eqy kipontozott kornyezetében.
Ekkor ha létezik lim g, akkor létezik lim§ is, és

S
lim =~ = lim =.
a g a g
Bizonyitds. Abban a specidlis esetben végezziik el a bizonyitést, amikor a € («, ), f(a) =
g(a) = 0. Jelolje
[ =
lim— =: L €R.
a g
Ekkor a hatarérték definicidja szerint Ve > 0 szamhoz 3§ > 0, hogy Vo € Ks(a) C
(v, B), x # a esetén




Legyen z € Ks(a), © # a tetsz8leges. Az f és g fiiggvényekre az[[.14 Cauchy-kozépértéktételt
alkalmazva [a, x]-en (vagy [z, a]-n) kapjuk, hogy dc € Ks(a) az a és x kozott, hogy

flz) _ fl@) = fla) _ f(c)

g(x)  g(x)—gla)  g'(c)

fgy /
1@ 1O e )
g(x)  g'(c)
is teljesiil, amibol a hatarérték definicidja alapjan kovetkezik, hogy
lim i = L.
a g

]

1.16. Megjegyzés. A L’Hospital-szabaly bizonyitasa lényeges kiilonbozik a fentitol a lim, g =
400 esetben.

1.17. Feladat. A L’Hospital-szaballyal szamitsuk ki a

. COST — cos 3T
lim —————
z—0 2
hatarértéket! Mind a szamldld, mind a nevez6 0-ban 0, ezért elég a derivaltak hdnyado-

sanak a hatarértékét kiszamitani:

. (cosx —cos3zx) | —sinx+ 3sin3x 1. sinz 3 . sin3z
lim = lim = ——lim — lim
20 (x2) z—0 2x 2220 x 2220
1 9. sindx 19
=— 14 =lim =—4+-=
2 2220 3x 2 2
gy ;
iy SO5% 2cos T _y
z—0 x

A derivéltak hanyadosanak hatarértékét szintén szamolhattuk volna a LL’Hospital-szaballyal:

. —sinz + 3sin 3x . —cosz + 9cos3x —149
lim = lim = —
x—0 21‘ x—0 2 2

4.

Ez az okoskodéas azonban ,farkaba harapo kigyd” jellegii, hiszen a sin derivaltjanak meg-
hatarozasakor (1d. [Egyvaltl, I1I1.4.3]) éppen a lim, o *>* = 1 nevezetes hatdrértéket
hasznaltuk fel (amit a [Egyvaltl] 1.5.11] szakaszban igazoltunk)...

Sajnos, még a L’Hospital-szabdly sem tud minden ,kritikus” hatarérték-feladatra konnyt
valaszt adni.

10



1.18. Feladat. Mennyi a

et —e”

im ———
z—o0 ¥ 4+ e~ 7
hatarérték? Konnyen lathato, hogy
gclggo(e —e ):5011_>r£10(e +e7") = +o0.
és (e + e ") =e* —e® #0, hax #0, tehat az (.15 Tétel feltételei teljesiilnek.
Ha a derivaltakat nézziik, akkor
lim (" —e ™) = lim (" + ") = 400,
T—00 T—>00

tovabba

lim (e +e7*) = lim (" —e™") = +00.

Ha ismét alkalmazni szeretnénk a I’Hospital-szabalyt, és az elobbi fiiggvények derivaltjait
vizsgaljuk, akkor ugyanezeket a hatarértékeket kapjuk - tehat a hanyados hatarértéke
ismét 22 alaku lesz. Ezért ilyen médon nem tudjuk kiszamitani a hatarértéket.
Megjegyezziik, hogy az eredeti hanyadosban e*-szel egyszertisitve

e’ —e " l1—e 2@

hm _— = hm —_— =
z—o0 ¥ 4+ e~ 7 x—o0 | + e—?x

11



I1. fejezet

Integralszamitas

II.1. Primitiv fiiggvény

Ebben a szakaszban [ nyilt intervallumot jelol.

I1.1. Definicié. Legyen f egy I intervallumon értelmezett fiiggvény. Ha létezik olyan F
az I-n differencidlhato fiiggvény, amelyre F’ = f, akkor minden ilyen F' fiiggvényt az f
fiiggvény primitiv (elsddleges vagy eredeti) fiigguényének vagy hatdrozatlan integrdljanak
neveziink. Szokdsos szohasznélat még az antiderivdlt is.

IL1.2. Allitas. Ha F a f egy primitiv fliigguénye I-n, akkor bdrmely ¢ konstansfiigguény
esetén

(F+c) =/
19y f-nek végtelen sok primitiv fiiggvénye van.
Bizonyitas. Trivialis. O

IL3. Allitas. Ha F a f eqy primitiv figguénye I-n, akkor f-nek minden mds G primitiv
fiiggvénye eloall G = F + ¢ alakban valamely ¢ konstansfigguényre.

Bizonyitds. Az allitas feltételeibdl kovetkezik, hogy
(F=G)=F-G=f-f=0,

vagyis (F — G)' = 0 az egész I intervallumon. Ekkor a kordbban beldtott [Egyvaltl),
I11.30. Allités| alapjan F' — G konstansfiiggvény, és ezt akartuk beldtni. n

I1.4. Definicié. Adott f: I — R fiiggvény esetén jelolje

1
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(,integral” f) az f fliggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat I-n. Ha f-nek nincs pri-
mitiv fiiggvénye, akkor [ f = 0. Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor lattuk, hogy

/f:{F+ac€RL

ahol F' a f egy tetszolege primitiv fliggvénye.
Ha nem okoz félreértést, akkor [ f minden elemét is az egyszerliség kedvéért [ f-fel

jeloljiik, tehat
!/
(f) -+

Szokdsosak még az [ f(x) és [ f(x)dx jelolések is a primitiv fiiggvény = pontbeli helyet-
tesitési értékére.

IL5. Példa. Legyen I = R. Ekkor [coszdx = {sinz + c¢: ¢ € R}, amit a megéllapodds
alapjdn gy is frhatunk, hogy [ cos = sin.

Ha kiilon nem rogzitjiik le az I intervallumot, akkor [ f mindig egy lehetd legh8vebb
intervallumon értendd, ahol f értelmezve van és létezik primitiv fiiggvénye (a primitiv
fiiggvény (ek) megaddsénal ez(eke)t az intervallumo(ka)t természetesen specifikélni kell).

Alapintegraloknak nevezziik az elemi fliggvények derivaltjainak primitiv fiiggvényeit.
Ezeket az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze. Itt hasznalni fogunk egy kissé pontatlan,
de elterjedt jelolést, mely a kovetkezét jelenti. Tekintsiik példaul az 1/id fliggvényt!
Ennek értelmezési tartomanya ugyan nem intervallum, de felbomlik két intervallum, az
I = (—00,0) és az Iy = (0, 00) diszjunkt unidjara. A fiiggvénynek mindkét intervallumon

van primitiv fiiggvénye:
1 . 1 .
/;1 |1, = In(—1id), /H |,= Inid.

Ezt az egyszeriiség kedvéért egy képletben fogjuk jel6lni mint

1
/ﬁ_mmy

Hangsulyozzuk, hogy a Definicié értelmében az f = % fiiggvénynek az egész értel-
mezési tartomédnyan nem értelmezhetd primitiv fiiggvénye, hiszen D(f) nem intervallum.
Ezért ez az egyenl6ség ilyen értelemben megtéveszto. Azonban, az % |1, és az % |1, fiigg-
vényeknek (vagy az 1/id barmely, I;-nél vagy I,-nél sziikebb intervallumra valé megszo-
ritdsanak) van primitiv fliggvénye, és ezt hivatott kifejezni a fenti képlet.
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/'da igett (0% -1) /1 In |id | /
id* = a# — — =1In|i exp = ex
a+1’ id P P
/eXPa = expa’ (1#aeR) /sin: — cos /cos:sin
Ina

1 ; / 1 ;
_— — = —C
cos? & sin? &

= arctg

1 1
/1+id2 /w/l—idQ

= arcsin

I1.6. Feladat. A fenti tablazatban miért nem keriilt el6 az arcctg és az arccos fiiggvény?

Probléma. Hogyan lehet felismerni egy f : I — R fiiggvényrdl, hogy van-e primitiv
fiiggvénye [-ben?
Vilasz. Sehogy! De adhato sziikséges és adhato elégséges feltétel.

I1.7. Tétel (Elegendd feltétel primitiv fiiggvény létezésére). Ha f folytonos I-n, akkor
f-nek létezik I-n primitiv fligguénye.

Bizonyitas. Késobb. O]
I1.8. Példa. Belathato, hogy az alabbi fiiggvényeknek nincs elemi primitiv fiiggvénye: ﬁ

sinx
T

és az I = (1,+00)-en, e az I = R-en.

A primitivfiiggvény-keresés vagy hatdrozatlan integralas tulajdonképpen egy szamolasi
technika (kalkulusnak is hivjék), lényegében a differencidlds miiveletének megforditdsa
(de annél sokkal nehezebb). A kovetkezdkben néhény jél hasznalhaté szabélyt igazolunk.

IL.9. Allitas (Vektortér-tulajdonsag).

1. Ha f-nek és g-nek létezik primitiv fiigguénye I-n, akkor f+ g-nek is létezik primitiv

fiigguénye I-n, emellett
/(f+g)=/f+/g-

2. Ha f-nek létezik primitiv fiigguénye I[-n és ¢ € R tetszoleges dllando, akkor c- f-nek
1s létezik primitiv fiigguénye I-n, emellett

Jen=c [t

Bizonyitds. Trividlisan kovetkezik a definiciébdl és a [Egyvaltl], 111.13. és I11.14. Tétel]-
bol. O
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I1.10. Allitas (Lineéris helyettesités). Ha [ f=F, vagyis F' = f I-n, akkor tetszdleges
a#0 ésbeR konstansokra x — f(ax + b)-nek is létezik primitiv figguénye [-n, és

/fax—i—b F(ax—l—b)

Bizonyitds. A kompoziciéfiiggvény derivéltjara vonatkozé [Egyvaltl] I11.19. Tétel]-t al-

kalmazva
<M> _ 1. F'(ax 4+ b)-a= f(azx +D).

a a

I1.11. Példa.

ahol f(z) =¢e*,a=3,b=—1.
/(2;1:+5) i _ (2245 _ (22+5)

ahol f(x) =2% a=2,b=05.

I1.12. Allitas. Legyen f differencidlhato I-n, f > 0 és a € R. Ekkor f« - f'-nek létezik
primitiv fiigguénye I-n, €s

JE LAt

Bizonyitds. Vilagos, hogy mindkét esetben a jobb oldal differencidalhaté. Ha o # —1,
akkor [Egyvaltl] II1.19. Tétel]-t alkalmazva

fa+1 _ ]‘ fe% ! a /

Ha o = —1, akkor

I1.13. Példa. 6

.5 sin® x
sin’ z - cosx dr = 5

ahol f(z) =sinx, a = 5.
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I1.14. Példa.
/tg:cdx = / ST G = —/ . —In(cosz), hax € ((4k — 1)%, (4k + 1)%) ;

cos T cos T
sinz sinw s s

tgxde = dz = — — —In(- . h e<4k: DT (ak 3—),
/ gxdr /cosx T /—cosx n(—cosx), haz € ((4k + )2 (4k + )2

k € Z. A fentieket Osszefoglalva gy is irhatjuk, hogy
T v
/tg:rdx = —lIn|cosz|, =€ ((Qk - 1)5, (2k + 1)§> , keZ.

I1.15. Tétel (Parciélis integralas elve). Legyenek f és g differencidlhatdk az I interval-
lumon, és tegyiik fel, hogy f - g'-nek létezik primitiv figguénye I-n. Ekkor f'- g-nek is
létezik primitiv figgvénye I-n, és ez utobbi (eqy) primitiv figguénye:

/f’~g=f~g—/f-g'-

Bizonyitds. Kell: (f-g— [ f-g') differencidlhaté [-n — ez trividlis —, és (f-g— [ f-¢') = f"-g.
Utobbi teljesiil, mivel
!/
(f-g—/f-gl) =fg+fg-f9d=r9
[

II.16. Példa. Adjuk meg az In fiiggvény egy primitiv fiiggvényét a parcialis integréalas
elve segitségével!

1
/lnxdx—/ 1 ‘Inzxder= z -lnx — A dx—x-lnx—/ldx—yc-lnx—x.
~—~ ~— ~~ T
f'(x)  glx) fl@) gz fl@) ~~~
g'(z)
11.17. Példa.
/x-exdx:/ z - e de= x - € —/ 1 - e de=x-e"—¢e".
N N~ N~ ~
glz)  f'(x) glz)  f(z) g'(x) f(x)

I1.18. Példa. A kovetkezo feladatban 2 parcidlis integréalast érdemes végrehajtani egymas



utan.
/ex-sina:dx:/ e’ -sinx dr= e -sinx—/ e’ -cosz dx
—~ =~ ~ —~— =~
f'(x)  g(x) fl@)  g(=) fl@) gz
=e%-sinx — e’ -cosz dx
—~
u'(z)  v(z)
=e"-sinx— | e -cosz— [ € -(—sinx) dz
—~ —~—
u(x) v(z) u(x) v (x)

=e”.sinx —e” - cosx — /ex-sinxdx.

Ebbdl atrendezéssel kapjuk, hogy

/e’”‘sinxd:c =

I1.19. Tétel (Helyettesitéses integralds elve). Legyenek I és I* tetszdleges (nyilt) inter-
vallumok. Legyenek f és g olyan fligguények, hogy f-nek létezik primitiv figgvénye I-n,
g pedig differencidlhato I*-on, tovdbbd R(g) C I. Ekkor (f o g) - ¢'-nek létezik primitiv

fiigguénye I*-on, és
/(fog)-g’z </f) °g.

Bizonyitds. Legyen F := [ f, tehdt F differencidlhaté I-n és F' = f. Ismeretes, hogy
ekkor F' o g is differencidlhaté I*-ban (Id. [Egyvaltl] I11.19. Tétel]), és

(e”-sinx —e” - cosx).

N | —

(Fog) =(Fog)-gd=(fog) 4.

fgy Fog=([f)og=[(fog) g O

I1.20. Megjegyzés. A gyakorlatban a helyettesitéshez g : I* — I bijektiv fiiggvényt érde-

mes valasztani, mert ekkor
/f= (/(fog)-g’) og!,

vagyis az eredeti primitiv fliggvény meghatérozhato.

Klasszikus formalizmus.
[ 1@ drlemgor= [ 100 @ =g
1
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I1.21. Példa. A kovetkezd példdban z = +/t-t érdemes helyettesiteni, I* = (0, +00).

de _ 1
EkkOI' a m

) | 1 | 1
ey Vet = [t === e
/xe“’”:ﬁ/\[ewi z/e 7 ¢ T3¢

Mivel a helyettesit fiiggvény értékkészlete a (0, +00) intervallum, ezért igy csak ezen
az intervallumon kaptuk meg a primitiv fiiggényt. Ha azonban z = —+/t-t helyettesi-
tiink volna, hasonl6 eredményre jutottunk volna. Tehat a kapott fiiggvény az egész R-en
primitiv fiiggvény lesz.

Ebben az esetben akér ,ranézésre” is meg tudtuk volna allapitani a primitiv fiiggvényt,
hiszen kénnyen észreveheto, hogy x = %(12)’ . Az alabbi példaban azonban mar nem ilyen
egyszeru a helyzet.

I1.22. Példa. Hatarozzuk meg a

dx

1
V41
primitiv fiiggvényt az I = (0,+o00) intervallumon! Erdemes a VT = t, vagyis z = t?
helyettesitést alkalmazni, ahol I* = (0, +00). Ekkor ‘fi—f = 2t. A kapott integrélt tovabb
alakitva:

2t 2t +2 — 2 2
/ AT | g dt_/+—dt_/ 2— —— | dt =2t—-2In|t+1].
NZES t+1 t+1 t+1

Visszahelyettesitve:

1
/ﬁ+1dx=2\/§—21n(\/5+ 1).

I1.23. Feladat. Hatarozzuk meg az /1 — 22 fliggvény (egy) primitiv fiiggvényét az [ =
(—1,1) intervallumon a helyettesitéses integralas elve segitségével!

Helyettesitsiink @ = sint-t, t € (=%, %) =: I*. Ekkor % = sin’t = cost. Igy

/\/1—x2dx | o= Smt—/\/l—sm t- costdt /|Cost| costdt = /COStht

(9(t))=Vcos? © g(t)

1 1 1
:/5(1+C082t) dt:§/1dt+§/C082tdt

— i 2 — ( i )
2 4 2 ’

ahol felhasznaltuk, hogy cost > 0 az I*-on. Ebbdl

/\/1 —x2dx = (t—l—SlHt COSt) |t arcsinz ™=
(arcsinx +z-vV1— $2> :

(t +sint - V1 —sin® t) |t=arcsin

l\DIH

N — DN
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I1.1.1. Racionalis tortfiiggvények integralasa

Raciondlis tortfiigguénynek nevezziik az

alaku fiiggvényeket, ahol p és ¢ polinomok. Konnyen lathaté, hogy polinomosztas utan
minden raciondlis tortfiiggvény

alaku, ahol r, p és ¢ polinomok, és degp < deg ¢. Ha tehat egy

/%dl’

alakt integralt akarunk kiszamolni, akkor tulajdonképpen

/(r(:p)ﬁ%) dxz/r(x)da:+/f%dx

alaki integralokat kell meghatdroznunk. Az [ r(z) dz koénnyen kiszdmolhaté a hatvény-
fiiggvények integraljaibdl, az Osszeg és konstansszoros integraldsi szabdlya alapjan. A
2. tag altalanossagban nehezebben kezelhetd, de mi most csak azzal a specialis esettel
foglalkozunk, amikor

degp <1, degq=2.

Ilyenkor 3 esetet kiilonboztethetiink meg;:
1. g-nak nincs valés gyoke;
2. ¢-nak 2 kiilonb6zo6 valos gyoke van;
3. g-nak 1 kétszeres valds gyoke van.
Az alabbiakban mindharom eset kezelését egy-egy példan keresztiil mutatjuk be.

I1.24. Példa ([Feladatgy.] 5.33.). Szamitsuk ki az

x
—d
/3:2—2x+6 v

integralt!
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Elészor allapitsuk meg, hogy mivel D = (—2)% — 4 -6 < 0, ezért a nevez6nek nincs valds
gyoke. Ilyenkor alakitsuk tgy a szamlalot, hogy az tartalmazza a nevez6 derivaltjat!

Tehat,
1 20 — 2 1
/de:—/x—dx+/—dx.
2 — 22 +6 2 ) 22—-22+6 2 — 22 +6

Az els6 tag azonnal adédik a [[1.12] Allitasbol:
1 21 — 2 1
S 2 dr==-In(a® -2 .
2/x2—2x—|—6 v=g5 In(z" = 2w +6)

A 2. tagban a nevez6t alakitsuk teljes négyzetté — igy az az arctg fiiggvény egy linedris
transzformacidjanak derivaltjahoz jutunk, 1d. a [I1.10} Allitést.

/ L / L 1/ S U T
———dr= | —————dr=- | —————dr = — - arctg ——.
2?2216 (z—12+5 5) (5521 /5 e

fg 1 1 1
x T —
" dr=Z-'In(z*2-2 6) + — - arctg ———.

/x2 57 £ 6 T 5 n(m T + ) \/5 arctg \/g

I1.25. Példa ([Feladatgy.] 5.43.). Szamitsuk ki az

X
—d
/ x2—2r —3 .
integralt!

Elészor allapitsuk meg, hogy mivel D = (—2)? — 4 - (=3) > 0, ezért a nevezdének két
kiilonb6zo valos gyoke van. Kiszamolva a gyokoket kapjuk, hogy

2 =22 —-3=(z—3) (z+1).

Ezt felhasznalva bontsuk a raciondlis tortfiiggvényt parcialis tortek Osszegére!
x A B

x2—23:—3_x—3+x+1'

A jobb oldalt k6zos nevezére hozva,

x A (@+1)+B-(x—-3) (A+B)-x+A-3B
e (x—=3) - (x+1)  (@=3)-(x+1)
Ebbdl
A+B=1 A—3B=0=A=1—-B, 1—B—3B:0:>B:i, A:z.

Tehat

z 3 [ 1 1 [ 1 3 1
L A dr + - dr =2 Inlz—3|+ -1 1.
/x2—2x—3x 4/x—3 er4/:c+1 v=g fe =3+ g e+l
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I1.26. Példa ([Feladatgy.] 5.49.). Szamitsuk ki az

2
/ 2 g
x?2—2r+1
integralt!

Vegyiik észre, hogy a nevezd egy teljes négyzet: 22 —2x+1 = (z—1)2. Ilyenkor egyszeriien

2 2 2
——dr = | —————dr = — .
/x2—2x+1 v /(:U—l)2 . rz—1

Megjegyezziik, hogy ha a szamldléban 1. foku tag (pl. x) &ll, akkor a kévetkez6képpen
jarhatunk el:

T T r—1+1
/x2—2x—|—1 v /(ac—l)2 v /(:10—1)2 v

1 1 1
- d e dr=lnjz—1]— ——.
/:U—l x+/(x—1)2 v =nfe -1l r—1

I1.2. Riemann-integral

I1.2.1. A Riemann-integral definicija

A Riemann-integrél lényege: ,a fliggvény grafikonja és a vizszintes tengely altal hata-
rolt sikidom teriilete”. Szemléltethetjiik egy, a fizikabdl vett példan is. Jeldlje egy autd
sebességfiiggvényét v! Kérdés, hogy mekkora utat tesz meg a t = a és t = b idépontok
kozott. A megtett utat kozelithetjiik oly médon, hogy az [a, b] idSintervallumot részinter-
vallumokra osztjuk fel és feltételezziik, hogy ezeken a kis idGintervallumokon egyenletes a
mozgas, majd a felosztast minden hatdaron tul finomitjuk. Nézziikk most mindezt precizen!

I1.27. Definicié. Legyen |[a, b] korlatos és zart intervallum, és valasszunk valamely n € N
esetén x;, 1 = 0,...,n pontokat az alabbi modon:

a=xg<x1<Tg-+<x, =0

Az [a,b] intervallum egy felosztdsa a ® = {I3,...,I,} véges intervallumrendszer, ahol
I =[z;q,2],i=1,...,n, a felosztds osztdpontjai az {xg, x1, s, ..., x,} pontok.

I1.28. Definicié. Legyenek ® és ¥ az [a, b] intervallum felosztasai. Ezen felosztasok egye-
sitése (vagy kozos finomitdsa) az a ® V W-vel jelolt felosztéds, melyet gy kapunk, hogy
& osztépontjaihoz hozzévesszitk a U osztopontjait (vagy forditva), és az igy kapott 1j
osztéponthalmazhoz tartozé intervallumrendszert tekintjiik.
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:I/'O:& .%fl --~wi71 $’L e I;
I1.1. dbra. Az [a,b] intervallum egy felosztasa

I1.29. Definicié. Adott f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és & = {Ii,
esetén definidlja a ® felosztashoz tartozé also kozelitéosszeget

sy(@)i= Y (int 1) -l

felsé kozelitéosszeget

S(0) = Y (sup ) -1

i=1 N i
ahol |I;| := x; — x;_1 az I; intervallum hossza.
! f
a b
oy Xo T3 " Tp-1TLp T

I1.2. abra. Felso kozelitoosszeg

..., I} felosztas

I1.30. Megjegyzés. Vilagos, hogy tetszéleges f : [a, b] — R korlatos fiiggvény és @ felosztés

esetén
sp(®) < Sy (P),

hiszen minden ¢ esetén infy, f < sup;, f.

I1.31. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény. Ekkor az [a,b] intervallum tetszd-

leges @,V felosztdsaira
55(®) < S5 ().
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Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy barmely &, ¥ felosztasok esetén
Sf(q)) SSf(@\/@) SSf((I)\/‘I/) SSf(‘I/), (112)

amib6l (IL.1) nyilvan kovetkezik. A maésodik egyenlétlenség a [[1.30, Megjegyzés alap-
jan nyilvanval6. A kovetkezokben azt bizonyitjuk, hogy ha © olyan felosztésa [a, b]-nek,
melyet ®-bol gy nyeriink, hogy egy 1j osztépontot hozzavesziink, akkor

Sf((I)) S Sf(@). (H?))

Ebbdl az osztépontok szamara vonatkozoé teljes indukciéval kovetkezik az elso egyenlot-

Yy
4 f
pd
a ‘ ‘ .. b
To T1 Ti—1 TiU Ty Tpn—1Tp T

I1.3. 4bra. Uj osztépont hozzdvétele

lenség az (I1.2) sorozatban. A harmadik egyenlétlenség bizonyitasdhoz pedig hasznaljuk
fel, hogy a ® V W felosztas barmely I; intervalluméara

sup f = —inf(—f)
I I;

teljesiil. Ezért
Sf((I) V \If) = —S,f(q) V \If),
és ebbdl (az els6 egyenlStlenség alapjan)

S_f(PVE) 25 (V) = Sp(PVV) = —s_f(®V ) < —s_¢(¥) = 5p(V),

vagyis
S5(® VW) < S(V)

kovetkezik.
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Térjiink ra most az ([1.3) egyenlStlenség bizonyitdsara! Legyen © olyan felosztds, me-
lyet ®-bdl tgy nyeriink, hogy annak x; és z;11 osztépontjai kozé felvesziink még egy u
osztopontot, vagyis © osztépontjai

A=) <1 < - < <UL Tip < - <z, =b.

Az (I1.3)) egyenlétlenség két oldalardl az azonos tagokat elhagyva azt kell belatnunk, hogy

(it ) a < (1) o e 1) oo

ZTi,Ti 1] [24,u] U, Ti41]

Mivel infy, 4, ) f < infly, o f és infg, 4, ) f < infp gz, f (sziikebb halmazon vett infi-
mum nagyobb vagy egyenld, mint a bévebb halmazon vett), ezért

<inf f) (u— ) + ( inf f) (X1 —u) > ([ inf f) ((u— ;) + (i1 — u))

[xi,u] [, 41] T4, Ti41]
= ( 1nf f) . (I'H_l — l‘i),
[zi7$i+l]
igy az allitast belattuk. [

I1.32. Kovetkezmény. Az
{s7(®) : @ az [a,b] egy felosztdasa} és {S;(P): D az[a,b] egy felosztdsa}

halmazok kézil a bal oldali halmaz minden eleme kisebb vagy egyenlo a jobb oldali halmaz
minden eleménél. Ebbdl az is kivetkezik, hogy az elsé halmaz felilrél, a mdsodik alulrdl
korldtos. Természetesen, az elsé halmaz alulrdl, a masodik pedig felilrédl is korldtos (tehdt
mindkettd korldtos), hiszen

([125 ) (b—a) <sp(®) < Sp(P) < (S[ugf) (b~ a)

minden ® felosztds esetén.

I1.33. Definici6. Definidlja az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény (Darbouz-féle) alsé integ-
rdljdt

b
/ fi=sup{ss(P®): ® az [a,b] egy felosztasa}, (IL.4)

és (Darbouz-féle) felsd integraljat

b
/ f:=1inf {S§(P) : ® az [a,b] egy felosztasa} . (IL.5)

_/abf g/;bf. (IL6)
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I1.34. Definicié. Egy korlatos f : [a,b] — R figgvényt Riemann-integrdlhaténak mon-

dunk, ha A
L=+

Ha f Riemann-integralhato, akkor az als6 és fels6 integralok kozos értékét f Riemann-
integraljanak vagy hatdrozott integrdaljanak nevezziik, és az alabbi mdédon jeloljiik:

[ [ st

I1.35. Feladat. Igazoljuk, hogy a Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integrélhaté [0, 1]-en!

Bizonyitds. Jelolje D a Dirichlet-fiiggvényt. Konnyen lathatd, hogy a [0, 1] intervallum
barmely ® felosztasara
SD((I)) =0 és SD<(I)) =1

teljesiil, mivel minden intervallumban van raciondlis és irraciondalis szam is. Tehat
1 71
0= / D < / D =1.
Jo 0

I1.36. Feladat. Igazoljuk, hogy az f(z) = z? fiiggvény Riemann-integralhaté [0, 1]-en és

1
1

/ 22 dr = -.
0 3

Bizonyitds. Rogzitett n € N esetén legyen a ®,, felosztas az az intervallumrendszer, amit

° 12 1
{0,—,—,...,”_ ,1}
n n n

osztépontok hataroznak meg. Ekkor f szigorti monoton novekedése miatt

STRED 3 Ty NENUE RECEN)

, n n 6m3
=1

Sf(@n)zzn:(i>2.l:”‘(”+1)'(2n+1)7

; n 6n3
i=1

]

tehdt sy (®,) — 5 és Sp(®,) — 3, ha n — oco. Ebbdl kénnyen ldthato, hogy

1 71
i< [ <[y
37 Jo 0 3

Tehat % = !01 f= fg f, gy f Riemann-integrélhat6 [0, 1]-en és Riemann-integrélja % O
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I1.37. Feladat. Igazoljuk, hogy a c-vel jelolt konstans ¢ fiiggvény Riemann-integralhato

tetszéleges [a, b]-n, és
b
/ c=c-(b—a).

Bizonyitds. Konnyen lathatd, hogy tetszoleges ® felosztas esetén
$¢(P) = Se(®) = ¢+ (b—a),
amibdl az allitas adodik. O

Vildgos, hogy kevés, csak nagyon specialis fiiggvénynek tudjuk a fenti médon kiszamitani
a Riemann-integréljat.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a Riemann-integralhatosag egy, a fenti definiciénal job-
ban hasznalhaté kritériuméra. A kritérium megfogalmazasahoz vezessiik be egy fiiggvény
adott felosztashoz tartozo oszcillacids Gsszegének fogalmat!

I1.38. Definici6. Ha ® az [a, b] intervallum egy felosztdsa, akkor az

n

05(8) = 8(@) ~ (@) = 3 (sup i 1) -

i=1
= wa(]i) .
i=1
szamot az f fiiggvény @ felosztashoz tartozo oszcilldcios osszegének nevezziik, ahol
wy(li) = Stlzpf —inf f

az f fiiggvény oszcillacioja az I; intervallumon.

I1.39. Megjegyzés. Meggondolhatd, hogy

wi(li) = sup{[f(z) — f(y)| : 2,y € L}, (IL7)

amivel a fenti képlet igy is irhato:
Qp(®) =D (sup{|f(x) = f(y)| : 2,y € L}) - |T].
i=1

I1.40. Allitss. Ha f i la,b] = R korldtos fiigguény és ®,V tetszdleges felosztasok, akkor

(D V T) < QD).
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Bizonyitds. Az (I1.2)) egyel6tlenségbdl kovetkezik. ]

I1.41. Tétel (Leghasznosabb kritérium Riemann-integralhatdsdgra). Egy korldtos f :
la,b] — R fiigguény pontosan akkor Riemann-integrdalhatd, ha minden € > 0 szamhoz
létezik olyan ® = ®(¢e) felosztdsa |a, b]-nek, amelyre Qs (P) < e.

Bizonyitds. 1. irany: Tegyiik fel, hogy f Riemann-integralhato, és legyen € > 0 rogzitve.
A [[T:34] Definici6 szerint tudjuk, hogy

b 7b b
[r=f=]7
Az also és felso integral definicidja alapjan € > 0-hoz létezik olyan @, felosztas, hogy
b
€
Sf(q)l) > / f - 57
és 1étezik @, felosztas, hogy
7b
€
Ezekbdl, az ([1.2)) felhasznaldsaval kapjuk, hogy

b b
/af_gz_/af_g<sf(<1>1)gsf(q>1vq>2)gsf(q>1vq>2)

b b
<sp@)< [ f45= [ 145,

amibol @ := ¢, V &, valasztassal

b g b £
(@) = 5;(®) — 5@ < [ f+5-([ f-5) ==

2. irany: Tegyiik fel indirekt, hogy a tétel allitasaban szerepld feltétel teljesiil minden

pozitiv e-ra, de
b 7b
<[+
Ja a

Legyen

a Ja

és valasszunk e-hoz ® felosztast tgy, hogy Q¢(®) < e. Ekkor
b 7b
s @)= [ < [ £ 50(0) = 5,(®) +05(0) < (@) 4 =
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Ebbdl viszont . )
c= s @)@ [ f- [

ami ellentmondaés. [

I1.42. Allitas. Ha f az [a,b] intervallumon monoton fiigguény, akkor f Riemann-integ-
ralhatd [a, b]-n.

Bizonyitds. Legyen f: [a,b] — R monoton névé — a monoton fogyé eset hasonléan
meggondolhat6. A [[T.41] Tételt fogjuk haszndlni. Legyen ¢ > 0 adva. Keresiink olyan
¢ = O(¢) felosztést, amelyre Qs(P) < e. Legyen @ tetszéleges ekvidisztans felosztés,
vagyis amelynek {xg, z1,...,x,} osztépontjaira

b—a

’[Z'|:.CC1'—SCZ',1: s izl,...,n
n

teljesiil. Ekkor

n

0,(8) = 55(8) — 5;(8) = 3 (sup f ~igt ) -

i=1
b—a

n

= Z (f(zi) = f(wia)) -

_b—a

(f(z1) = f(mo) + fm2) = fa1) + - + f(xn) — f(2n-1))
() = Flan) = 2= (F0) — F(a).,

n n

n
_b—a

ahol kihasznaltuk, hogy f monoton névése miatt
sup [ = mIaXf = f(xy), i]}lff = m[inf = f(zi_1).
I; i i i

Mivel
b—a

(f(0) = f(a)) = 0, n— +oo0,
ezért € > 0-hoz létezik olyan N € N, amelyre

_b—a

2 0) — fla)) < =
Tehat a N osztéponttal rendelkezo ® ekvidisztans felosztas megfelelo lesz. O

MESE:
Most nézziik meg, mi volt a fenti integrélfogalomnak a Riemann-féle eredeti definicidja!
A definici6é bizonyos értelemben hasonlitani fog a fenti ,leghasznosabb kritériumhoz”.

Qs ()
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I1.43. Definicié. Ha ® = {I,...,I,} egy felosztésa [a, b]-nek, akkor definidlja ® finom-
sagadt
|| ;= max {|[;| :i=1,...,n}.

I1.44. Definicié. Legyen ®, ® = {I;,..., I, } felosztés, és £ = (&1,...,&,) € R™ tetszble-
ges, a ® felosztdasra illeszkedo vektor, vagyis

gieliaizla"w?%

jelolésben: & o< ®.

gl gl én
—
To=a Ty .-+ Ti-1 Ti - -Tp—1h = g,

11.4. abra. Felosztasra illeszkedd vektor

Ekkor a "
op(®,§) == Zf(ﬁi) | 4]
i=1

szamot az f fliggvény (@, ) parhoz tartozé Riemann-dsszegének nevezziik.

! f
AN
a i i i b
ol ] 23 Xp_1T,
SRS \\fn

I1.5. dbra. Riemann-osszeg

I1.45. Megjegyzés. Tetszoleges @ felosztas és & oc @ vektor esetén

sp(P) < op(P,8) < Sp(P).
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I1.46. Definici6 (Az integralhatésag Riemann-féle kritériuma). Legyen f : [a,b] — R.
Ekkor azt mondjuk, hogy f Riemann-integrdlhato [a,b]-n és fab f = A, ha minden € > 0
szamhoz létezik olyan § > 0, hogy minden ® felosztas, amelyre |®| < §, és minden & o ®
esetén

|op(®,6) — A] <e.
11.47. Megjegyzés. A definiciébdl kovetkezik f korldtossdga [a, b]-n.

Meggondolhatd, hogy a mi (eredetileg Darboux-tdl szarmazo) integrél-definicionk ekvi-
valens a Riemann-félével.

I1.48. Megjegyzés. Néhany tovabbi, ekvivalens integralhatosagi kritérium:
1. Minden £ > 0 szdmhoz létezik olyan § > 0, hogy minden ® felosztas, || < d esetén
Q f((I)) < E.
2. Minden (®,,), |®,| — 0 felosztassorozatra 2¢(®,,) — 0.

3. Létezik olyan (®,,) felosztéssorozat, melyre Q¢(®,) — 0.
MESE VEGE :-)

Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen tulajdonsagu fiiggvények lesznek Riemann-integralha-
tok? Az aldbbiakban belatjuk, hogy a folytonos fiiggvények ilyenek. Ehhez definialjuk a
folytonossagnak egy fontos specidlis esetét, amikor egy halmaz pontjaiban a folytonossag
definicidja alapjan € > 0-hoz létez6 6 nem fiigg a pont helyétdl.

I1.49. Definici6. Legyen f : R — R és H C D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
egyenletesen folytonos H-n, ha

Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy =,y € H, |z —y| < 0 esetén |f(z) — f(y)| < e.

I1.50. Feladat. Igazoljuk, hogy az id fiiggvény egyenletesen folytonos R-en! Ez igaz,
ugyanis minden £ > 0 esetén § := ¢ j6 valasztas.

Gondoljuk meg, hogy az id? fiiggvény nem egyenletesen folytonos R-en! Ha z nagy, akkor
0 kicsi kell legyen, mert f meredeken né. Késébb latni fogjuk, hogy viszont ez a fiiggvény
is egyenletesen folytonos barmely [a, b] korlatos és zéart intervallumon.

IL51. Allitas. Ha f egyenletesen folytonos H-n, akkor folytonos is H-n.

Bizonyitds. Legyen a € H tetszoleges és € > 0 adva. Ekkor az egyenletes folytonossag
definicidja alapjan

e > 0-hoz 3§ > 0, hogy z,y € H, |xr —y| < § esetén |f(z) — f(y)| < e.
Ezzel a § valasztassal, a fentit y = a-ra alkalmazva kapjuk, hogy
|x —a| < § esetén |f(x) — f(a)| <e,

ami épp az a-beli folytonossagot jelenti. O
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A Feladatban 14ttuk, hogy az &llitds megforditdsa dltaldban nem igaz, tehat van
olyan H halmaz és H-n folytonos fiiggvény, amely nem egyenletesen folytonos. A kove-
kez6 tétel azt mondja ki, hogy ha H korlatos és zart intervallum, akkor ez az eset nem
allhat fenn.

I1.52. Tétel (Heine-tétel). Ha f folytonos [a,b]-n, akkor f egyenletesen folytonos |a,b]-n.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos [a, b]-n. Ez a definicié
alapjan a kovetkezot jelenti:

de > 0, hogy Vd > 0 esetén Jzs,ys € [a,b], |xs — ys| < O, hogy |f(zs) — f(ys)| > €.

Vélasszunk 6 = 1 > 0-hoz megfelelé z,,y, € [a,b] pontokat minden n € N-rel [gy
kaptunk olyan (x,), (y,) C |a, b] sorozatokat, melyekre

1,
|zn — yn| < - és |f(zn) — flyn)| =&, neN.

Mivel (z,) C [a,b] korldtos sorozat, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel (1d. [Bevan2,
IT1.51. Tétel]) szerint létezik konvergens részsorozata, (z,,). Legyen

z:=limx,, € [a,b],

itt haszndltuk az [a,b] intervallum zdrtsdgat. Az |z, — yn,| < = feltétel miatt (yy,) is
konvergens és
r = limyy,,.

Az Atviteli elv alapjan (1d. [Egyvaltl, 1.16. Tétel]) az f fiiggvény = pontbeli folytonos-
sagabol kovetkezik, hogy

f@n,) = f(x) é f(yn,) = f(2),
ami ellentmondas, hiszen

|f(xnz)_f(ynl) lEN

- )

]

A Heine-tétel felhasznédlasaval lathato be, hogy minden folytonos fiiggvény Riemann-in-
tegralhato.

I1.53. Tétel. Legyen f az [a,b] intervallumon folytonos figguény. Ekkor f Riemann-
integralhatd [a,b]-n.
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Bizonyitds. Legyen f folytonos [a,b]-n. A [[L.41] Tétel integralhatésdgi feltételét fogjuk
haszndlni, tehat legyen ¢ > 0 rogzitett, és keresiink hozza olyan & felosztast, amelyre
Qp(P) < e. A . Heine-tétel alapjan f egyenletesen is folytonos [a,b]-n, tehdt az
£/2(b — a) pozitiv szamhoz létezik olyan § > 0, hogy

3

ha t,s € [a,b], [t — s| <, akkor |f(t) — f(s)] < o—a)

Legyen n € N olyan, hogy 2 < § és a O felosztas osztopontjait definialja

b—a

Tii=a+1- , 0 =20,...,n.

Ekkor az I; = [x;_1, x;] intervallumban barmely két szam kiilonbsége legfeljebb b;—a < 0,
igy itt a fiiggvény oszcillacidja

() = sup{1(t) = f()] 1,5 € I} < 5,
ahol felhasznaltuk az (I1.7)) képletet. Erre a felosztasra tehat
wa il s 5 Z |1 =
amivel az allitast belattuk. O

I1.54. Megjegyzés. A fenti tétel megforditasa nem igaz! Tehat nem minden Riemann-
integralhaté fiiggvény folytonos. Kénnyen meggondolhatd, hogy ha egy [a, b]-n folytonos
fiiggvényt egy pontban ,elrontunk” gy, hogy ott ne legyen folytonos, akkor Riemann-
integralhaté marad (pl.a[[1.41] Leghasznosabb kritérium segitségével meggondolhato).

IL.55. Allitas. Ha f: [a,b] — R wvéges sok pont kivételével folytonos, akkor f Riemann-
integralhatd [a,bl-n

Bizonyitds. a[[1.41] Leghasznosabb kritérium segitségével igazolhatd, nem részletezziik.
O

I1.56. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R olyan korldtos fiiggvény, mely megszam-
lalhatéan végtelen sok pont kivételével folytonos, akkor f Riemann-integrélhaté [a, b]-n!

I1.2.2. A Riemann-integral tulajdonsagai

Az itt felsorolt tulajdonsdgok egy részét a [I1.41L Tétel (leghasznosabb kritérium), egy
részét pedig a definicid segitségével igazoljuk.
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I1.57. Tétel. Ha f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n, akkor |f| Riemann-integralhatd |a, b]-n.

Bizonyitds. Legyen f Riemann-integralhatd [a,b]-n és ¢ > 0 rogzitve. A [I1.41] Tétel
alapjan e-hoz létezik olyan & felosztas, melyre Q;(®) < . Megmutatjuk, hogy ekkor
Qi (D) < Qp(P) < € is teljesiil. Mivel adott ¢ felosztas esetén

Qp(®) = wa(fi) |4l

ezért elég belatni, hogy minden i-re
wip(£;) < wyp(ls)-
A haromszog-egyenlotlenség miatt tetszoleges z,y € I; esetén

[f @) = fWI < |f(@) = fF(y)] < wpl),
amibél
wisi (L) = sup {[[f(@)| = [fW)I : 7,y € Li} S wp(Ly).-
O

IL.58. Allitas. Legyen f Riemann-integrdlhatd la,b]-n, a < a < B < b. Ekkor fljap
Riemann-integralhato [, 5]-n.

Bizonyitds. A [I1.41} Tétel szerint minden £ > 0-hoz van olyan ¢ felosztdsa [a, b]-nek,
amelyre Q;(P) < . Tekintsiik ezen felosztés [, f] intervallumba esé osztépontjait, hoz-
zavéve esetleg a-t és -t : igy az [a, (] intervallum egy W felosztasat kapjuk. Ekkor

Qf‘[aﬁ]<\1/) < Qf(q)) < E.
]
I1.59. Tétel. Ha f és g Riemann-integrdlhatd |a,b]-n, akkor f - g Riemann-integrdlhato
la, b]-n.
Bizonyitds. Legyen € > 0 rogzitve, és a Tétel alapjan keresiink hozza @ felosztdst.
Definialjuk
K := max{sup|f|, sup |g[},
[a,b] [a,b]

és valasszunk 5=-hoz @1, P, felosztdsokat, amelyekre

e €
Qf(q)l) < ﬁ es Qg((I)Q) < ﬁ
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(Ha K =0, az érdektelen eset.) Tekintsiik ezen felosztasok egyesitését:
P = (I)l V CI)Q.

Ekkor a[[1.40| Allit4s alapjn

€

Qe (P —
£(@) < Ve

€
ﬁ €S Qg(q)) <
is teljesiil. Legyen I; € ®, ekkor a haromszog-egyenlotlenségbol kovetkezik, hogy minden
x,y € I; esetén

[f(@)g(x) = f(y)g()| = [f(x)g(x) = F(x)g(y) + f(2)g(y) = [(y)g(y)]
< [f@)llg(z) = gl + [f (=) = f(W)llg(y)]
< K -w(l) +wp(h) - K= K- (w, (L) +wr (1) -

Ebbdl

wrg(li) = sup{[f(2)g(z) = f(W)g(W)] : 2,y € Li} < K- (wy(Li) +wr(l)) -

Osszegezve i = 1, ..., n-re kapjuk, hogy

Qp.q(P wag |I|<ZK (wg(Ls) + wy(Li)) - [ 1i]

= K- Qu(®) + K - () < K - ﬁH( 5 =

O

I1.60. Allitas (Vektortér-tulajdonsg). Ha f,g Riemann-integrdlhatdk [a,b]-n és ¢ € R,
akkor f + g és c- f is Riemann-integrdlhatd [a, b]-n, tovdbbd

/ab<f+g>=/abf+/abg (ILs)
/ab(c-f) _ c/;f. (1L.9)

Bizonyitds. Legyen f, g Riemann-integralhato [a, b]-n. Megmutatjuk, hogy ekkor (f + g)
is Riemann-integralhaté [a, b]-n, és

/ab(f+g)=/abf+/abg
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Mivel barmely I; C [a,b] esetén
inf f +inf g < inf(f +g) é sup(f +g) < sup f +supg,
i i i I; I; I;

ezért tetszoleges ® felosztasra
S(®) 4 5(P) < $p49(P) és Spig(P) < Sp(P) + Sg(P).

Legyenek most ®, U tetszoleges felosztasok. A fentiekbdl és az (I1.2]) egyenlotlenségekbol
kapjuk, hogy

Sf(q)) + Sg(\lf) S Sf((I) V \I/) + Sg((I) V \If) S 8f+g(q) V \I/) S
< Spig(PV ) <SPV )+ S,(P V) <Sp(P)+ Sy(V).

A bal oldalon véve el6szor ®-ben, majd W-ben szuprémumot, a jobb oldalon pedig infi-
mumot, kapjuk, hogy

_/abf+_/abg§_/ab(f+g)§/;b(f+g)§/;bf+/;bg'

Mivel az egyenldtlenségsorozat két vége megegyezik, ezért kovetkezik, hogy f+¢g Riemann-
integralhaté [a, b]-n és teljestil.

Legyen most f Riemann-integrdlhaté [a,b]-n és ¢ € R tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy
ekkor (c- f) Riemann-integralhaté [a, b]-n, és

/ab(c-f)=c/;bf.

Konnyen lathatd, hogy tetszoleges ¢ > 0 és @ felosztas esetén
Se.f(@) =c-sp(P) és Se.f(P) = c- Sp(P),
amibdl az allitdas mindkét része adddik. Negativ ¢ esetén
Sef(@) =c- Sp(P) és Se.p(P) = c- sp(P),
amibdl
/b(c - f) =sup {sc.r(®) : © az [a,b] egy felosztasa}

=sup{c-S¢(P) :  az [a,b] egy felosztisa}

b
=c-inf {S{(P) : ¢ az [a, b] egy felosztdsa} = c- / 1,

/;b(c-f)zc-/abf-

Tehat az allitas ekkor is kovetkezik. OJ

és ugyanigy
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I1.61. Allitas (Intervallum szerinti additivités). Legyen f : [a,b] — R figguény, a < ¢ < b.
Tegyiik fel, hogy f|a,q Riemann-integrdlhato [a,c|-n és fl.y Riemann-integralhato [c, b]-
n. Ekkor f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n, és

/abf:/achr/cbf. (11.10)

Bizonyitds. Mivel f korlatos [a,c]-n és [c,b]-n, ezért korlatos [a,b]-n is. Véve az [a, (]
intervallum egy tetszéleges ®, felosztasat, a [c,b] intervallumnak pedig egy ®, felosz-
tasat, az ezekhez tartozd részintervallumok rendszereinek egyesitésébdl kapjuk az [a, 0]
intervallum ® felosztdsat. Kénnyen lathaté, hogy

b 7b
S fliag ((I)l) + S flie,p) ((I)Q) = Sf(CD) < / / és/ /< Sf<(1)) = Sf\[a,c](q)l) + Sf|[c,b](q)2)-

Az Osszes ilyen @1 ill. @4 felosztasra szuprémumot ill. infimumot véve kapjuk, hogy

c b b b e Tb
o[ r<fr<s+]+
A feltétel szerint az egyenl6tlenségsorozat két vége megegyezik, amibdl f Riemann-

integralhaté [a, b]-n és (I1.10) adodik. O

I1.62. Allitas (Integrandus szerinti monotonitas). Legyenek f,g Riemann-integrdalhatdk
[a,b]-n, és tegyiik fel, hogy minden x € [a,b] esetén f(x) < g(x). Ekkor

/abfﬁ/abg-

Bizonyitds. Konnyen lathatd, hogy minden & felosztéds esetén
Sf(q)) < SQ((I))v

amibol az 0sszes @ felosztasra szuprémumot véve kapjuk, hogy

[i=[r<[o=[4s

]

I1.63. Kévetkezmény. Bdrmely f: [a,b] — R Riemann-integrdlhato figgvényre fenndll,

hogy b b
Afﬁlm-
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Bizonyitds. Minden x € |[a, b] esetén

(=) (@) = =|f(@)| < f(z) < |f(2)] = [f(2),
amibél az dllits a Tétel és a[[1.62 Allitas szerint kivetkezik. 0
I1.64. Allitas (Integrél triviélis becslése). Legyen f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n. Ekkor

(mff (b—a) f< (sup f) - (b —a).

[a,b] [a,b]

Bizonyitds. A bizonyitds azonnal adédik a [IL.62, Allitdsnak az inf f konstans fiiggvény
és fill. f és a sup f konstans fiiggvényre valo alkalmazasabdl.
Masképp meggondolva: a & = {I;} felosztasra, ahol I; = [a, D]

(inf 1) (b—a) = 5,(@), (sup )+ (b—a) = 5,(¢)

[a,b]
— az allitas ebbdl is kovetkezik. O

I1.65. Kovetkezmény. Legyen f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n. Ekkor

f] (sup |f1) - (b— a).

[a,b]

Bizonyitds. Kénnyen lathato a [[1.63, Kovetkezmény és a [[1.64 Allitas alapjan. [

Ezen becslések segitségével (folytonos fliggvényekre) bizonyithaté a differencidlszamitas-
ban megismert kozépértéktétellel analog allitds Riemann-integralra.

I1.66. Tétel (Integralszdmitds elsé kozépértéktétele). Legyen f folytonos [a,b]-n. Ekkor
létezik olyan c € [a, b], melyre
[ =10 -0-a

Bizonyitds. A |l1.64] Allités alapjan és a Weierstrass-tételbdl (1d. [Egyvaltl] 1.40. Tétel])

kapjuk, hogy
b
. . Jof
min f = inf < sup max
[a,b] / [a,b] U= b—a (a,b] = [a,b] /

A Bolzano-Darboux-tétel (I1d. [Egyvaltl] 1.36. T'étel]) miatt van olyan ¢ € [a, b], amelyre
i f
b—a’

amivel az allitast beldttuk. O

fle) =
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I1.3. Primitiv fiiggvény és Riemann-integral kapcsolata

I1.3.1. A Newton—Leibniz-tétel

A kovetkezdkben kideriil, hogy mi a primitiv fliggvény és a Riemann-integral kapcsolata.
Ez a XVII-XVIII. szazadban élt Newton és Leibniz munkassaganak, egyben a differencial-
és integralszamitasnak legfontosabb eredménye.

I1.67. Tétel (Newton—Leibniz-tétel). Legyen f: [a,b] — R Riemann-integrdlhato fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy létezik olyan F fiigguény, amely [a,b]-n folytonos, (a,b)-n diffe-
rencidlhatd, és amelyre F' = [ az (a,b)-n (vagyis, F primitiv figguénye f-nek (a,b)-n).
Ekkor

/ f = F(b) - F(a) = [F] = F[1.

Bizonyitds. Legyen ® tetszéleges felosztdsa [a,b]-nek. Ha & osztépontjainak halmaza
{xo, 21, ..., 2.}, akkor F|;, , ,-re alkalmazva Lagrange-kézépértéktételt (1d. [Egyvaltl]
I11.28. Tétel]) létezik olyan ¢; € (z;_1,x;), melyre

F(x;) = F(wi1) = F'(ci) - (wi — wi1) = flei) - (w0 — 21).

Osszegezve i = 1,. .., n-re a kovetkezd teleszkopikus sszeget kapjuk

n

Z (F(z;) — F(z;1)) = F(21) — F(x0) + F(x2) — F(x1) + --- + F(2,) — F(2,_1)
= F(2,) — F(x0) = F(b) — F(a).
Nyilvanval6an

n

sy(®) < Zf(ci) S —wia) = Y (Fw:) = Flaioy)) = F(b) — F(a) < Sy(®), (IL11)

i=1

(ahol kozépen egy Riemann-6sszeg all, 1d. a|ll.44] Definiciét). Mivel f Riemann-integral-
haté [a, b]-n, ezért az (II.11) egyenlétlenségsorozat bal ill. jobb végén a & felosztdsokra
szuprémumot ill. infimumot véve kapjuk, hogy

/abfz_/abeF(b)—F(a)S/;bfz/abf,

[ r=r0-Fa@,

és ezt akartuk belatni. O

amibdl
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I1.68. Megjegyzés. A[l1.67 Newton—Leibniz-tétel feltételei koziil az f fiiggvény Riemann-
integralhatosaga nem hagyhaté el, még korlatos f esetén sem!

A Newton—Leibniz-tétel feltételeit teljesito fiiggvényekre bizonyithaték a primitiv fligg-

vényeknél megismert parcialis és helyetettesitéses integralas szabalyai.

I1.69. Tétel (Parcidlis integrélds Riemann-integrélra). Tegyiik fel, hogy az f és g fiiggué-
nyek kielégitik a Newton—Leibniz-tétel feltételeit [a,b]-n, és legyen (eqy) primitiv figgué-
nyiik F, ill. G. Ekkor f -G és F - g is Riemann-integrdlhatd |a, b]-n, és

[ro=rar-[ry

b b
/F’-G:[F-G]g—/ F-G.

Bizonyitds. Mivel F és G differencidlhatok, igy folytonosak, tehat Riemann-integralhatok
is [a, b]-n, 1d. a[[1.53] Tételt. A [I1.59] Tétel alapjan pedig a szorzatok Riemann-integraljai
is 1éteznek. Mivel

Mdsképp:

(F-G)=f-G+F-g,
ezért a[[1.67] Newton—Leibniz-tétel alapjan

b
[ Gerg=irap
A [I1.60| Allit4s szerint a fenti egyenloség bal oldalara

[wairg=[ra[ra

amivel a bizonyitas teljes. O]

2
/ xz-lnzde
1
Riemann-integral értékét!
AI1.69] Tételt fogjuk alkalmazni f(z) = z, G(z) = In x szereposztéssal. Ekkor F(z) = £

2
valasztassal,

2 2 2 2 2 2 2 2
/m-lnxdmz{x—-lnx] —/ x—-ldg;:{x_.lnx] _1/ zdz
1

I1.70. Példa. Szamoljuk ki az



Jelolés. Legyen f Riemann-integralhaté [a, b]-n. Ekkor jelolje

/bafsz—/:f.

I1.71. Tétel (Helyettesitéses integralds Riemann-integralra). Tegyiik fel, hogy f kielégiti a
Newton—Leibniz-tétel feltételeit [a,b]-n. Legyen tovdbbd g : o, B] — [a, b] differencidlhatd
bijekcio, melyre (f o g) - ¢ Riemann-integrdlhatd (o, B]-n. Ekkor

[1-] :::)uog)-g'.

Bizonyitds. A feltételekbol azonnal kovetkezik, hogy ¢ vagy szigorian monoton névo
vagy szigorian monoton fogyé, tehat g~'(a) = «a, g71(b) = B3, vagy forditva. Mivel f
tetszoleges F' primitiv fiiggvényére

(Fog)=(fog)-d,
ezért a[[L67 Newton—Leibniz-tétel szerint

F(b) — F(a), ha g monoton névo;

B
/ (fog) g =F(g(B)) — Flgla)) = { (IL.12)

F(a) — F(b), ha g monoton fogyd.

Masrészt, szintén a Newton-Leibniz-tétel alapjan

/abf — F(b) - Fla).

Ha g monoton novo, a tétel azonnal kovetkezik; ha monoton fogyé, az ([1.12)) egyenloség
mindkét oldalanak ellentettjét véve kész a bizonyitas. O]

I1.3.2. Integralfiiggvények

I1.72. Definicié. Legyen f Riemann-integrélhaté [a,b]-n. Ekkor f integrdlfiggvénye az
[a, b]-n értelmezett

I(z) = /x f, z€la,b (I1.13)
fiiggvény.

Az alabbiakban kideriil, hogy az integralfiiggvény ,simabb”, mint az integrandus: ha f
Riemann-integralhato, akkor az integrélfiiggvénye folytonos, ha pedig f folytonos, akkor
az integralfiiggvénye differencidlhato lesz.
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I1.73. Allitas. Legyen f Riemann-integralhatd [a,b]-n. Ekkor f integrdlfiggvénye folyto-
nos [a, b]-n

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az integralfiiggvény egyenletesen folytonos [a, b]-n, ami-
bél az &llitas a . Allités alapjén adédik.

Legyen ¢ > 0 adva. Ehhez keresiink olyan § = §(¢) > 0 szdmot, hogy ha z,y € [a,?],
|z—y| < 8, akkor |I(z)—1(y)| < e. A[IL65] Kovetkezmény alapjdn tetszéleges x, y € [a, b],
xr < y esetén

y
I(a) — 1(y)| = f‘ f‘
Sup!f! < (sup|f]) - |z —yl.
[z,y] [a,b]
Ebbsl adédik, hogy
f—__ %
SUPiq p) |f|

vélasztassal, ha |x — y| < ¢, akkor
€

[[(z) — I(y)| < (sup|f]) - |z —y| < (sup|f]) - ——5 =&,
[a,b] [a,b] SUPq,p) |f
és ezt akartuk belatni. O

Most azt mutatjuk be, hogy ha f Riemann-integralhaté, és 1étezik primitiv fiiggvénye,
akkor ez - konstans tagtol eltekintve - éppen az integrélfiiggvénye.

I1.74. Tétel. Tegyiik fel, hogy [ kielégiti a Newton—Leibniz-tétel feltételeit [a, b]-n, vagyis
f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n és létezik primitiv figguénye (a,b)-ben, ami folytonos is
la, b]-n

Ekkor f integrdlfiggvénye differencidlhats (a,b)-n, és derivdltja éppen [ - vagyis, ez az
[ (egyik) primitiv figguénye.

Bizonyitdas. Legyen F az f egy, a feltételeket kielégité primitiv fiiggvénye. Ekkor a [I1.67]
Newton—Leibniz-tétel szerint

:/ f=F(x)—F(a), € la,bl.
Mivel a jobb oldal differencidlhaté (a, b)-n, ezért I is, tovabbé

I'(z) =F'(z) — 0= f(z), =z € (a,b).
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Annak idején a[[I.7] Tételt, vagyis hogy minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiige-
vénye, bizonyitas nélkiill mondtuk ki. Most elérkeztiink oda, hogy ezt a tételt igazoljuk.
Mivel az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvény Riemann-integralhato is (I1d. a Té-
telt), a most beldtott tétel alapjan, ha létezik primitiv fiiggvénye, akkor az - konstans
tagtol eltekintve - csak az integralfiiggvénye lehet.

I1.75. Tétel. Legyen f Riemann-integrdlhato [a,b]-n, és tegyiik fel, hogy f folytonos az
u € [a,b] pontban.
Ekkor f I-vel jeldlt integralfiigguénye differencidlhato u-ban, és derivdltja

I'(u) = f(u).
Bizonyitas. Legyen N
I(a:):/ . zelab

az f integralfiiggvénye. Megmutatjuk, hogy minden £ > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy
ha z € [a,b], |x —u| <, z # u, akkor

'w — flu)| <e. (I1.14)
Ebbol mar kovetkezik, hogy
I(x) =1
ti L= ) — )

Mivel f folytonos u-ban, ezért €/2-hoz létezik olyan ¢ > 0, hogy ha = € [a,b], |z —u| < 0,
akkor |f(z)— f(u)| < /2. Megmutatjuk, hogy ez a § jé lesz. Legyen x € [a,b], |z —u| < 0,
x # u rogzitve. A I integralfiiggvény definicidja és a [I1.61] Allitds szerint

LR v
- [0
A [IT.65] Kovetkezménybdl kapjuk, hogy
M=) ) < sup (156) — sl -t € fualy < & <
ami éppen ([1.14]). n

I1.76. Kovetkezmény. Ha f folytonos [a,b]-n, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye (a,b)-
n.

Bizonyitds. Ha f folytonos [a, b]-n, akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n, 1d. a [[1.53] Té-
telt. Igy a |[1.75] Tétel alapjan az [-vel jelolt integrélfiiggvényére I’ = f adddik (a,b)-
n. [
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II.4. A Riemann-integral néhany alkalmazasa

Tegyiink most egy kis kitér6t a terilet matematikai fogalmahoz! A teriilet egy olyan
T : M — |0, +00) fiiggvény, ahol M a sik mérhet6 (,teriilettel rendelkez6”) részhalmazait
jeloli, és a kovetkezo axiomak teljesiilnek:

I1.77. Definicio.
1. Ha H téglalap, oldalhosszai a és b, akkor H € M és T(H) = a - b;
2. Ha Hy, Hy € M és Hy C H,, akkor T'(H;) < T'(Hs) (monotonités);

3. Ha Hy, H, € M, és van olyan e egyenes, hogy az e altal hatarolt félsikok egyike
tartalmazza Hi-et, mésika Ha-t, akkor Hy U Hy € M és T(H, U Hy) = T(Hy) +
T'(Ha);

4. Ha a sik egy B részhalmaza teljesiti a kovetkezo feltételt: minden € > 0 esetén
léteznek olyan A, C' € M halmazok, hogy A C B C C és T(C) — T(A) < ¢, akkor
B e M.

I1.78. Allitis. Legyen f > 0 és f Riemann-integrdlhatd [a,b]-n. Ekkor az
Ap=A{(z,y) :x € a0, 0 <y < fa)}
sikidom teriilete

rian=[ s

Bizonyitdas. Mivel az integralt kozelit6 alsé és felso Osszegek téglalapok teriileteinek 6ssze-
gei, ezért a[[I.77] Definicié alapjan kovetkezik. ]

I1.79. Definicié. Legyenek f és g Riemann-integralhaték [a,b]-n, és f(z) < g(z), ha
x € [a,b]. Ekkor a

Nyg = {(x,y) S [a7 b],f(l‘) <y< g(l‘)},
halmazt normadltartomdnynak nevezziik.

I1.80. Allitas. Az elébbickben definidlt normaltartomadny teriilete

T(N) = [ (o= 1)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a [[1.78 Allitast a g — f > 0 fiiggvényre. m
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I1.81. Példa. Szamitsuk ki az
f(z)=06és g(x) =V1—a?

fiiggvények grafikonjai altal kozrezart sikidom teriiletét!

Mivel D(g) = [—1,1] és f(z) < g(z) a [—1,1]-en, ezért ezen az intervallumon tekint-
hetjiik az Ny, norméltartomanyt. A fenti allitds alapjan, és h(t) = sint, t € [—g, %}
helyettesitéssel:

T(Nf,g)z/_l(g(x)—f(m))df:/_llmdx:/_

1

us
2

V1 —sin®tcost dt
%

3 71 ot 1 in2t]?
z/ cothdt:/ ﬂdtz[—wsm ] _T

2 4

2 bl —3
Vildgos, hogy az 1 sugaru félkorlap teriiletét kellett kapnunk, ami valéban 7.
Az ivhossz fogalmat késébb fogjuk precizen definidlni, és ott igazoljuk az aldbbi tételt is.

I1.82. Allitas. Ha f : la,b] — R folytonosan differencidlhatd (vagyis f differencidlhatd,
és [ folytonos), akkor az f

graph(f) :={(z, f(2)) : x € [a,b]}

ann(1) = [ 1+ (0

A térfogat fogalmat hasonléan definialhatjuk a térben, mint a teriiletet a sikban — erre
most nem tériink ki.

grafikonjanak iwhossza

I1.83. Allitas. Legyen f > 0 és f Riemann-integralhatd [a, b]-n. Ekkor az f grafikonjinak
az x tengely korili megforgatasdval kapott F' forgdstest térfogata

V(F) = w/b 2 (I1.15)

Bizonyitds. Legyen ® = {I3,...,I,} felosztésa [a,b]-nek. A forgastest térfogatat alulrél
az inf;, f alapkor sugard, |I;] magassdgi hengerek térfogataival kozelithetjiik. Egy ilyen
henger térfogata

m - (inf £)* - |1;] = 7 - (inf %) - |1,

ahol kihasznaltuk, hogy f > 0. Hasonl6an, a térfogatot feliilrél sup;. f alapkér sugari,
|I;| magassagu hengerek térfogataival kozelithetjiik, ami pedig

- (Stllpf)2 L =7 (Stll_pr) .
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Y,

) 'lhn

I1.6. abra. Forgastest térfogatanak kozelitése hengerekkel

Ezeket 6sszegezve i-re kapjuk, hogy a kozelitések

Z?T (it 7)< L] = 75 p2(®), ZW S(sup £%) - I = - Sp=(®).

Vagyis, éppen az ([I.15)) képletben talalhaté integral also ill. fels6 kozelitéseit kaptuk,

amibdl az allitéds adodik.
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I11. fejezet

Sorok

A sorokra akkor van sziikségiink, mikor végtelen sok szamot akarunk osszeadni. A sorok
tulajdonképpen specialis alaki, véges 0sszegekbdl allé sorozatok.

IT1.1. Végtelen sorok

Vegyiink egy 1 méteres rudat. Ha a rudat félbevagjuk, majd a félrudat is félbevagjuk,
majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és igy tovabb, akkor a ridhosszaknak

1 1 1 1

57 2_2, ?, ceey 2_TL’ “ e
sorozatahoz jutunk. Most gondoljunk arra, hogy valaki a rid szeletelésénél kapott dara-
bokat Ossze szeretné illeszteni, azaz az

1 1 1 1

§+§+§+...+2—n+...
,Osszeget” szeretné elkésziteni. Akkor az %—hez hozzaragasztja az 2% hosszusagut, igy a
kapott rud % + 2% hosszt lesz; majd ehhez ragasztja az 2% hosszusagut, igy % + 2% + 2%
hosszut kap, és igy tovabb. A kapott 6sszegekbol allé sorozatot fogjuk végtelen sornak
nevezni.
A végtelen sorok klasszikus motivaciéja Akhilleusz és a teknGsbéka ,futéversenye”, Zé-
non paradoxona. Akhilleusz kezdetben szaz 1ab elényt ad a hiillonek. Alighogy elindul a
verseny, Akhilleusz par ugrassal ott terem, ahonnan a teknds indult. Ezalatt az id6 alatt
azonban a teknds is haladt egy keveset. Akhilleusz egy wjabb 1épéssel odaér, am ezalatt a
teknds ismét halad egy kicsit, és még mindig vezet. Akarmilyen gyorsan is ér Akhilleusz
oda, ahol a teknés egy pillanattal korabban volt, amaz mindig egy kicsit elorébb lesz.
Zénom ugy érvelt, hogy Akhilleusz sohasem fogja megel6zni, de még csak utolérni sem a
teknést. Azonban, ha 6sszeadjuk a végtelen sok apro iddszeletet, amit az egyes 1épések
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igénybe vesznek, véges id6t kapunk eredményiil, méghozza pontosan annyit, amennyire
Akhilleusznak sziiksége van, hogy utolérje a teknost. Ha ennél tobb idét adunk, termé-
szetesen meg is el6zi.

III.1. Definicié. Legyen (a,) egy adott sorozat. Készitsiik el az
Si:=ay, Se:=ai1+as, Ss:=a1+ay+as, ..., =a+a+...+a,, ...

osszegek sorozatat. A kapott (S,) := (a1 + as + ... + a,) sorozatot (végtelen) sornak
nevezziik, és Y a,-nel jeloljik, azaz

Z an, = (Sp).

Itt S, == a1 +as+ ...+ a, a sor n-edik részletosszege vagy szelete.

A végtelen sor tehdat egy specialis alaku sorozat. Ennek megfelelden beszélhetiink arrdl,
hogy egy sor konvergens vagy divergens.

ITI.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > a, végtelen sor konvergens, ha az (.S,) sorozat
konvergens. Y a,, divergens, ha az (.S,) sorozat divergens.

Ha az (S,,) sorozatnak létezik (véges vagy végtelen) hatarértéke, akkor a > a,, végtelen
sor dsszegén a részletdsszeg-sorozat hatarértékét értjiik, azaz

i a, := lim S,,.
n=1

I11.3. Feladat. Mértani sor Legyen q € R, |q| < 1. Tekintsiik a

24"

un. mértani sort! Az n-edik részletosszeg (n > 0):

qn+l_1
Sn:1+q+q2+q3+..-+q”=q_—1
Mivel ¢" — 0, ezért

n+1_1 -1 1
limSn:limq = = ,
qg—1 g—1 1—g¢q

tehdt a ) ¢" végtelen sor konvergens, és
>t
9 =7
n=0 1- q
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a végtelen sor 0sszege.
Ha ¢ > 1, akkor a fenti részletosszegre S,, — oo teljesiil, tehét

Z q" = .
n=0

Ha pedig ¢ < —1, akkor a > ¢" sornak nem létezik osszege.

A véges sok szam Osszeadasara teljesiilo azonossdgok koziil a végtelen sorok tsszegére tel-
jesiil az asszociativitas, valamint, hogy konstanst kiemelhetiink beldle. A végtelen sorok
szorzatara (és a szorzat megfelel§ definidlasara) vonatkozé szabdlyok mar bonyolultab-
bak, errdl a fejezet végén ejtiink néhany szot.

ITI.4. Tétel (Sorok Gsszege és miiveletek). Tegyiik fel, hogy

ian:Aeﬁ és ibn:Beﬁ,
n=1 n=1
c € R. Ekkor
1. - -
= Z(c‘an):c-Zan:oA;
n=1 n=1

2. Ha az A+ B dsszeg értelmes (A és B nem ellenkezd eldjeli végtelenek), akkor

3 (an+b)=> an+ Y by=A+B.
n=1 n=1 n=1

Bizonyitds. Jelolje S, := a1+ --+ay, T, :==b1+---+0b,. A feltételek szerint lim S,, = A,
lim7T,, = B.
1. A Y (c-a,) sor n-edik szeletére
Up=(c-a))+-(c-ap)=c-(a1+--+a,) =c-Sy.
Ebbdl kovetkezik, hogy
= Z(c-an) :limUn:c-limSn:c-A:c-Zan.

n=1 n=1

2. A Y (a, + b,) sor n-edik szeletére
Vi=1(a1+0b)+-(an+b,) = (a1 + -+ an) + (b +---+by,) =S, + T,
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Ebbdl kovetkezik, hogy

3 i(an+bn) =limV, =1limS, +1lim7T, = A+ B = ian+§:bn.

n=1 n=1 n=1
0

II1.5. Megjegyzés. Egy konvergens sor konvergens marad (legfeljebb az 6sszege véltozik),
ha

e (a,) els6 néhdny tagjat megvéltoztatjuk (akar elhagyjuk, felcseréljiik, stb.);

o zaréjeleket iktatunk be a végtelen dsszegbe (igy tulajdonképpen (.S,) egy részsoro-
zatét kapjuk).

Zardjeleket elhagyni azonban nem szabad! Példaul, a
I+ (-14+1)4+(-14+1)+---

végtelen sor konvergens, Osszege 1, a zardjeleket elhagyva azonban egy divergens sort
kapunk (az (S,) sorozat tagjai felvéltva 0-k és 1-ek).

A részletosszegek sorozata — igy a sor — pontosan akkor konvergens, ha teljesiil ra a
Cauchy-kritérium, 1d. [Bevan2l I11.53. Tétel].

ITL.6. Tétel (Cauchy-kritérium sorokra). A > a, sor pontosan akkor konvergens, ha
Ve > 0-hoz AN € N, hogy Vn > m > N esetén |a,i1+ -+ a,| < e.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a sorozatokra tanult Cauchy-kritériumot az (S,,) sorozatra!l Ez
alapjan (.S,) pontosan akkor konvergens, ha

Ve > 0-hoz IN € N, hogy Vn > m > N esetén |S, — S| < e.

Felhasznélva, hogy
|Sn — S| = |amer + -+ an|, n>m,

éppen a kivant allitast kapjuk. O

A Cauchy-kritériumbol koévetkezik, hogy ha egy sor konvergens, akkor a tagjaibol &llé
sorozat 0-hoz tart.

IIL.7. Allitss (,, Trividlis kritérium” sorokra). Ha Y a,, konvergens, akkor a, — 0.
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Bizonyitds. Mivel > a, egy konvergens sor, ezért az (S,) sorozat konvergens. A fenti
Cauchy-kritérium szerint barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N kiiszobindex, hogy
minden m > N ésn:=m+ 1> N esetén

|Gt + -+ an| = lan| < e.

Ez éppen azt jelenti, hogy a, — 0.
Mésképp: ha Y2 a, = A € R, vagyis S,, — A, akkor persze S,_1 — A is teljesiil. Igy
ap =S, —S,.1 ~>A—-—A=0.
O

Fontos megjegyezniink, hogy a fenti allitas megforditasa nem igaz! Ehhez az alabbi pél-
dékat gondoljuk meg.

II1.8. Példa. Legyen (a,) := (In 2), vagyis tekintsiik a

n+1
Zln -

sort! Igazoljuk, hogy nem konvergens!
Mivel 2 =14+ L — 1, ezért

n+1
n

—Inl1=0.

a, = In

Miésrészt minden n € N esetén

2 3 4 n+1
Sn—lni+ln§+ln§+...+ln -
=(In2—-Inl)+ (In3—-In2)+ (In4—In3)+---+ (In(n+1) —Inn)
=In(n+1).

Mivel In(n 4 1) — oo, ezért (S,,) nem korldtos, igy > a, nem konvergens.

IT1.9. Megjegyzés. Lattuk, hogy az elobbi sor tagjai atalakithaték mint

Zlnn 1 Z(ln(n +1) —1Inn).

n

Az ilyen tipusu sorokat teleszkopikus dsszegnek szoktak hivni.

I11.10. Példa. Harmonikus sor Tekintsiik a

> % (I11.1)
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un. harmonikus sort! Tudjuk, hogy % — 0. Mutassuk meg, hogy a Z% sor nem konver-
gens!

A |II1.6| Tételt alkalmazzuk. Legyen e := % Ekkor barmely N € N esetén m = N és
n = 2N valasztassal

1 1 1
| 4.4 | >N.—— ==
N+1Jr +2N_ 2N 2’

[ R
tehat a > % sorra nem teljesiil a Cauchy-kritérium, igy nem konvergens.
A gyakorlatban el6fordulnak az tin. abszolut konvergens sorok.

III.11. Definicié. A > a,, sor abszolit konvergens, ha Y |a,| konvergens.
I11.12. Allités. Ha > ay abszolit konvergens, akkor >  a, konvergens.

Bizonyitds. Mivel > |a,| konvergens, ezért a [II1.6| Tétel alapjan Ve > 0-hoz IN, hogy
Vn > m > N esetén

ams1| + -+ anl] = |amsr| + -+ an| <e.
Ekkor a > a,, sorra is teljesiil a Cauchy-kritérium ugyanezen kiiszobindexszel, hiszen
i1 + - F an| < |amar| + ..+ |an] < e.

Ez éppen azt jelenti, hogy > a,, konvergens. O]

II1.2. Konvergenciakritériumok

A gyakorlatban a definicié vagy a Cauchy-kritérium alapjan sokszor nehéz eldonteni, hogy
egy adott sor konvergens-e. Masrészt, dltalaban a sor Osszegének értékére nincs is sziik-
ségiink, csak annak ismeretére, hogy konvergens-e. Az alabbiakban néhany olyan tétellel
ismerkediink meg, melyek hasznosak lehetnek sorok konvergencidjanak/divergencidjéanak
megallapitasahoz. A tételeket pozitiv (> 0) tagi sorokra mondjuk ki, majd dltalanositjuk
tetszoleges el6jelli tagokbdl allo sorokra.

Eloszor azt gondoljuk meg, hogy egy pozitiv tagi sornak mindig létezik Gsszege.

I11.13. Allitas. Ha a, > 0, n € N, akkor

ian:AE@
n=1

mindig létezik, mégpedig A € R (tehdtl a sor konvergens), ha a részletdsszegeibél dallo (S,,)
sorozat felilrdl korldtos, és A = 400, ha (S,) felilrél nem korldtos.
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Bizonyitds. Kovetkezik abbodl, hogy ilyenkor (S,) monoton névé sorozat, tehat alkal-
mazhat6 [Bevan2l, I11.37. Allitds]: (S,) hatérértéke véges vagy +oo, attdl fiiggben, hogy
feliilrol korlatos vagy sem. O

I11.14. K6vetkezmény. A Feladatban a harmonikus sor dsszege
n=1

A Allités alapjdn az alabbi, pozitiv tagt sorokra kimondott konvegenciakritériu-
mok esetében mindig elegendé azt vizsgalni, hogy a részletosszegekbol allo sorozat feliilrol
korlatos vagy nem.

Az els6 az un. 6sszehasonlité vagy majordns- ill. minoranskritérium.

= +400.

SRS

IT1.15. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen 0 < a,, < b,, n € N.
1. Ha )b, konvergens, akkor _ a, konvergens.
2. Ha Y a, divergens, akkor Y b, divergens.

Bizonyitdas. Legyen S, :== a1 +as+...+a, ésT, :=b+by+...+b,, n € N. Az el6bbiek
alapjan (.S,) és (7,) monoton nové sorozatok. Tovabba, a feltétel szerint

S, <T, neN (II1.2)

1. Ha }_ b, konvergens, akkor ez azt jelenti, hogy (T,,) konvergens, tehat feliilrél korla-
tos. Az ([I1.2)) miatt ilyenkor (.S,,) is feliilrdl korldtos, tehat konvergens, azaz _ a,
konvergens.

2. Ugyanugy adodik az ([11.2) egyenl6tlenségbdl, mint az 1. pontban.
[

IT1.16. Megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy a fenti tételben elég lett volna meg-
kovetelni, hogy a,, < b, egy N indextdl kezdve teljesiiljon.

II1.17. Példa. A [[I1.15| Osszehasonlité kritérium segitségével igazolhatd, hogy a

1
2.

sor divergens, mivel

v
SN

B

és Z% divergens, 1d. a [I[I1.10| Példat.
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I11.18. Feladat. A )

nOt
alaku sorokat hiperharmonikus sornak nevezik. Igazoljuk, hogy

1
Z — divergens, ha o < 1;
nl (II1.3)
Z — konvergens, ha o > 1!
nCl{

A bizonyitashoz sziikség lesz egy tjabb konvergenciakritériumra, amit bizonyitds nélkiil
mondunk ki.

IT1.19. Tétel (Kondenzéciés kritérium). Ha az (a,) sorozat monoton fogyé és a, > 0,

n € N, akkor a
Z a, €S Z 2" agn

sorok eqyszerre konvergensek vagy divergensek.

1
A hiperharmonikus sorra alkalmazva, > — pontosan akkor konvergens, ha a
n

Z 2n2% _ Z 2n-(1—o<)

sor konvergens. Ez pedig a |l[ll.3| Feladat alapjan éppen az ([I1.3]) kitétel.

A tovabbiakban a hanyados- és gyokkritériummal ismerkediink meg.

IT1.20. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen (a,) adott sorozat, a, > 0,
n € N.

1. Ha3q € (0,1) és AN € N, hogy

Qp+1

<¢ nz=N,
Qn
akkor _ a, konvergens.
2. Ha dg>1 és AN € N, hogy
an+1 Z q, n > N’
Qn

akkor > a, divergens.
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Bizonyitds. Legyen k € N. Az 1. feltételbol

anN+1

<qg=ant1 < an-q
an
AN42

<g=ani»<ani1-q<ay-q
aN+1

ANtk k
—— < g=anykr S anyk—1-q =< ... <an-q .
AN +k—1

Ekkor a ) a, sor n = N + k-adik részletosszegére

SnZSN+kZCL1+...+(IN_1+CLN+CLN+1+(1N+2+...+CLN+k

<L+ay+ax-q+an-¢F+...+ay-q*

1
:L+aN~(1+q+...+qk)<L—i—aN~1—,

ahol L := a1 +as+...+an—_1, és felhaszndltuk a [[TL.3] Feladatbdl, hogy 0 < ¢ < 1 esetén
Yo g = l%q. Tehét (.S,,) feliilrél korldtos, igy konvergens, ami azt jelenti, hogy > a,
konvergens.

A 2. feltétel esete hasonléan meggondolhaté. n

IT1.21. Megjegyzés. A hanyadoskritérium feltételei teljesiilnek, ha
1.

Fim L = g€ [0, 1),

Qn

illetve

. Qpg1
Jlim —2F

=q> 1

Qn
Ha lim “2= = 1, akkor ,,barmi” lehet.

I11.22. Példa. A

2022™
Z n!

ppr 202270l 2022

= . f— %
an (n+1)! 20227 n+1
tehdt alkalmazva a [[I1.20] Hanyadoskritériumot kapjuk, hogy a sor konvergens.

SOorra

0, n— oo,
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I11.23. Példa. A

2022™ . n!
Y

sorra
202271 . ! " "
n1 _ 20 (n+1! n _ 9099 n
an (n 4 1)n+t 20227 - n! n+1
1 " 2022
=2022- 11— — , N — oQ.
n+1 e

Mivel % > 1, ezért a[[I[.20, Hanyadoskritérium alapjan a sor divergens.
I11.24. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen (a,) adott sorozat, a, > 0, n € N.

1. Ha3dq € (0,1) és 3N € N, hogy

Va, <q, n>N,
akkor > a, konvergens.

2. Ha dq > 1, hogy
a, > q végtelen sok n-re,

akkor > a, divergens.

Bizonyitds. Legyen k € N. Az 1. feltételbol

N
Vay <qg=an <gq
N+1
Nant < q = an < g

Nean s < q = anp < gV
Ekkor a ) a, sor n = N + k-adik részletosszegére

Sn:SN+k:Cll+...+CLN_1+CLN+CLN+1+...—|—CLN+k

<L4gN 4V gV
1
:L+qN-(1+q+...+qk) <L+QN'1Tq,
ahol L := a; +as+...4an_1, és felhasznéltuk a [[IT.3 Feladatbdl, hogy 0 < ¢ < 1 esetén
Yo" = ﬁ. Tehét (.S,,) feliilrdl korldtos, igy konvergens, ami azt jelenti, hogy > a,
konvergens.
A 2. eset hasonléan gondolhatd meg. m
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II1.25. Megjegyzés. A gyokkritérium feltételei teljesiilnek, ha

1.
Jlim {/a, = q € [0,1),

illetve

Jlim /a, = ¢ > 1.

Ha lim /a,, = 1, akkor , barmi” lehet.

1 1\"
> (0 * 3

1 1 1
Sy = ——+ = = ——, — 00.
=02 T T T
Mivel 51> < 1, ezért alkalmazva a[lI1.24] Gyokkritériumot kapjuk, hogy a sor konvergens.

2022
Z >

%

1
Yy, = — ——, N — oo.
= 5022 20220 T

Mivel 20% < 1, ezért a [[11.24] Gyokkritérium alapjan a sor konvergens.

I11.26. Példa. A

sorra

I11.27. Példa. A

Sorra

Ha a fenti kritériumokat tetszéleges el6jelti sorokra akarjuk alkalmazni, akkor a sor tag-
jainak abszolut értékére kell 6ket vonatkoztatni.

I11.28. Allitas. Tegyiik fel, hogy (a,) és (by) tetsz6leges eldjelii sorozatok. Ekkor allIl. 15,
\[I1.20 és|[I1.24. Tételek feltételeit a Y |ay| ill. > |by| sorra alkalmazva, mindegyik té-
telben az

1. feltétel teljesiilése esetén > a, abszolit konvergens, igy konvergens; a

2. feltétel teljesiilése esetén > a, divergens — kivéve, a|lll.15. Tételben csak a ) |by|
divergenciajat dllithatjuk.

Bizonyitds. A bizonyitas az 1. esetben megegyezik a korabbi tételek bizonyitasaval. A 2.
feltétel esetében a[l11.20] és a[[11.24] Tételek alkalmazasakor meggondolhatd, hogy (|a,|),
igy (a,) sem tarthat 0-hoz. O
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II1.29. Feladat. Léssuk be, hogy ha a > a, sorra a [[IL20] Tétel (hdnyadoskritérium)
valamelyik feltétele teljesiil, akkor a . Tétel (gyokkritérium) megfelels feltétele is
teljestil ra!

Adjunk példat olyan sorra, melynek a gyokkritérium alapjan eldéntheto6 a konvergencidja,
a hanyadoskritérium alapjan azonban nem! Tehat az el6bbi allitas megforditdsa nem igaz,
igy a gyokkritérium ténylegesen erosebb a hanyadoskritériumnal.

II1.30. Példa. A Z% divergens és a # konvergens sor esetén is

lim &L = Jim /an = 1

Qn

teljesiil. Tehat a[[I1.21] és a [[I1.25] Megjegyzésben a feltételek élesek.

II1.31. Példa. Legyen

1 ’
‘ 57, T paratlan,
ap, = )
==, N PAros.

Ekkor

. {%, n paratlan,
an =9 1
3

, M paros,

tehat az ((L/an) sorozatnak nincs hatarértéke. Viszont

2
\n/an§§7 n€N>

tehat a[[11.24] Tétel 1. pontja alkalmazhato, igy > a, konvergens.
Az alternalé sorokra vonatkozik a kovetkezd tétel.

I11.32. Tétel (Leibniz-tétel). Legyen (a,) monoton fogyd, a, — 0. Ekkor a

Z(_1>n+1an

végtelen sor konvergens.
Bizonyitds. Legyen k € N. Ekkor

Sy =a, So = a1 — ay
ngal—a2+a3 S4:a1—a2—|—a3—a4

Sop—1 = a1 — g + ...+ agp—1 Sok = a1 — Az + ... + A1 — gy
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Mivel a,, > 0 minden n-re, ezért

Sl>52
33>S4

Sok—1 > Sop.
Felhasznélva, hogy a; > as > a3 > a4 > ... > asx_1 > as > ..., kapjuk az alabbit
SIZS?)Z”'ZSWc—l > ... 685, <5 <. <5 <L

Ebbél kivetkezik, hogy (Sax_1) és (Sax) is monoton, korldtos sorozat, tehdt konvergens
(Id. [Bevan2l T11.12. Tétel]). Mivel So_1 — Sop = agy, ezért

lim(Sgk,l — S2k) = lim Ao — O,
hiszen a,, — 0. Ez éppen azt jelenti, hogy
lim Sgk_l = lim Sgk =A € ]R,

amib6l kdvetkezik, hogy (S,,) is konvergens, lim S,, = A, tehat > (—1)""a, konvergens.

O
A bizonyitasbdl latszik, hogy A € [Say, So_1] minden k € N-re, igy
[Sok—1 — Al < age < agp—1 és |, — Al < age (K €N),
azaz
|S, — Al <a,, neN. (II1.4)

Ez hasznos lehet az alternal6 sor 6sszegének a becsléséhez.

IT1.33. Definicié. Ha egy sor kielégiti a Leibniz-tétel feltételeit, vagyis

Z(_1>n+1an

alaku, ahol (a,) monoton fogyd, a,, — 0, akkor Leibniz-sornak nevezziik.

Sy

sor Leibniz-sor, igy a Leibniz-tétel szerint konvergens. Azonban nem abszolut konvergens,
mert lattuk, hogy > + divergens.

IT1.34. Példa. A

IT1.35. Definicié. Azt mondjuk, hogy > a, feltételesen konvergens, ha konvergens, de
nem abszolit konvergens.
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II1.3. Végtelen sorok atrendezései, Cauchy-szorzata

I11.36. Definicié. Egy p : N — N bijekciét (p kolcsonosen egyértelmii és R(p) = N) a
természetes szamok permutdcidjanak (més széval dtrendezésének) neveziink.

Példaul a 3,2,1,6,5,4,...,3k+3,3k+2,3k+1, ... sorozat egy permutécidja a természetes
szamoknak.
Vildgos, hogy egy permutéacié egyben egy sorozat is, ezért a

p(n) =p,, neN
jelolést fogjuk hasznalni.

IT1.37. Definicié. Legyen adva az (a,) és (b,) sorozat. Azt mondjuk, hogy (b,) az (a,)
sorozat egy dtrendezése, ha létezik p permutécidja a természetes szamoknak, hogy (b,,) =

(ap,,)-

A kovetkezo két tételt bizonyitds nélkiil mondjuk ki.

I11.38. Tétel. A > a, sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha minden p permutdcic
esetén Y a,, abszolit konvergens. Ekkor bdrmely p permutdcio esetén

) oS
E Ap,, = E Ay, .
n=1 n=1

E tétel szerint az abszolit konvergens sorok oroklik a véges sok szam Osszeadasandl
teljesiilo kommutativitast. Ezzel szemben a feltételesen konvergens sorok nagyon labilis
képzodmények.

I11.39. Tétel. Legyen >  a, feltételesen konvergens sor.
1. Minden A € R szamhoz létezik p permutdcio, hogy

[e.@]
E a,, = A.
n=1

2. Létezik olyan p permutdcid, hogy Y a,, divergens.
A kovetkezokben technikai okokbdl a sorozatok tagjait n = 0-t6l kezdve sorszamozzuk.

I11.40. Definicié. Legyenek > a,, és > b, végtelen sorok. E két sor Cauchy-szorzatan azt
a Yy ¢, végtelen sort értjiik, melyre

Cp = aobn —+ albn,1 + ...+ ano = Z akbn,k.
k=0

Szemléletesen:
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Qo a1 a2 as

bo aobo/alb(}//agb@’/agbo/ s

’ Py ’

bl agbl,’albl/’agbL/

s

4 ’

s

b2 agbg/albz/ s

’

’
s

bs lagbs.” - - -

’

II1.1. dbra. Sorok Cauchy-szorzata
Formalisan a Cauchy-szorzatot gy képzelhetjiik el, mintha a végtelen sorok végtelen
Osszegek lennének, és szorzasukkor minden tagot minden taggal megszorzunk.

I11.41. Tétel (Mertens-tétel). Legyen > a, abszolit konvergens és > b, konvergens vég-
telen sor. Ekkor a )’ ¢, Cauchy-szorzatuk konvergens, tovabbd

n=0 k=0

Miel6tt a tételt bizonyitandnk, gondoljuk meg az alabbi lemmat!

I11.42. Lemma. Ha > a, abszolit konvergens végtelen sor és (x,) nullsorozat, akkor
lim Z AT = hm (apxy, + a1xp—1 + -+ - + apxo) = 0.
n— o0

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOleges. Valasszunk egy K pozitiv szamot, melyre

20 S K, neNés Y ay| < K. (IIL.5)

n=0

Mivel z,, — 0, a > |a,| sorra pedig teljesiil a [II1.6| Cauchy-kritérium, ezért létezik olyan
N € N, hogy

3
|ZEn| < ﬁ és |CLN+1| + ...+ |CLn| < ﬁ’ n > N. (1116)
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Ha n > 2N, akkor n — k > N minden 0 < k < N esetén, ezért ([I1.5) és ([11.6) alapjan

N n
Zakﬂﬂn k| = Zak$nfk+ Z ATk

k=0 k=N-+1

N n

) N 12 o N S N T g Y
—0 k=N+1

Z!akH—K Z |ak|< K+ K- ﬁ:a
k=N+1
Ezzel az allitast beldttuk. O

A Mertens-tétel bizonyitdsa. Jelolje

ian =AeR, ibn::BER.
n=0 n=0

Be kell latnunk, hogy

[e.9]

Z(aobn —+ albn,1 + ...+ anbo) =A-B.

n=0

Legyen S, :==ag+ a1 + ---ay, T, := bg+ by + - - - b,. Ekkor lim S,, = A és limT,, = B.
Felirva a Cauchy-szorzat n-edik részletosszegét, atalakitasok utan az alabbit kapjuk:

Vi = aobo + (agby + a1by) + (agbe + a1by + asby) + - - - + (agby, + a1bp—1 + - - - + anbo)
= (loTn + CLlTn_l + -+ CLnTO
ap (T, —B)+ay-(T,.1—B)+---+a, - (Ty —B)+(ag+a1+---a,)- B
=lap- (T, —B)+a,-(Tp.1—B)+---+a, (Ty — B)|+ S, B.
Mivel a (T,, — B) sorozat 0-hoz tart, ezért a [[11.42] Lemma alapjan a kapott Osszeg els6

(szogletes zardjelben 16v6) tagja 0-hoz tart. A 2. tag pedig definici6 szerint A- B-hez tart,
amivel a tételt belattuk. O

I11.43. Példa. Konnyen lathaté (akar a héanyados-, akar a gyokkritérium segitségével),
hogy a

xn
P
sor abszolit konvergens barmely x € R esetén. Szamitsuk ki a

Z—GS
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sorok Cauchy-szorzatét tetszéleges x,y € R valés szamokral A [[T[.40] Definicié alapjén a
> ¢, szorzatsor n. tagja

n

n [L’k yn—k 1 n N -

ami a Binomidlis tétel (1d. [Bevan2, 1.9. Tétel]) alapjan

(z+y)"
n!

Cn

Tehat a két sor Cauchy-szorzatara

teljesiil.

II1.44. Megjegyzés. Az elobbi példdban

o0 x"

Ez konnyen igazolhat6 abbdl, hogy — amint lattuk — az E(x) = Y & fiiggvény ugyan-
azt az egyenlOséget elégiti ki, mint az exponencialis fiiggvény, nevezetesen

E(z)- E(y) = E(x +y),

x = 1-re belathaté (1d. kiilon anyag), hogy E(1) = e. Ebbél teljes indukcidval kovetkezik,
hogy E(n) =e", n € N, amib6l racionélis szdmokra is adédik az

E(q)=¢%, q€Q

osszefiiggés. A valés kitevés hatvanyozas definiciojdbdl (1d. [Egyvaltl], 1.4. fejezet]) pedig
kapjuk, hogy

E(x) :Z%:ex, z € R.
n=0 ’

I11.4. Taylor-sorok

Most egy kis emlékeztetd kovetkezik a félév elejérdl. Ismételjiik &t az Definiciét!
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II1.45. Definicié. Legyen f az a pontban n-szer differencidlhaté fiiggvény. Definidlja
Thao:R—R,

f"(a)

n!

f"(a)

o (x—a)’+...+

T o(2) = Thal@) := fa) + f'(a) - (& — a) + (z —a)"

az f fiigguény a pont korili (vagy a pontbeli) n-edik Taylor-polinomjat.

A Lagrange-féle maradéktag az f fiiggvény és a Taylor-polinomjanak eltérése, 1d. az[[.10] Té-
telt.

I11.46. Tétel (Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal). Legyen f : R — R, a €
D(f). Tegyiik fel, hogy 3K (a) C D(f) kornyezet, hogy az [ figguény n+ 1-szer differen-
cidlhato K(a)-ban. Legyen x € K(a) tetszdleges. Ekkor létezik olyan ¢ = c¢(x) az a és az
x kozott (vagyis, ¢ € (a,z) vagy ¢ € (z,a)), hogy

(1)
f(x) =T,a(x) + JEnTl()')(x —a)"th (I11.7)

Ha az (lIL.7)) formulaban a maradéktagot egyenletesen feliilrol tudjuk becsiilni az a és
az x pont kozott, akkor az n-edik Taylor-polinomok f(x)-hez tartanak, ha n — oo,
1d. az .11} Kovetkezményt.

I11.47. K6vetkezmény (Taylor-sorok kifejtési tétele). Legyen D(f) = I intervallum, f
akdrhanyszor differencidlhato az I intervallum belsejében, valamint legyen a,x € int [
rogzitve. Ha taldlhato C(x) > 0 szdm, hogy minden ¢ € |a,x] (vagy c € [x,a]) esetén

[f™(e)] <Cla), mneN,

akkor < W
fo) = tim Ty () = 3 D0 o (111.8)
k=0 )

Vildgos, hogy az ([IL.8)) egyenletben szerepld sor n-edik részletosszegére

e . (IIL9)
— f(@) + (@) (o —a) + 119 S0 4y = Ty(a)

21 n!

(x—a)*+...+

teljesiil. Mivel definicid szerint a sor Osszege a részletosszegekbdl allé sorozat hatérértéke,
ezért a fenti kdvetkezmény feltételei mellett adodnak az ([11.8)) egyenldségek.
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I11.48. Definici6. A [[I1.47] Kovetkezményben kapott

3 1"(a) (z — a)" (1IL.10)

n!

végtelen sort az adott f fiiggvény a pont korili Taylor-soranak nevezziik.

Az el6z6 tételt szavakkal ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha f derivaltjai nem noének tul
gyorsan, akkor f Taylor-sora konvergens és eloallitja f-et.
A kovetkezokben megadjuk a legfontosabb elemi fiiggvények Taylor-sorat.

I11.49. Tétel. A kovetkezd sorfejtések érvényesek az a = 0 pont koril:

1 =
1_$:nz%x —-l<ax<l,
X n
z xXr
e —Zm reR,
n=0
. B > e $2n+1 R
Slnl’—nzzo(— ) m T € s
& 2n
n xXr
cosx:Z(—l) o) r € R,
n=0

Bizonyitds. Az ﬁ = > 7 ,x" egyenl6ség |z| < 1 esetén a tanult mértani sorésszeghdl
kovetkezik. Masrészt konnyen lathatd, hogy

() ()
1 n! 1
(1—id) (1—id)™ (1—101) (0) =t

tehat a sor valéban egy alaku Taylor-sor.

Az[[.12] Példdban meggondoltak alapjan adddik az egyiitthatdk helyessége, csak a kon-
vergencia maradt kérdéses. Ennek igazolasara az Kovetkezmény teljesiilését fogjuk
megmutatni a fenti fiiggvényekre. Legyen a = 0 és x rogzitve az adott fliggvények értel-
mezési tartomanyabol. Ekkor a 0 és o kozé esé minden ¢ esetén

lexp™ ()] = e° < el =: C(x),
|sin™(c)| < 1=:C = C(x),
|cos™(c)] < 1=:C = C(x),
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IT1.50. Megjegyzés. Megemlitiink néhany tovabbi nevezetes 0 koriili Taylor-sorelallitast
(1d. még az Tételt).

o0

hm1+aﬁ::§:(—U”H€; ze(-1,1],
n=1
i 2t
arctgr = » (—1)" ze|[-1,1],
—~ 2n+1

Az egyiitthatok a megfelel6 derivaltakbdl ellenérizhetok. Mivel

o0

= —-1)"x", —-1l<z<l,
1) > (=1 t

n=0

1
I+x  1—(

In(l1+x) =

ezért tagonkénti integraldssal (ez megtehetd, de itt nem igazoljuk)

In(1 = -Jnﬂfi —1l<x<l.
n(l+a) =3 (-1 z

n=1

Hasonléan igazolhaté az arctg x el6éllitasa is a (—1, 1) intervallumon.
Erdekesség, hogy az eléallitds a fent megadott intervallumvégpontokban is érvényes (ezt
itt szintén nem bizonyitjuk), amibdl

(=t 11
In2 = =1—=+=-
o ; n 2+
= (=1)" 11
= 4. l—— - —-- ).
;271—1—1 375

Ez szerepelt a félév elején is, 1d. és .

ITI.51. Megjegyzés. Fontos megjegyezniink, hogy ha egy Taylor-sor valamely x pontban
konvergens, akkor nem biztos, hogy ott az dsszege f(x)-el egyenld! Példaul, tekintsiik az
alabbi modon megadott fliggvényt:

o e*z%, x # 0,
J@) = {O, x = 0.

Belathato, hogy f(™(0) = 0, n € N. Tehat f-nek a 0 koriili Taylor-sora minden = € R

esetén a csupa 0 taghdl 4ll6 sor, ami természetesen konvergens, és osszege 0. Ez azonban
csak egyetlen pontban, az = 0-ban egyezik meg f(x)-el
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II1.5. A sorok néhany alkalmazasarol

IT1.5.1. Végtelen tizedestortek

A valds szamok végtelen tizedestort-eléallitasa mar kozépiskolabdl ismert, de foglalkoz-
tunk vele a Bevezet6 analizis 2. tédrgy sordn is, 1d. [Bevan2l I1.5. fejezet]. Idézziik fel az
ott kimondott definiciét!

II1.52. Definicié. Azt mondjuk, hogy az x € R, x > 0 szam végtelen tizedestort alakja
T =T, 1X2%3..., To €N, z, €{0,1,...,9},n>1, (I11.11)

ha o < x < x¢+1,

1+ 1 To + 1
o+ 7 +2 < r < xo+ 1+ 07

_< < oo
o+ T 0 102 = 10

10t

és igy tovabb. Vagyis minden n € N esetén

+ oLy <wot gy tmt]
° 10 10n ST 107

Adott z € R, z > 0 szam esetén a megfelel6 x,, szamok 1étezését az Archimédészi axioma
segitségével mutattuk meg. A mostani tudasunkkal azt is belathatjuk, hogy az = szam
végtelen tizedestort alakja az x egy végtelen sordsszeg-eloallitasat definidlja, mégpedig

0 l‘n
_ 11112
AP (IL.12)

n=0

Ugyanis, s,-nel jelolve az ([11.12)) végtelen sor n-edik részletosszegét, vagyis

T
Sn = o+ o e

— I1I.1
10t 10’ ( 3)

a[[T1.52] Definicié alapjan

2 5] < —
v sl = g0

tehat s,, — x, n — oo.
Lattuk azt is, hogy az el6allitdas nem egyértelmi, példaul

1= 0+9+9+ 1+O+O+
- 10 102 10 102
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Megforditva, legyen most adva egy
To, T1ToT3 ..., x9 €N, z, €{0,1,...,9},n>1 (TT1.14)

végtelen tizedestort. Annak idején a Cantor-axioma segitségével igazoltuk, hogy az ([11.14))
tizedestorthoz egyértelmtien létezik olyan x € R szdm, amelynek ez a [[I1.52] Definicié
szerinti eloallitasa. Most mar tudjuk, hogy

Tn
10™

ez esetben is egy konvergens végtelen sor, hiszen

n 9 9 , .
% < o Z Ton konvergens mértani sor,

fgy alkalmazhaté a [II1.15] Osszehasonlité kritérium. Mivel egy konvergens végtelen sor
Osszege egyértelmi, igy x is egyértelmi.

I11.5.2. Az e szam irracionalis

Tudjuk, hogy

o0

1
z%m:e.

Tegyiik fel indirekt, hogy

e=L pqezt g>2
q

(a g > 2 feltehetd, egyébként bovitjiik a tortet). Az
1 1 1 1 N
Sp = +ﬁ+5+"'+a, n e
jeloléssel s, — e szigorian monoton n6vé médon. Legyen n > ¢ tetszoleges. Ekkor

1 1 1
0<ql (sn—3)=4¢"" + TR

(¢g+1)!  (¢+2)

- ! +o !

g+1 (¢+1)-(¢+2) (¢+1)----- n
_ ! <1+ Loy ! )
g+1 q+2 (q+2)----n
FuL Y SRR S P
“qg+1 g+1 (¢g+1)? (q+1)n—a-t

1 1 1 1
~ . 1 :_S_-



Ebbdl az n — oo hataratmenetet elvégezve kapjuk, hogy

0<q!(e—s,) <

N | —

Mésrészt, az indirekt feltevés alapjan és mivel s, < e,

P P 1 1 1
|. — —qgl. | == —qgl. =2 -1 == _ e —
0<ql-(e—sy) =g (q sq) q' (q 1 T q!) €7,

ami ellentmondas.

I11.53. Megjegyzés. Ez az elegéns bizonyitdas Joseph Fourier (1768-1830) francia mate-
matikustél szarmazik.
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