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Eloszo

A félcsoport fogalma — mint algebrabdl ismeretes — egy olyan struktirat takar, ame-
lyen egy kétvaltozos, asszociativ miivelet van értelmezve. Az operator a matematikaban
altalaban leképezést jelent. Jelen jegyzet a funkciondlanalizis egy, a 20. szdzad maéso-
dik felében sziiletett, és azota is folyamatoson fejlodo agaba, az operatorfélcsoportok
vildgaba nyujt betekintést. Az operatorfélcsoportok itt egy tetszdéleges X Banach-téren

értelmezett korlatos (linedris) operatorok strukturdjat jelentik, amelyekre teljestil a
Tt+s)=T(t)T(s), T(0)=1Id

félcsoport-tulajdonsdg minden ¢, s > 0 esetén. Ha ezen tulajdonsagot kibovitjiik az erds

(vagy pontonkénti) folytonossiggal, vagyis megkoveteljiik, hogy a
t— T(t)z

un. palyék folytonosak legyenek R*-on minden z € X esetén, akkor az erésen folytonos

operatorfélcsoportokhoz jutunk, amelyek szép tulajdonsagokkal rendelkeznek.

A jegyzet els6sorban az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem Természettudomanyi Ka-
ran folyé Alkalmazott matematikus MSc-képzés, illetve a Matematika Doktori Iskola
,Operatorfélcsoportok” cimii tantargyahoz késziilt segédanyag. Ezen egy féléves kurzus
anyaganal azonban joval b6vebb ismereteket tartalmaz, amelyek az erésen folytonos ope-

ratorfélcsoportok elméletébe vald atfogobb bevezetést szolgaljak.

A jegyzet megértéséhez nélkiilozhetetlen a funkciondlanalizis alapjainak ismerete.
Ezek koziil a legfontosabbak, cimszavakban felsorolva: normalt tér, dudlis tér, folyto-
nos (korldtos) linedris operator és kompakt operator fogalma, a fontosabb Banach-terek
(LP-terek, co-tér, stb.), Hilbert-terek, tovibbé az alapvetd tételek (Riesz-reprezentécios

tétel, egyenletes korlatossag tétele, Banach—Steinhaus-tétel, stb.).
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Ezuton szeretném kifejezni koszonetemet Csomos Petranak és Farkas Bélintnak a
jegyzet megirdsaban, Besenyei Addmnak pedig az dbrak elkészitésében nytjtott segitsé-

géért.



1. fejezet

Linearis dinamikai rendszerek

1.1. Cauchy-féle fiiggvényegyenlet
A félév soran tulajdonképpen az tn. Cauchy-féle fliiggvényegyenlet megoldasaval fo-

gunk foglalkozni.

T(t+s) =TET(s), ts>0,
T(0) = 1d.

(FE)

Ezek az egyenletek és a benntik szereplé T' operatorok autonom determinisztikus rend-
szerek id6beli viselkedésének leirasara szolgalnak. Ezen rendszereket, valamint a 1" ope-

ratorokat az alabbi moédon definialhatjuk.

(a) A megfigyelés targya egy id6beli mozgasban /valtozasban 1év6 rendszer.
(b) Az idét az R vagy Ry := [0, +00) additiv (fél)csoportjaval irjuk le.

(c) A megfigyelt rendszert egy elézetesen lerdgzitett Z dllapottérrel irjuk le, amely a
késébbiekben dltaldban egy (X-szel jelolt) Banach-tér. A tér z € Z elemei az éllapo-
tok, amelyeknek az idébeli valtozasara vagyunk kivancsiak. Példdaul, ha a megfigyelt
rendszer egy bolygérendszer, akkor Z allhat a bolygdk helyzeteibdl és sebességvekto-
raibél (vagy perdiileteibdl ill. impulzusmomentumaibdl). Ha pedig egy 6koszisztémat

vizsgalunk, akkor az allapotok lehetnek az egyes fajokhoz tartozé egyedek szamai.

(d) A rendszer mozgdsdt az allapotok id6beli valtozasa irja le, vagyis matematikailag

egy R >t 2(t) € Z fiiggvény.



(e) Minden ¢, € R idépillanathoz és minden zy € Z kezdeti allapothoz egyértelmiien
tartozik egy z, ,, : R = Z mozgas, amelyre 2, ., (to) = 2o. Igy tehdt minden ¢, s € R
szamparhoz definialhatunk egy @, : Z — Z leképezést, amelyre Oy ;(w) 1= 2z¢4(s)
a t iddpillanatban a w-bdl indulé mozgas helyzete az s idopillanatban. Az eddigi
feltételek szerint

cI)t,s © q)s,r = CI)t,T

minden ¢, s, € R idopontra, és ®,;, = Idz. Az ilyen tipust rendszerek neve deter-

minisztikus rendszer.

(f) A 23 = ®;(2) t idSpontbeli allapot csak a zy kezdeti allapottdl és a 7 = t — s
kulonbségtél fiigg. Az ilyen rendszereket hivjak autondmnak. Ez azt jelenti, hogy

T(t) = @T’T_A'_t

definiciéval (ahol r tetszOleges) egy {T'(t) : t € R} dn. egyparaméteres csoportot

kapunk Z-n, amelyre az (e) pontban meggondoltak szerint
T(t+s)=T(t)T(s), T(0)=1d,
minden ¢, s € R esetén.

Cauchy 1821-ben vetette fel a kérdést: keressiik (FE) 6sszes T : Ry — C folytonos
megoldéasat. Konnyen lathato, hogy

at

t—e” aeC

megoldas. A sejtéstink az — amit az aldbbiakban bizonyitani is fogunk —, hogy mas foly-

tonos megoldas nincs. El6szor a differencialhaté megoldasokat vizsgéljuk.

1.1. Allitas. Legyen T(t) :=e", a€C, t>0. Ekkor T differencidlhatd, és kielégiti az

alabbi kezdetiérték-problémat:
(DE) dt

Megforditva, a fenti figgvény az egyetlen differencidlhaté megoldisa (DE)-nek, és a =
d
5 7(0).



Bizonyitds. Az allitas els6 része az analizisben tanultakbol adodik. Az egyértelmiiséget
bizonyitasahoz legyen S(-) egy masik differencidlhaté megoldas, ¢t > 0 rogzitett. Definidlja
Qs) =T(s)S(t—s), 0<s<t.

Ekkor @) differencialhato, és

d d d
&QG) = gT(s)S(t ) T(s)$5(t —s)=aT(s)S(t—s)—T(s)aS(t—s) =0,

ezért @ konstans [0, ¢]-n. gy

Mivel t tetszéleges volt, az egyértelmiiség bizonyitasa kész. n

A kovetkez6 &llitas arrdl szél, hogy (FE) folytonos megoldésai differencialhatok is.

1.2. Allités. Legyen T : R, — C folytonos megolddsa (FE)-nek. Ekkor T differencidl-

hatdo is, tovabba egyértelmiien létezik a € C szdm, amelyre (DE) teljesiil.

Bizonyitas. Definidlja
t
V() ::/ T(s)ds, t>0.
0
Ekkor V' differencialhato, és SV (¢) = T(t). Mivel $V(0) = T(0) = 1, ezért Ity > 0:
V(ty) # 0. Igy (FE) felhasznéldséval
1 1

T(t) = m\/(to)T(t) = /Oto T(s)T(t) ds = 1 /tmo T(s)ds

= V(lto) /Ot+to T(s)ds — V(lto) /OtT(s) ds = V(lto) (V(t+ty) —V(t), t>0.

gy T differenciglhaté, tovabbé (FE) teljestilése miatt

d .1 .1 d
ST = lim = (T(+0) = T(0) = fi = (T(0) = 1) T(0) = LTO)T()
Tehét (DE) teljesiil a T fiiggvényre a = $7°(0) vélasztassal. O

1.3. Kovetkezmény. Az elébbi két allitds alapjin, ha T : R, — C folytonos megolddsa
(FE)-nek, akkor T(t) = ™, t > 0, tehdt T differencidlhaté is (sét, végtelen sokszor
differencidlhatd).

Az (FE) egyenlet azt jelenti, hogy T : (Ry,+) — (C\ {0},-) homomorfizmus. Ez
kiterjeszthet6 (R, +) — (C\ {0}, ), sét (C,+) — (C\ {0}, ) homomorfizmussa is.
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1.2. Véges dimenziés dinamikai rendszerek

Legyen X := C" az allapottér, tovabba legyen Z(X) = M,,(C) az n x n matrixok
tere, mely azonosithaté a C"-en értelmezett (folytonos) linedris leképezések terével (al-
gebrajaval). Linedris dinamikai rendszernek nevezziik az olyan T : Ry — M,,(C) métrix
értéki fiiggvényt, amelyre teljesiil a
Tit+s) =TW)T(s), t,s>0,

T(0) =1d

(FE)

fiiggvényegyenlet. Az xy € X allapot idobeli valtozasat a &, : Ry — X,

5700 (t) = T(t)!lf[)

figgvény irja le. A {T'(t)xo : t > 0} halmazt szokés az xq allapot pdlydjdnak is nevezni.

Keressiik (FE) 0sszes megoldésat.

1.4. Definicié. Tetszbleges A € M,,(C) és t € R esetén jelolje
etA B o) tkAk
k!

k=0
A fenti definicié értelmes, mert barmely matrixnormat véve, a végtelen sor rész-
letosszegei Cauchy-sorozatot alkotnak, tehat konvergalnak X-ben. Ugyanis, ha m > n

természetes szamok, akkor minden ¢ > 0 esetén

mtkAk n tkAk m tkAk m |t|k||A||k
LD Dy Dk P DD
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1

ami 0-hoz tart, ha n,m — oo, hiszen az e/l sordnak szeleteirél van szé. Ugyanigy

lathato, hogy
(1.2) et < eIl ¢ > 0.
1.5. Allitas. Tetszéleges A € M, (C) esetén a
R, 3t~ e e M,(C)
fiigguény folytonos és kielégiti az aldbbiakat
A — tAesA o> ()

(FE) B
e04 =1d.



Bizonyitds. Az (1.1)) egyenlStlenség miatt az e’ matrixot definial6 sor abszoltt konver-
gens. Ezért
kaAk OOSA tnk;Ankk;Ak

olAgsA _ Z . Z iz:: I

k= 0

Z (t+s) nA — olt+9)A

Tehét (FE) teljesiil. A folytonossig igazolasahoz megmutatjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén
[eTMA et =0, h— 0.

Felhasznélva az elobbieket kapjuk, hogy
tthA _ (tA _ tA (ehA o Id) ‘

[gy elég bizonyitani, hogy lim,_,oe"* = Id. Felhasznélva az 1' egyenlotlenséget,
oo hkAk:

>

k=1

Rl Al
" —1d || = Z’ * H | =Ml —1 50, h—o.

]

1.6. Definicié. Az (etA)t>0 métrixcsalddot az A € M,,(C) matrix altal generélt egypa-

raméteres félcsoportnak nevezziik.

1.7. Megjeqyzés. Az . Definiciéban t € R (vagy t € C) is veheté. Ez esetben e/
invertalhato, (etA)teR csoport, tovabbé t —+ ¢4 homomorfizmus (R, +)-bdl GL(n, C)-be

(az invertdlhatd, n x n-es komplex métrixok csoportjaba).

1.8. Példa.

1. Legyen

aq 0

A— 0 (05}
0 an

diagonalis matrix. Ekkor
el
0 el
oA

0 cee . gtan



2. Legyen

A 0 0
0o X 1

A= 0
: . 1
0 -+ -+ 0 )\

kxk
Jordan-blokk. Irjuk fel A-t A = D+ N 6sszeg-alakban, ahol D = diag()\) diagonalis,
N pedig nilpotens, azaz a k-adik hatvanya 0. Igy

t2 tkfl
t 2 (k—1)!
tk72
0 1 t =)
otV — :
t
0 0 1

kxk
Mivel D és N felcserélhetok, ezért

tA _ oD N

e e

1.9. Lemma. Legyen B € M,,(C) tetszdleges, S € M,,(C) invertalhato. Ekkor az A :=
S™LBS matriz dltal generdlt (fél)csoport

et = 5 1etB g,

Bizonyitds. Kozvetlen szdmolassal adédik, hogy A¥ = S™1B*S minden k& € N esetén.

Mivel az S ill. S~! operatorral valé szorzés folytonos, ezért

00 tkAk 00 tkslekS o) thk
tA __ _ _ o1 _ Q—-1,.tB

]

1.10. Kovetkezmény. Legyen A € M, (C) tetszdleges mdatrixz. Linedris algebrdbol is-
mert, hogy létezik olyan S € M, (C) invertdlhaté mdtriz, melyre B = S™'AS Jordan-
normdl alakid, vagyis az[1.8, Példdban szerepld tipusi mdtrizok direkt dsszege. Az [1.9
Lemma alapjdin

oA = GetB g1

ahol e'® az[1.8 Példdban szimitott exponencidlisok direkt dsszegébdl dll.
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Az aldbbiakban ismét a differencidlhatosag segitségével igazoljuk a (FE) megoldasa-

nak egyértelmtiségét M, (C)-ben.

1.11. Allitas. Legyen T(t) = e valamely A € M, (C) esetén. Ekkor a T : Ry —
M, (C) figguény differencidlhato, és kielégiti az aldbbi kezdetiérték-problémdt:

$T() =AT(t), t=0,

T0) =1d.

(DE)

Megforditva, a fenti T fiigguény az egyetlen differencidlhaté megolddsa (DE)-nek, és A =
47(0).
dt

Bizonyitds. A t pontbeli differencialhatésdg bizonyitasahoz gondoljuk meg, hogy (FE)
alapjan minden A > 0 esetén
T(t+h)—T(t T(h)—1d
(1) =T T =Ty,

Ezért elég beldtni a 0-beli differencialhatésagot, és hogy A = $7(0), amivel igy (DE)

teljesiilését is igazoltuk. A T(t) = ' fiiggvény definiciéja miatt

T(h)—1d || 1\|A|!k
: Z
Al 1
(&
- |4 =0, h—o.
Ia
A bizonyités hatralévé része az [L.1] Allitas bizonyitésénak analégjara térténik. O

1.12. Allitas. Legyen T : Ry — M., (C) folytonos megolddsa (FE)-nek. Ekkor létezik
egyértelmien A € M, (C) mdtriz, amelyre

T(t)=¢e", t>0.
Bizonyitas. Definidlja
t
(1.3) V() ::/ T(s)ds, t>0.
0

Ekkor V differencidlhaté, és SV (¢) = T'(t). Mivel limy,o 1V (¢) = Id, és az invertdlhato
matrixok nyilt halmazt alkotnak M,,(C)-ben, ezért 3ty > 0: V() invertdlhat6. Ekkor
minden ¢-re

T(t) = V(to) 'V (to)T(t).
Ezutén ismételjiikk meg az . Allités bizonyitasat! m
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Az el6bbi bizonyitas az alaki integralon alapult. Felmeriil a kérdés, hogy ho-
gyan értelmezhetjiik matrix — vagy még altalanosabban: Banach-tér-értéki fliggvények
— ilyen tipust integraljait. Ezért most a teljesség igénye nélkiil kis kitérot tesziink az in.
Bochner-integral bevezetésére, ami nem mas, mint a Lebesgue-integral altalanositasa
Banach-tér-értéki fiiggvényekre.

Legyen X Banach-tér, I C R intervallum, f: 7 — X.

1.13. Definicid.

1. Azt mondjuk, hogy f egyszeri fiigguény, ha
f = Z T X gy,
k=1

alaku, ahol J, C I (Lebesgue-)mérhetd, x, € X, k = 1,...,n. Ekkor f (Bochner-
)integrdlja

/If(s) ds := znjwk “A(Jg) € X,
k=1

2. Azt mondjuk, hogy f (erésen) mérhetd, ha létezik (f,) egyszerii figgvényekbél 4116
sorozat, melyre

lim [|f(s) — fu(s)| =0 mm.sel.

n—oo

3. Ha f mérhetd és 1étezik (f,,) egyszerti fuggvényekbél allé sorozat, melyre

lim [ 1£(s) = fuls)l[ds =0,

n—o0

akkor f (Bochner-)integralhatd,

/1f<5) ds := lim /Ifn(s) ds.

n—o0

Igazolhatod, hogy a definiciéban szereplo integralsorozat valoban konvergens X-ben,

és a limesz fiiggetlen az (f,,) egyszeri fliggvények valasztasatol.

1.14. Megjegyzés. Ha I kompakt, f : I — X folytonos, akkor a fent definidlt integrélja
megegyezik a Riemann-0sszegek altal definialt Riemann-integrallal. Ha pedig I tetszole-
ges, f: I — X folytonos akkor megegyezik a Riemann-improprius integraljaval, feltéve,

hogy valamelyik (a Riemann-improprius vagy a Bochner-) integral abszolut konvergens.
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A kovetkezdkben bizonyitas nélkiil kimondunk a Bochner-integral tulajdonsagairol

sz0l6 néhany fontos allitast.
1.15. Allitas.
(a) Legyen (f,) mérhetd figgvényekbdl dllé sorozat, melyre
lim If(s) = fu(s)]| =0 m.m.sel

Ekkor f is mérheto.

(b) Legyen f mérhets, F : 1 — L (X) erdsen folytonos (vagyis, minden x € X esetén
I>sw— F(s)x € X folytonos). Ekkor F o f is mérhetd, ahol

(F'o f)(s) = F(s)f(s).
1.16. Allitas. Legyen f : I — X mérhetd. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
(i) f integralhato;

(i) Jr [ f(s)l[ds < oo.

1.17. Kovetkezmény. Legyen f : I — X mérhets. Ekkor

(a)

[ 1@ < [re)ls

(b) Lebesgue domindlt konvergenciatétel teljesil, vagyis ha (f,) mérhetd figgvényekbdl
allo sorozat, f, — [ majdnem mindeniitt, tovabba létezik olyan g wvalds fiigguény,

amelyre
I fall < g, n €N, /Ig(s) ds < oo (azaz g € Ll(I)),

akkor
/Ifn(s)dsé/lf(s)ds.

A tovabbiakban az A € M,,(C) métrix altal generalt (e!4),sq félcsoport aszimptotikus

tulajdonsagaival foglalkozunk.
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1.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az ('), félcsoport stabiﬂ, ha

- tA] _
ahol || - || tetsz6leges méatrixnorma az M, (C) téren.

1.19. Megjegyzés. Mivel az M,,(C) téren a pontonkénti és a normakonvergencia meg-
egyezik, ezért az (1.4]) feltétel ekvivalens azzal, hogy minden xz € C" esetén

lim [le™2|| = 0.
t—o0
A kovetkezé tétel az A matrix o(A)-val jelolt sajatértékhalmazénak tulajdonsigai és
a stabilitas kozotti kapcsolatrol szol.

1.20. Tétel (Ljapunov, 1892). Legyen (e!);>0 az A € M, (C) mdtriz dltal generdlt

félcsoport. Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek.
(i) A félcsoport (aszimptotikusan) stabil, azaz lim,_,« ||| = 0;

(1t) Az A madtriz minden sajatértéke negativ valds részi, azaz Re A < 0 minden A € o(A)

esetén.

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy a stabilitds invarians a hasonlésagra, igy felteheto,
hogy A Jordan normélalakti. Ekkor szintén kénnyen igazolhatd, hogy (e');>¢ pontosan
akkor stabil, ha minden egyes A, Jordan-blokk altal generalt (e'*);>q félcsoport stabil.
Az Péld4dban kiszamoltak alapjan ez akkor teljesiil, ha e — 0, t — oco. Ez pedig
akkor igaz, ha Re Ay < 0 minden k-ra. Mivel \,-k éppen A sajatértékei, a bizonyitas
kész. O

Késobb altalanositani fogjuk a fenti allitast végtelen dimenzios esetre is. Hasonloan

bizonyithaté az alabbi kdvetkezmény.

1.21. Kévetkezmény. Legyen (e);>q az A € M, (C) mdtriz dltal generdlt félcsoport.

Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek.
(i) A félcsoport korldtos, azaz létezik M > 0, hogy ||| < M minden t > 0 esetén;

(it) Az A mdtriz minden sajdtértékére Re X < 0 teljesiil, és ha ReX = 0, akkor A

egyszeres sajatérték (vagyis a hozzd tartozd dsszes Jordan-blokk 1 x 1 méreti).

!Precizen azt kellene mondanunk, hogy aszimptotikusan stabil.
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1.3. Egyenletesen folytonos operatorfélcsoportok

Legyen X tetszéleges Banach-tér, jelolje Z(X) a rajta értelmezett folytonos (korla-
tos) linedris operatorok Banach terét a megfelelé operdtornorméval. Keressiik az Osszes
olyan T': R, — Z(X) fuggvényt, mely teljesiti az aldbbi egyenleteket:

Tt+s) =T)T(s), t,s>0,
T(0) =1d.

(FE)

1.22. Definicié. A korldtos linedris operatorokbol all6 (1'(t)),, csalddot (egyparaméte-
res) operdtorfélcsoportnak (vagy linearis dinamikai rendszernek) nevezziik az X Banach-
téren, ha (FE) teljesiil rd. Ha (FE) minden ¢, s € R esetén is teljesiil, akkor a (7'(t))

csaladot (egyparaméteres) operdtorcsoportnak nevezzik.

teR

1.23. Definicié. Tetszbleges A € Z(X) és t € R esetén jelolje

1.5 M=
(1.5) e kZ:,; 1

A fenti definici6 értelmes, mert a végtelen sor részletosszegei Cauchy-sorozatot alkot-
nak, tehdt konvergalnak 2 (X)-ben (v.6. az[1.4] Definiciéval).
A kovetkez6 két allitds a matrixokra bizonyitott . és [1.11] Allitasokkal analég
modon igazolhato.
1.24. Allitas. Tetszbleges A € L(X) esetén a
R, >t e e 2(X)
fiigguény folytonos és kielégiti az aldbbiakat
e(t+s)A — etAGSA, t,s > 0’
et =1d.

(FE)

1.25. Allitas. Legyen T(t) := et valamely A € L(X) esetén. Ekkor o T : R, — Z(X)
fiigguény differencidlhato, és kielégiti az alabbi kezdetiérték-problémdt:

4T(t) =AT(t), t=>0,

T(0) =1Id.

(DE)

Megforditva, a fenti fiigguény az egyetlen differencialhaté megolddsa (DE)-nek, és A =
570).
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1.26. Definicié. A (T'(t)),., egyparaméteres operdtorfélesoportot egyenletesen folyto-

nosnak mondunk, ha

Ry 3t—T(t) e Z(X)
folytonos (.Z(X)-ben az operatornormat véve).

A kovetkezd tétel ugyanigy bizonyithatd, mint az Allit4s, kihasznalva, hogy az
invertalhaté operatorok .Z(X)-ben is nyilt halmazt alkotnak.

1.27. Tétel. Az X Banach-téren egyenletesen folytonos (T'(t)),, félcsoport
T(t) = e
alakid valamely A € L (X)) operdtorra.

Az X Banach-téren értelmezett operatorfélcsoportokkal kapcsolatosan most vezes-

siink be egy, a matrixokénal latszolag erésebb stabilitdsfogalmat.

1.28. Definicié. A (T (15))1‘/20 operatorfélcsoportot egyenletesen exponencidlisan stabilnak

mondunk, ha léteznek olyan M > 1, € > 0 szamok, melyekre
1T < Me, t>0,

Az alabbi allitasbol kideriil, hogy az exponencidlis stabilitas fogalma egyenletesen

folytonos operatorfélcsoport esetén megegyezik azzal, amit stabilitasként definialnank.

1.29. Allitas. 4 (T'(t)),50 egyenletesen folytonos operdtorfélcsoport esetén a kivetkezd

allitasok ekvivalensek.
(i) (T(t)),5¢ egyenletesen exponencidlisan stabil;
(i) Timy o0 [ T'(2)]] = O;
(1i7) Jto > 0: || T(to)|| < 1;
(iv) 3ty > 0:r(T(t1)) < 1, ahol r(T(t)) jeloli T(t) spektrilsugardt.
Bizonyitds. (1) = (ii) = (iit) trividlis. (ii7) = (iv) kovetkezik abbdl, hogy
KT () < IT@).
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Masrészt, (iv) = (iii) kovetkezik abbdl, hogy
r(T(t) = Jim [T(0)|F = Jim [T (ke
k—o0 k—o00
(173) = (i) : Legyen || T (to)|| < ¢ < 1 rogzitett pozitiv szdm, és

M = sup [|T(s)l],

s€[0,to]

ami véges, hiszen t — ||T'(t)|| folytonos. Tetszéleges t-t irjunk fel t = k -ty + s, k € N,
s € [0,to) alakban! Ekkor

M M .
7)) < VTG - IThto)] < MIT(00)"] < Mgf = % etk < 2lowa,

ahol&?:—l?—q>0. O
0

A kovetkezd tétel az (e')y>q félcsoport és az A € £(X) operator spektruma, azaz
sajatértékeinek halmaza kézotti kapesolatrol szél. Egy B € Z(X) operétor spektrumét
o(B)-vel jeloljiik.

1.30. Tétel (Spektralleképezés). Legyen (e);>q egyenletesen folytonos operdtorfélcso-
port. Ekkor
o(et) = "W = e X € g(A)}

minden t > 0 esetén.

Bizonyitds. A bizonyitas az aldbbi 6tleten alapul, nem részletezziik. Ha ¢t = 0, akkor az

allitas trivialis. Legyen tehat ¢ > 0. Ekkor

oA _ oA [ = et)\(et(A—Id) . Id) _ et’\(A _ )\) /t eS(A=X) (5.
0

Mivel f(f e*(=Y ds invertalhato, ezért az egyenléségbdl kovetkezik, hogy

et — e Id invertdlhaté <= A — ) invertalhatoé.

1.31. K6vetkezmény. Az[1.29 Allitds (i) — (iv) pontjai ekvivalensek azzal, hogy
(v) Re A < 0 minden A\ € 0(A) esetén.
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1.4. Példak operatorfélcsoportokra

1.4.1. Szorzasfélcsoport a Cy(€)) téren
Legyen 2 C R" esetén
Co(R2) :={f € C(Q):Ve>0esetén {s:|f(s)] > e} kompakt}.

1.32. Definicid. Legyen ¢ : Q2 — C folytonos. Definidlja az M, : Cp(Q2) — Cp(£2) tGn.

szorzdsoperdatort

M,f :=q-
(1.6) of q-f
D(My) :=={f € Co(Q): q-f€Co()}.

Az alpont hatralévd allitdasainak bizonyitasat a fejezet végén feladatként tiizziik ki.
1.33. Allitas. Az @ egyenletben definidlt M, operdtorra az aldbbiak teljesilnek.
(a) (M,, D(M,)) zart, sirin definidlt.

(b) M, pontosan akkor korldtos (vagyis D(M,) = Co(2)), ha q korldtos. Ekkor
[Mql| = llgll = supq(s)].
seN

(c) M,-nak pontosan akkor létezik korldtos inverze, ha q-nak létezik inverze 1/q, vagyis

0 ¢ q(S2). Ekkor
M, = My,

(d) M, spektruma q képhalmazdnak lezdrtja, vagyis

o(Mg) = q().
1.34. Definicié. Legyen ¢ : {2 — C folytonos fliggvény, melyre
sup Reg(s) < oc.
seN
Ekkor definidlja a (7,(t)),5, tn. szorzdsfélcsoportot

(1.7) T,t)f :=¢€"9f, t>0, feCyQ).
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1.35. Allitas. Az félcsoportra az alabbiak teljestilnek.
(a) (Ty(t)),so pontosan akkor egyenletesen folytonos, ha q korldtos.
(b) Minden f € Cy(Q) esetén a
Ry st T,(t)f € Co(2)
leképezés folytonos.

1.36. Allitas. Legyen minden t > 0 esetén m; : Q — C korldtos folytonos figgvény, és
tegyiik fel, hogy

1. a megfelelo
Tt)f :=my- f

szorzasoperdtorok (korldtos operdtorokbol allo) félesoportot alkotnak a Cy(S2) téren,
2. minden f € Cy(Q2) esetén a
Ry 2t—=T(t)f € Co(Q)
leképezés folytonos.
Ekkor létezik olyan q : Q — C folytonos figgvény, amelyre sup,.q Re q(s) < oo, és

my(s) = e s €Q, t>0.

1.4.2. Szorzasfélcsoport az LP(S2) téren

Legyen a kovetkezékben 1 < p < oo, X := LP(Q2), ahol Q@ C R"™ Lebesgue-mérhetd.

Lassuk el X-et a szokasos

I = ([ 176 Pan(s))”

normaval, ahol f € X a megfelel6 ekvivalenciaosztdly egy eleme, p pedig az R™-en
értelmezett Lebesgue-mértéket jeloli.

Legyen ¢ : 0 — C mérhetd. Ekkor g lényeges képhalmaza
Gess(2) ={A € C: p({s € Q:]g(s) — A| <€}) # 0 minden € > 0 esetén} .
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1.37. Definicié. Legyen ¢ : @ — C mérhets. Definidljuk az M, : LP(2) — LP(Q)

szorzasoperdatort a kovetkezokkel:

qu::CI'f

(1.8)
D(M,) = {f € L’(Q) : q - [ € L/(Q)}.

Az alpont hatralévé allitdsainak bizonyitdsat a fejezet végén feladatként tiizziik ki.
1.38. Allitas. Az egyenldséggel definialt M, operdtorra az alabbiak teljestilnek.
(a) (M,, D(M,)) zart, sirin definidlt.

(b) M, pontosan akkor korlatos (vagyis D(M,) = LP(2)), ha q lényegesen korldtos,
Vagyis qess(S2) korldtos. Ekkor

M|l = llglloc = sup{|A] : A € gess(2)}-
(c) M,-nak pontosan akkor létezik korldtos inverze, ha 0 ¢ qess(€2). Ekkor
-1 _
M= M,

ahol r : 2 — C,

r(s) = {I/Q(S)a q(s) # 0;
0, q(s) = 0.

(d) M, spektruma q lényeges képhalmaza, vagyis

0(Mg) = Gess(€2).

Jelolje a tovabbiakban

esssup ¢ := sup A\
AEgess (Q)

1.39. Definicié. Legyen ¢ : {2 — C mérheto fliggvény, amelyre

esssup Req = . Sup(Q) Re )\ < o0.
EQess

Ekkor definidlja a (Ty(t)),s, szorzdsfélcsoportot
(1.9) T,t)f :=¢€"“f, t>0, felLP).
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1.40. Allitas. Az félcsoportra az alabbiak teljestilnek.
(a) (Ty(t)),so pontosan akkor egyenletesen folytonos, ha q lényegesen korldtos.
(b) Minden f € LP(Q2) esetén a
Ry ot—T,(t)f € LP(Q2)
leképezés folytonos.

1.41. Allitas. Legyen minden t > 0 esetén my : Q — C korldtos mérhetd figguény, és
tegyiik fel, hogy

1. a megfeleld
T)f:=my- f

szorzasoperdatorok (korldtos operdtorokbol dllé) félcsoportot alkotnak az LP()) téren,
2. minden f € LP(Q) esetén a
Ry st—=T()f € LP(Q)
leképezés folytonos.
Ekkor létezik olyan q : Q2 — C mérhetd figguény, amelyre esssup Req < oo, és

my(s) = ') majdnem minden s € Q ést > 0 esetén.

1.4.3. Eltolas-félcsoportok
1.42. Definicié. Legyen f: R — C, t > 0. Ekkor
(1.10) (T F)(s) == f(s +1), seR:

(L) f)(s) = f(s 1), seR

Kénnyen meggondolhaté, hogy a (T(t)),5q és (T5(t)),, operdtorcsaladok kielégitik
(FE)-t.

1.43. Jelolés. Jelolje a tovabbiakban I C R tetszéleges intervallum esetén (a példainkban
I =R, R, vagy [a,0])
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o L°°(I) az I-n m.m. értelmezett értelmezett korlatos, mérheté fiiggvények (ill. azok

ekvivalenciaosztélyainak) terét;

o Cy(I) az I-n korlatos, folytonos fiiggvények terét;

o Cy(I) az I-n korlatos, egyenletesen folytonos fiiggvények terét;

o Cy(I) az I-n folytonos, végtelenben eltiing figgvények terét;

o (9 (R) az R-en folytonos, 2m-nként periodikus fiiggvények terét, ellitva a || - ||
supremum-normaval,

tovabba 1 < p < oo esetén

o LP(I) az I-n m.m. értelmezett olyan fiiggvényeket (illetve azok ekvivalencia-oszté-
lyait), melyek p-edik abszolut hatvanyanak integrdlja véges, elldtva a szokdsos p-

normaval.

1.44. Allitas. Legyen I := R. Ekkor T,(t) operdtorok izometridk a fenti terek mindegyi-
kén, inverziik T,(t). Igy a (To(t)),cp (vagy (T1(t)),cr) operdtorcsaldd egyparaméteres tin.

eltolascsoportot alkot a fenti terek mindegyikén.

1.45. Allitas. Legyen I = R. Ekkor a (Ty(t)),ep eltoldscsoport nem egyenletesen folyto-

nos egyetlen fenti téren sem. Tovdbbd
R>t— Ty(t)f € L*(R)
csak akkor folytonos, ha f € Cy,(R).

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a t — Ty(t) nem normafolytonos ¢ = 0-ban a fenti
tereken. Legyen h > 0 tetszOleges. Ekkor konstrudlhaté olyan f, fliggvény a fenti terek

mindegyikében (gondoljunk ,csticsos” folytonos fliggvényekre), amelyre
ITe(h) fn = Te(O) full = sup [ fuls + ) = fu(s)] = 1,
se

tehat ||Tg(h) — Tg(O)H - 0, h — 0.
A maésodik éllitas kovetkezik abbdl, hogy tetszbleges h > 0, f € L>®(R) esetén
ITe(t+h)f=T@)fIl = Sup |f(t+s4h) = f(t+s)]
=sup|f(s+h)— f(s)] >0, h—=0

seR
pontosan akkor teljestl, ha f € Cy,(R). ]
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1.46. Definicié. Legyen I = R,. Ekkor a baleltolds-operdatort ugyanugy definialjuk
az |1.43] Jelolésben bevezetett tereken, mint az (1.10) egyenletben. A jobbeltolds legyen
a folytonos fiiggvények terein

f(s—=1), s—t>0;

(T2 () f) (s) =

f(O)’ s—1< Oa
LP(R,)-on pedig

f(s—t), s—t=>0;

(T-()f) (s) =
0, s—t<0.

Természetesen az Allitas érvényben marad I = R, esetén is.

1.47. Definicié. Legyen I = [a,b]. Ekkor a baleltolds-operétor a folytonos fiiggvények

terein
(Tt f) (s) = AT E T s TESD,
f),  s+t>b,
LP[a, b]-n pedig
(Tu(t)f) (s) == fls+1), s+t<b

0, s+t>0b.

1.48. Definici6. Egy (1'(t)),-, félesoportot nilpotensnek hivunk, ha létezik olyan ¢y > 0,

amelyre T'(ty) = 0. Ekkor természetesen minden ¢ > ¢ esetén is T'(t) = 0.

1.49. Allitas. A baleltolds-félcsoport (Ti(t)) >0 milpotens LP[a,b]-n, azaz

hat>b—a.

1.5. Eroésen folytonos operatorfélcsoportok

Amint az el6z6 fejezet példaibdl lathattuk, sok esetben a leggyakrabban el6fordu-
16, fiiggvénytereken haté operdtorfélcsoportok nem egyenletesen folytonosak. Az [1.35] és
az . Allitasok (b) pontjaban szerepld, tn. erés folytonossag azonban olyan tulajdon-

sag, mely a legtobb példaban szerepl6 félcsoportra teljestl.
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1.50. Definicié. Legyen X Banach-tér. Az X-en értelmezett, korlatos linedris opera-
torokbdl &ll6 (T'(t)),, operdtorcsalddot (egyparaméteres) erésen folytonos félcsoportnak

vagy Cy-félcsoportnak nevezziik, ha kielégiti az

T(t+s) =TET(s), ts>0;

(FE)
T0) =Id

fiiggvényegyenletet, tovabba a
(EF) Goit o &) = T(H)a

palyaleképezések (ezeket idénként pdlyanak is fogjuk hivni) folytonosak R-on minden

r € X esetén.

Ha az (FE) és (EF) tulajdonsidgok R-en is teljesiilnek minden ¢, s € R esetén, akkor
az operatorcsaladot (egyparaméteres) erésen folytonos csoportnak nevezziik, és jeldljik
mint (7'(t)),cg-

Ezen erésen folytonos (fél)csoportok lesznek jelen jegyzet fGszerepléi.

1.5.1. Alapvet6 tulajdonsagok

Els6ként azt vizsgaljuk meg, hogy az erés folytonossag (EF) tulajdonsdgat hogyan

lehet konnyen igazolni konkrét operatorcsaladok esetén.

1.51. Lemma. Legyen X Banach-tér, F: K — £(X) figgvény, ahol K C R kompakt

halmaz. Ekkor az aldabbi dllitasok ekvivalensek.

(i) Minden x € X esetén a K 5t F(t)r € X leképezés folytonos (vagyis F' erdsen
folytonos);

(i) F egyenletesen korldtos K-n, és a K >t F(t)x € X leképezés folytonos minden

x € D esetén, ahol D C X stri részhalmaz.

Bizonyitds. (i) = (it) : Kovetkezik abbol, hogy az (F(t)),., fliggvénycsalad pontonként
korlatos az X Banach-téren (hiszen kompakt halmaz folytonos képe korlatos), majd
alkalmazzuk az egyenletes korlatossag tételét. A D altér pedig valaszthatéo D := X-nek.
(17) = (i) : Legyen |F(s)|]| < M, s € K. Legyen x € X, t € R, rogzitett. Megmutatjuk,
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hogy K 3 s+ F(s)xr € X leképezés folytonos t-ben. Ehhez vegytink egy ¢ > 0 szamot.
Azt kell igazolni, hogy 1étezik olyan § > 0, hogy ha s € K, |s — t| < §, akkor

|F(s)z — F(t)z|| < e.

A D halmaz siirtisége miatt létezik olyan d. , =: d € D melyre

19
—d|| < —.
e = dll < 5+

A (i7) tulajdonsag miatt d-hez és e-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha s € K, |s — t| < ¢,
akkor
€
|F(s)d — F(t)d| < 3

Legyen s € K, |s — t| < §. Ekkor
[F(s)x — F(t)z|| < [|[F(s)x — F(s)d|| + [|[F(s)d = F(t)d[| + [|F(t)d — F(t)x]|

< [FG) - Nz =dl +[[E(s)d = F@)d]| + [F@)] - [l —d]
<M-efsm+efs+M-<fsm=ce.

]

Ezen lemma segitségével belathatd, hogy az (EF) tulajdonsidg mar jéval gyengébb
feltételekbdl is kovetkezik.

1.52. Allitas. Legyen (T'(t)) ;>0 félcsoport az X Banach-téren. Ekkor az alabbi dllitdsok

ekvivalensek.
(i) (T'(t))ysq erdsen folytonos;
(11) limy o T'(t)x = x minden x© € X esetén;
(iii) Léteznek 6 > 0, M > 1 szdmok, és D C X siri részhalmaz, melyekre

(a) |T(t)|| < M minden t € [0,0];

(b) lti&)l T(t)x = x minden v € D esetén.
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Bizonyitds. (i) = (iii)(b) : konnyen ldthato.
(1) = (dii)(a) : Indirekt, tegyiik fel, hogy létezik olyan (d,) C Ry, §, — 0 sorozat,
amelyre ||T(6,)|] — oo. Az egyenletes korlatossag tétele miatt ekkor létezik z € X,
melyre ||7°(0,,)x| normak nem korlatosak, ami ellentmond az erds folytonossdgnak.
(i7) = (ii) : Legyen (t,) C Ry, t, — 0 tetszOleges sorozat. A (iii) tulajdonsdg miatt
x € D esetén T(t,)r — x, tovdbbd van olyan N € N, hogy n > N-re [|[T(t,)| < M.
Legyen

K :={t, :n>N}U{0}.

Ekkor K kompakt halmaz R-ben, T': K — Z(X) korldtos és D-n erésen folytonos.
Ekkor az [l.51] Lemma miatt X-en is erésen folytonos. Mivel a (¢,) sorzat tetsz6leges
volt, (i1) teljestl.

(17) = (i) : Legyen ty > 0, z € X tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy ¢ — T'(t)z folytonos
to-ban. Ehhez legyen eldszor h > 0. Ekkor (FE) és (i7) miatt

1T (to + h)z — T(to)=|| < [[T(to)|l - IT(h)x — x| = 0,

ha h | 0.
Legyen most h < 0. Ekkor szintén az (FE) egyenletbdl ad6dik, hogy

1T (to + h)x = T(to)z|| < [[T(to + h)| - [z = T(=h)x]|

A (i) miatt a 2. tényez6 0-hoz tart, ha h 1 0. Legyen 0 < § < t( tetszéleges, h € [—0,0].
Ekkor
[T'(to + h)[| < [|T'(to — O)|| - 1T°(6 + R,

és 6+ h el0,9]. Itt a
{ITG+m), hel-50]}

halmaz korlatos, ami ugyanugy lathat6, mint (i) = (i4i)(a) (ott is csak a 0-ban valé erds

folytonossagot hasznaltuk). Tehat a
{IT(t+ B, hel-50]}

halmaz korlatos, igy
IT(to + h)x — T(to)x|| — 0, h10.
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Az . Allitas segitségével gyakran bizonyithatjuk egy adott félesoport erés folyto-
nossagat, mivel sok esetben T'(t) egyenletes korlatossaga egy [0, §] intervallumon kénnyen
igazolhato, valamint &, folytonos, ha z egy ,szép” stirti részhalmazbdl valé.

Az [1.5]] Lemm&bol kovetkezik a félcsoportok aldbbi hasznos tulajdonsdga is.

1.53. Kovetkezmény. Ha (T'(1)),5, erdsen folytonos félcsoport az X Banach-téren,

akkor tetszéleges [a,b] C Ry kompakt intervallum esetén a
{T(t):t € [a,0]} C 2(X)
halmaz egyenletesen (normdban) korldtos.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy erdsen folytonos félesoport exponencialisan korlatos

R+—On.

1.54. Allitas. Legyen (T'(t)),>o erdsen folytonos félcsoport. Ekkor léteznek w € R és
M > 1 konstansok, melyekre

(1.11) 1T < M-e*, t>0.
Bizonyitas. Legyen M > 1 definidlva mint

M = sup |T(5)].
s€[0,1]

Ez véges az m Kovetkezmény miatt. Legyen t > 0 tetszéleges. Irjuk fel t-t t = n + s
alakban, ahol n € N, s € [0,1). Ekkor

[T@| = [[T(n+s)| < (TS| - T W) < [[T(s)] - 1T (D"
< M- enlnHT(l)H < M- enlnM <M- etw7
ahol w :=In M. O

A fenti tulajdonsagti w-k infimuma fontos szerepet fog jatszani a félcsoportok vizs-

galataban.
1.55. Definicié. Legyen T := (T'(t)),, er6sen folytonos félcsoport. Definidlja
(1.12)  wo = wp(T) := inf {w € R:3I M, > 1, melyre | T(t)|| < M, -e*", t > O} < 00

a (T(t)),»o novekedési korlatjdt vagy tipusdt. A félesoportot korldtosnak mondjuk, ha
w = 0 valaszthato, és kontraktivnak, ha w = 0, My = 1 valaszthaté. A félcsoport

izometrikus, ha ||T(t)z| = ||z|| minden ¢t > 0, x € X esetén.
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Az alabbiakban latni fogjuk, hogy
1. wy = —oo eléfordulhat;
2. az infimum az definicioban nem feltétleniil vétetik fel;
3. M > 1 sziikséges lehet.
1.56. Példa.

1. Ha (T(t)),s, nilpotens (pl. a baleltolds L'[0, 1]-en), akkor wy = —oo.

A:_(g )

Az[1.8 2. Példa alapjan az A altal generalt félcsoport, T'(t) = et/

T(t) = (é i)

alaki. Konnyen lathaté, hogy wy = 0, azonban lim;_,« [|T(t)|| = oo, tehat a félcso-

2. Legyen

port nem korlatos.

3. Legyen X := L'(R), és definidljuk az eltolas-félcsoportot ,ugrdssal” az alabbi mo-
don
2f(s+1), sel-t,0],

f(s+1t),  egyébként.

(T(£)f)(s) :=

Ekkor kénnyen ldthatd, hogy (T'(t)),s, erésen folytonos félesoport, ||T'(t)|| = 2, ha
t > 0, hiszen

IT@)x.41 = 2lxp4ll-

Tehat a félcsoport korlatos, de barmilyen nagy w-hez M,, > 1 valasztandé.

1.5.2. Standard konstrukciok

Az aldbbiakban (T'(t)),, egy erésen folytonos félcsoportot jell az X Banach-téren.

A konstrualt félcsoportok tulajdonsagai konnyen meggondolhatdk, az olvasora bizzuk.
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Hasonl6 félcsoportok: Legyen Y egy Banach-tér, V : Y — X izomorfizmus. Ekkor
St):=VITHV, t>0

a (T'(t)),>o-hez hasonlo, er6sen folytonos félcsoport az Y téren.

Atskalazott félcsoportok: Legyen € C, a > 0, az (S(t)),s¢ dtskdldzott félesoport
S(t) :=e"T(at), t>0.
Ha p = —wp (vagy p < —wp) és a = 1, akkor az 1j félcsoport novekedési korlatja 0 (vagy
kisebb, mint 0).
Megszoritott félcsoportok: Ha Y C X zért altér, melyre T(¢t)Y C Y, ¢t > 0, azaz

Y (T(t)),»o-invaridns, akkor

T(t) :=T(t),, t>0

Iy
az (altérre) megszoritott félcsoport Y -on.
Héanyados (kvéciens) félcsoportok: Legyen Y C X zart (1'(t)),,-invarians altér.

Tekintsitk az X, := X/y hanyados (vagy kvéciens) teret a kanonikus ¢ : X — X,

kvéciens-leképezéssel. A hanyados-operatorok
T(t)(q(x)) =q(T(t)x), 2€X,t>0

erésen folytonos félcsoportot alkotnak az X, téren, melyet (T(t) />t>0 hanyados (kvoci-

ens) félcsoportnak neveziink.

Adjungalt félcsoportok: Legyen X := H Hilbert-tér. Ekkor a félcsoport operato-

rainak adjungdltjaibdl all6 (177(t)), is erésen folytonos félcsoport H-n.

Szorzat félcsoportok: Legyen (S(f)),5, egy mésik félesoport, ami kommutal a

(T'(t)) >, félesoporttal, vagyis



Ekkor az
Ut):=T(t)S(t), t>0

operdtorok erésen folytonos félcsoportot alkotnak, melyet (T'(t)),5o és (S(t)),s, szorzat

félesoportjanak neveziink.

30



1.6. Feladatok

1.1. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi 2 x 2-es A matrixok esetén e

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Bizonyitsuk be az . Allitast!
Bizonyitsuk be az . Allitast!
Bizonyitsuk be az[1.36] Allit4st!
Bizonyitsuk be az[1.38] Allit4st!
Bizonyitsuk be az . Allitast!

Bizonyitsuk be az [1.41] Allit4st!
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2. fejezet

Félcsoportok, generatorok,

rezolvensek

Az egyenletesen folytonos félcsoportokndl lattuk, hogy mindig létezik egy A € Z(X)
operator, melyre
T(t) =e", t>0.

Erdsen folytonos félcsoportok esetén is tudunk definidlni egy A operdtort, amely valami-
lyen modon a fenti analégja, és amelyet a félcsoport generatoranak fogunk nevezni. Ez
linedris, de altalaban nem korlétos operator, mely az X tér egy D(A) siirli részhalmazan
van definialva. Hogy a félcsoportot visszakapjuk a generatorabol, sziikségiink lesz az tn.

rezolvensoperatorra, melyet
R\ A) =\ —A) e Z2(X)

definial megfelel6 A\ € C komplex szamok esetén.

2.1. Félcsoport generatora és annak rezolvense

Egyenletesen folytonos félcsoportok esetén lattuk, hogy a ¢t — T'(t) leképezés diffe-
rencidlhaté is, és a t = 0 pontbeli jobb oldali derivilt az az A € Z(X) operator, melyre

T(t) = e'A. Erésen folytonos félcsoportok esetén — altaldban — legfeljebb a

&t TH)re X
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palyak differencialhatésagaban reménykedhetiink.

2.1. Példa. Az [1.45 Allitdsban l4ttuk, hogy az eltoldscsoport R-en nem egyenletesen

folytonos egyik felsorolt téren sem. Igy nyilvdn nem is lehet norméban differenciglhaté.

2.2. Lemma. Legyen (T(t)),s, erdsen folytonos félcsoport, x € X. Ekkor a &, pdlydra

az alabbiak ekvivalensek.
(i) & differencidlhato R -on;
(ii) & jobbrol differencidlhats t = 0-ban.

Bizonyitds. (i) = (ii) : azonnal adédik.
(1) = (i) : Legyen t > 0 adva. Ekkor az (FE) egyenlet és a T'(t) operator korlatossaga

miatt
lim ;(T@ +h)z — T(t)x) = T(t) lim ;L(T(h)x ~ 1)
= 7(1)56.00)

tehat &, jobbrdl differencialhaté R, -on. A balrél valo differencialhatésaghoz legyen most
t>0és —t < h <0 rogzitve. Ekkor

;L(T(t +h)x — T(t)x) - T(t)stfz(o) = T(t+ h)(}ll (z — T(—=h)z) — (igx(o))
+ (T + 1) 5&(0) ~ T 560).

Ha h 1 0, akkor a jobb oldal elsé tagja 0-hoz tart, mivel a ||T'(t + h)|| normék korlatosak,
és a (i1) tulajdonsdgot feltettitk. A 2. tag pedig a félcsoport erés folytonossdga miatt tart
0-hoz. Tehat, &, balrdl is differencialhato, és

d

&) = T()H60), 120

(2.1) -

O

2.3. Definicié. Legyen (T'(t)),5, er6sen folytonos félcsoport az X Banach-téren. A
(T'(t)) ;>0 generdtora az az A : D(A) C X — X operator, melyre

. d . T(h)r—x
(2.2) Az = afm(()) = l}ggl —
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minden z-re a D(A)-b6l, ahol
(2.3) D(A) = {z € X : &, differencidlhatd} .
Id6nként hangsilyozzuk, mi az A operator értelmezési tartomanya, és jeloljik: (A, D(A)).

A .2l Lemma alapjan

(2.4) D(A):{meX:Ell}EgW}.

2.4. Lemma. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora. Ekkor

az aldbbiak teljestilnek.
(a) A: D(A) C X — X linedris operdtor.

(b) Ha x € D(A), akkor T(t)x € D(A) (vagyis D(A) T'(t)-invaridins), tovabbd

(2.5) iﬂm = T(t)Ax = AT(t)z, t>0.

(¢) Mindent >0, xv € X esetén

/ "T(s)rds € D(A).

(d) Mindent > 0 esetén

¢
(2.6) Ttr —x= A/ T(s)xds, hazeX,
0
¢
(2.7) = / T(s)Axds, hax e D(A).
0
Bizonyitas.

(a) Mivel A linedris operatorok Osszegének hatéartéke, ezért nyilvan linedris.

(b) Legyen x € D(A) tetsz6leges. Ekkor

1 . T(hx—=x
1}58 7 (T(t+h)x —T(t)x) =T(t) 115{)1 — = T(t)Ax.
Az (FE) tulajdonsidg miatt a fenti limesz azonos az alabbival
1
1}5161 7 (T(h)T(t)x —T(t)x),

és mivel ez létezik, T'(t)x € D(A) és AT (t)x = T'(t)Ax.
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(c) és

(d) Legyen x € X, t > 0 tetsz6leges. Ekkor
1 t t
— (T(h)/ T(s)xds—/ T(s)xds)
h 0 0
1 ft
h/ s—l—h)q:ds—ﬁ/T( )z ds
t+h
h/ s)xds — —/ s)xds

t+h -
h/ xds—ﬁ/o (s)xds,

ez pedig tart T'(t)z — 2-hez, ha h | 0, ami igy egyenlé A [j T(s)z ds-sel. Tehat (c) és
(2.6)) fenndll. Ha x € D(A), akkor az
T(h)z —
h
figgvények [0,t]-n egyenletesen tartanak az s — T'(s)Ax fuggvényhez, ha h | 0,

mivel az|1.53] Kovetkezmény szerint a T'(s) operatorok egyenletesen korlatosak [0, t]-
n. Ezért

s+ T(s)

.1
l}ggl 7 (T'(h) — Id)/ s)xds = hm/ —1Id)zds
= / s)Az ds,

tehat (2.7) teljestl. ]

2.5. Definicié. Legyen A : D(A) C X — X linedris operator. Azt mondjuk, hogy A
zart, ha az aldbbi (ekvivalens) feltételek valamelyike teljestil ra:

(i) Ha egy (z,)nen C D(A) sorozatra lim, .oz, = € X és lim, ,oo Az, =y € X
léteznek, akkor z € D(A) és Az = y;

(i) A
G(A) ={(z,Az) :x e D(A)} C X x X

graf zart halmaz;
(iii) Az X{* := (D(A),|| - ||4) tér Banach-tér, ahol
2]l = [l + Azl = € D(A).
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Ha A korlatos, akkor természetesen A zart is. A forditott iranyu allitas nem igaz, ezt

mutatja az aldbbi példa.

2.6. Példa. Legyen X := (0, 1], elldtva a szokdsos maximum-norméval. Definidlja az
A:D(A) C X — X operatort

Af=f, feD(A)={feC0,1]: f €Cl0,1]}=C"0,1]
Alim, o frn = f € X és lim,,_,oo Af, = g € X feltételek azt jelentik, hogy

fo= £, fl—= g

Analizis éran lattuk, hogy ekkor f is differencialhaté és f' = g € C[0, 1], tehat f € D(A)
és Af = g. Igy (A, D(A)) zért.
Maésrészt, A nem korldtos, hiszen tudunk mutatni olyan (f,) C D(A) sorozatot, melyre

I full = 1, de || /|| — oo. Ilyen példaul az f,(z) = 2", n € N sorozat.

Az el6bbi példaban még az is igaz, hogy D(A) siirli X-ben. Most igazoljuk, hogy egy

félcsoport generatora is ilyen tulajdonsagu.

2.7. Tétel. Eqy erdsen folytonos félcsoport generdtora zdrt és sirin definidlt linedris

operdtor, amely egyértelmiien meghatdrozza a félcsoportot.

Bizonyitds. Legyen (T'(t)),, erésen folytonos félcsoport az X Banach-téren. Ahogy lat-
tuk, az (A, D(A)) generator linedris operator. A zartsag igazolasahoz legyen (x,,)nen C
D(A) sorozat, melyre x,, — x, Az, — y. A (2.7) egyenldség szerint

t
Tz, —x, = / T(s)Az, ds
0

minden ¢ > 0 esetén. Mivel a (T'(-)Axy), oy fliggvénysorozat egyenletesen tart [0,]-n
T(-)y-hoz, ezért

T(t)x —x = /Ot T(s)yds.

Szorozzuk meg mindkét oldalt 1/i-vel, és tartsunk t-vel jobbrol 0-hoz. Ebbél

Az =T(0)y =y,
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igy A zartsaga kovetkezik.
Legyen z € X tetszbleges. A . Lemma (c) pontja alapjan /¢ [ T(s)zds € D(A)

minden t-re. A félcsoport erds folytonossaga miatt

lim1 tT(s)x ds =x

tl0 t Jo
teljesiil, igy D(A) stirti X-ben.
Végiil, legyen (S(t)),», egy masik erdsen folytonos félcsoport X-en, melynek ugyanigy
(A,D(A)) a generéto;a. Tetszbleges v € D(A), t > 0 esetén tekintsiik a

s> 1n(s) =Tt —s5)S(s)r, 0<s<t
leképezést. Ennek differenciahanyadosa
1 1
5 (s +h) = na(s)) = T(t = s = h)7 (S(s + h)a — S(s)x)
_ b
—h

Legyen most h | 0. Ekkor a 2. tag limesze AT'(t — s)S(s)x. Megmutatjuk,hogy az 1. tag
limesze T'(t — s)AS(s)x. Ezt igazolandé legyen h € (0, 1], ekkor

(T(t—s—h)—T(t—s))S(s)z

(
IT(t — s = h)Ln(S(s + h)x — S(s)x) — T(t — s)AS(s)x
<||T(t = s = h)(Yn(S(s + h)z — S(s)z) — AS(s)x)|
+ | (T(t—s—h)=T(t—s)) AS(s)z]||.
Az [1.53] Kovetkezmény szerint létezik olyan M > 0 szdm, hogy ||T(t —s — h)|| < M, ha
h € (0,1]. Ezért
IT(t—s— h)l/h(S(S + h)x — S(s)a:) —T(t—s)AS(s)z||
< M[[Ya(S(s + h)a — S(s)x) — AS(s)z|| + | (T(t — s — h) = T(t — 5)) AS(s)x]| =0,
ha h | 0. A egyenloség miatt tehat

d
£n$(s) =0, s€]l0,t],

gy
T(t)z = n:(0) = 1:(t) = S(t)x,
ha x € D(A). Mivel D(A) stirti és t > 0 tetszéleges volt, ezért T'(t) = S(t), t > 0.
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2.8. Tétel (Zart graf). Legyen A : D(A) C X — X zdrt operdtor. Ekkor az aldbbiak

ekvivalensek.
(i) (A, D(A)) korldtos operator, azaz létezik M > 0, melyre ||Az|| < M||z||, x € D(A);
(ii) D(A) zdrt X -ben.

Bizonyitds. (i) = (ii) : Legyen (z,,) C D(A), x, — z sorozat. Ekkor (z,) Cauchy-sorozat
D(A)-ban, és (i) miatt

Az, — Az || < ||A]l - |z — || = 0, n,m — oc.

Tehét (Ax,) is Cauchy-sorzat, igy konvergens is. Legyen y = lim,,_,o, Az,. Mivel A zart,
az eddigiekbél kévetkezik, hogy x € D(A) (és y = Ax). Tehat D(A) zart.
(i4) = (7) : mély, nem bizonyitjuk. O

Mivel egy (A, D(A)) generator mindig stiriin definialt, ezért a Zartgraf-tétel (i7)
feltétele esetiinkben azt jelenti, hogy D(A) = X. Ennek segitségével lathat6 be az alabbi

kovetkezmény.

2.9. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) a (T(t)),, erdsen folytonos félcsoport generd-

tora. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
(i) Az A generdtor korldtos, azaz létezik M > 0, melyre ||Azx|| < M||z||, = € D(A);
(it) D(A) = X;

(iii) D(A) zdrt X -ben;

(i) A (T(t)),s¢ félesoport egyenletesen folytonos.

Ha a fentiek kozul barmelyik teljesiil, akkor

T(t)=e=3 ——, t>0.
= Kkl

Bizonyitds. Az (i) < (ii) < (i11) ekvivalencidk a 2.7 és a 2.8 Tételekbdl adodnak. Az
(i) < (iv), valamint a félcsoport elééllitdsa pedig kovetkezik abbdl, hogy az [1.27 Tétel
alapjan egy egyenletesen folytonos félesoport T'(t) = e!f alakii valamely B € Z(X)
operatorra. A generator definici6jabdl adédik, hogy ebben az esetben A = B. n
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2.10. Definicié. Legyen A : D(A) € X — X linedris operator. A D C D(A) altér A

lényeges része (angolul: core), ha siiri D(A)-ban a || - ||4 norméra nézve.

2.11. Allitas. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),>o erdsen folytonos félcsoport generdtora. Le-
gyen D C D(A) || - ||-stird X -ben és T(t)-invaridns. Ekkor D az A lényeges része.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk, a fenti technikakkal kijon. O]

2.12. Allitas. Legyen (A, D(A)) a (T(t)),., erdsen folytonos félesoport generdtora. Ek-
kor )
D(A®) := (] D(A™)
neN
az A lényeges része (itt D(A™) = {x € D(A" ') : A" 'z € D(A)}).

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk, az el6z6 allitassal igazolhato. O

Az alabbiakban bevezetjiik a generator rezolvensének fogalmat. Ehhez sziikségiink

lesz némi spektralelméletre.

2.13. Definicié. Legyen (A, D(A)) zart operator. Ekkor A rezolvenshalmaza
(2.8) p(A) :={X € C: X\ — A bijektiv}.

Legyen A spektruma

(2.9) o(A) :=C\ p(A) = {X € C: A — A nem bijektiv}.
Az A rezolvense a A € p(A) pontban

(2.10) R(A\A) = (N — AL

2.14. Allitas. Legyen (A, D(A)) zdrt operdgtor. Ekkor

(a) p(A) nyilt halmaz C-ben. Kévetkezésképpen, o(A) zdrt.

(b) R(\, A) korldatos operdtor minden X € p(A) esetén.

Bizonyitas.

(a) KésSbb, 1d. a2.19] Kovetkezmény bizonyitdsét.
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(b) A feltételbdl kovetkezik, hogy A — A is zart, tovabbé zart operator inverze is zart.
Mivel A € p(A) esetén A — A szurjektiv is, igy R(\, A) az egész X-en van értelmezve,
és a 2.8 Tétel miatt korldtos is. O

Most igazolunk két, a (2.6) és a (2.7) egyenletekhez hasonlé egyenlGséget, amelyek

sok fontos késobbi allitasunk bizonyitasanak alapjat fogjak képezni.

2.15. Allitas. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),5¢ erdsen folytonos félcsoport generdtora. Le-
gyen A € C, t > 0 tetszoleges. Ekkor

(2.11) e M () —x=(A—N\) /Ot e MT(s)xds, haz € X,
(2.12) -/ "¢ MT(s)(A— Az ds, haxe D(A).

Bizonyitds. Legyen
S(t) :==e MI(t), t>0

atskalazott félcsoport. Konnyen lathatd, hogy a generdatora B = A — A\, D(B) = D(A).
Alkalmazzuk a . Lemma (d) pontjat az (S(t)),s, félcsoportra. O

2.16. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy ha az (A, D(A)) operator zart, B € Z(X)
korlatos, akkor (A+B, D(A)) is zart. Ha azonban csak annyit tesziink fel, hogy (B, D(B))
zart, akkor (A + B, D(A) N D(B)) nem feltétlentl zart. Keresstink ilyen péld4t!

2.17. Tétel. Legyen (T(t))tzo erosen folytonos félcsoport az X Banach-téren, és legyenek
w € R, M > 1 olyan konstansok, melyekre

IT@) < Me, ¢ >0,
ld. az|1.5. Allitdst. Ekkor a félcsoport (A, D(A)) generdtordra az aldbbiak teljesiilnek.

(a) Ha X\ € C olyan, hogy R(\)x = [;° e T (s)x ds létezik minden v € X esetén, akkor
A€ p(A) és R(\) = R(\A).

(b) Ha Re X > w, akkor X\ € p(A) és a rezolvens az (a) pont alatti integrdl alaki.

(¢) Minden Re A > w esetén teljesiil az aldbbi becslés:

M

MA| < =————.
IR A < oy —
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2.18. Megjegyzés. A fenti [2.17| Tétel (a) pontjaban szerepld integralalak természetesen

mint improprius Riemann-integral értendd, vagyis a feltételek teljesiilése esetén

t
RO\ Az = lim [ e ™T(s)zds, z€X.

t—o0 Jo

A tovabbiakban ezt roviden igy fogjuk jelolni:

(2.13) R(Aﬂ4)::%foe‘“715)d&

e s e s

transzformaltja).
Bizonyitas. ([2.17, Tételé)

(a) Atskéldzas utén feltehetjiik, hogy A = 0. Legyen x € X tetszéleges. Ekkor barmely
h > 0 esetén

ZW%_MRmnzjwi_mAwT@xﬁ
:;L/OOOT(S—Fh)de—flL/OOOT(s)de
1 foo 1 oo
:E/h T(s)wds—ﬁ/o T(s)xds
1 rh
== ) T(s)xds

Ha h | 0, akkor a kapott kifejezés —a-hez tart. Igy ran R(0) ¢ D(A) és AR(0) =
—Id . Maésrészt, ha x € D(A), akkor

t

lim [ T(s)zds = R(0)z,

t—oo Jo

és a Lemma (d) pontja alapjan

t

t
lim A [ T(s)zds = lim | T(s)Axrds = R(0)Ax.

t—o00 0 t—o0 Jo

Mivel A zart és [; T(s)xds € D(A) minden t-re, az el6bbiek alapjan AR(0)r =
R(0)Az = —z. Tehat R(0) = (—A)~! kovetkezik.

(b) és
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(c) Kovetkezik (a)-bol és az alabbi becslésbhdl

t
< (M/ o(w—ReN)s ds> Al
0

Ha Re A > w, akkor a jobb oldal els6 tényezéje tart M/(Rex —w)-hez, t — oo esetén.
O

¢
/ e MT(s)xds
0

2.19. Kovetkezmény. Legyen (T'(t)),>, erdsen folytonos félcsoport az X Banach-téren,
ésw e R, M >1 olyan konstansok, melyekre

I < Me™, >0,

Legyen A € C, melyre Re XA > w és legyen n € N. Ekkor a félcsoport generdtorinak

rezolvensére
(2.14) RO, Az — E;l_)nl; . dciln_llR()\,A)x
(2.15) - (n_ll)! /0 T e () ds
minden v € X esetén. Tovdbbd

M
(2.16) [R(A, A)"|| < Red—a)

Bizonyitas. Legyen pu € C olyan szam, melyre |A — p| < /IR, 4)|. Megmutatjuk, hogy
p € p(A) és

(2.17) Rl A) = 3200 — p)" RO, Ay,

n=0

amibél a (2.14)) allitas kovetkezik. frjuk fel
pu—A=A—A+p—A=[Id—A—pn)RANA)](A—A).

Mivel A € p(A), ezért ez az operator pontosan akkor bijektiv, ha Id —(A — u)R(\, A)
invertalhaté. Ez teljesiil, ha |\ — u| < 1/||R(A, 4)||. Ebbél

R(u. A) = RO, A) [ =(3 = @) RO A = (0= ) RO A+

n=0
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A [2.17 Tétel (a) pontjat felhaszndlva Re A > w esetén minden x € X-re

d —As
RO\ A dA/ T(s)z ds

= —/ ’\ST )z ds.

Indukciéval kapjuk a (2.15)) egyenldséget.
Végiil a (2.16]) becslést a kovetkezSképpen kaphatjuk:

n 1 > n—1_—2As
IR\, A)z|| = (71—1)'“/0 1o M () ds
M e
< (n1)|/ Sn—le(w—Re)\)s ds - ”xH
i o
=M e
(Re X — w)” v

]

2.20. Megjegyzés. A fenti[2.19, Kévetkezmény bizonyitdsanak els6 részében azt is belat-
tuk, hogy egy zért operdtor rezolvenshalmaza nyilt, vagyis igazoltuk a [2.14] Allités (a)
pontjat.

A 2.17] Tétel (b) pontjabdl kovetkezik, hogy egy félesoport generdtordnak spektruma
mindig egy félsikban fekszik. Az alabbi alakban definidlt szam a legkisebb ilyen félsikot

karakterizalja.

2.21. Definicio. Tetszoleges A linedris operator esetén legyen A spektrdlkorldtja
s(A) :==sup{ReX: A € o(A)}.

A Tétel (b) pontjabol azonnal adédik a félcsoport novekedési korlatja (1.12) és

generatoranak spektralkorlatja kozti relacio.

2.22. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),s, erdsen folytonos félcsoport gene-
rdatora. Fkkor
—00 < $(A) < wp < F00.

Az alfejezet Osszefoglalasaképpen alljon itt a kovetkezd diagram.
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e~ MT(t) dt, Re A > wy

=2
>
&
Il
o3

> (R(A, A))xep(a)

2.1. abra. Félcsoport, generdtor, rezolvens

2.2. Példak ,ujratsltve”

2.2.1. Standard konstrukciok

Az [1.5.2] alpont példai esetében karakterizaljuk a félcsoportok generatorat és annak
rezolvensét, a bizonyitdsokat az olvaséra bizva. Legyen (T'(t)),, erésen folytonos félcso-

port az X Banach-téren, melynek generdtora (A, D(A)).

Hasonlé félcsoportok: Legyen Y egy Banach-tér, V : Y — X izomorfizmus. Ekkor
az S(t) := V1T (t)V, t > 0 hasonlé félcsoport generdtora

B:=V~'AV, D(B)={ycY:Vyec DA}
Koénnyen lathat6, hogy o(A) = o(B), tovdabba
RO\ B) = VIR AV, A € p(A).

Atskalazott félcsoportok: Legyen p € C, a > 0, az S(t) := e*T(at), t > 0

atskalazott félcsoport generatora
B=aA+uld, D(B)= D(A).

Konnyen lathato, hogy o(B) = ao(A) + u, tovabba

R\, B) = R(AQMA>, X € p(B).
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Ezek alapjan konnyen valthatunk az eredeti és az atskalazott félcsoport kozott.

Megszoritott félcsoportok: Legyen Y C X zart altér, mely (7°(t)),,-invaridns, és
T(1), = T(1)
tora Y-on az az (A}, D(A|)) operator, amelyre

ly

t > 0 az altérre megszoritott félcsoport Y-on. Ekkor (T(t)‘>t>0 genera-

A‘y:Ay, D(A‘) =D(A)NY.

Héanyados (kvéciens) félcsoportok: Legyen Y C X zart (1'(t)),s-invaridns altér.
Tekintsitk az X, := X/y hanyados (vagy kvéciens) teret a kanonikus ¢ : X — X,

kvociens-leképezéssel. A (T(t) /)t>0 hanyados félcsoport generatora

A(q(x)) = q(A(z)), D(Ay) = q(D(A)).

Adjungalt félcsoportok: Legyen X := H Hilbert-tér. Ekkor a félcsoport opera-
torainak adjungaltjaibol allé (77(t)),s, erésen folytonos félesoport generdtora H-n az

(A, D(A)) stirlin definidlt operator adjungéltja, vagyis
D(A*)={x € H:3Jy € H,(h,y) = (Ah,xz) minden h € D(A)}, A'xz:=y.

Szorzat félcsoportok: Legyen (S()),5, egy mésik félesoport, ami kommutél a
(T'(t)),>o félesoporttal, és legyen U(t) := T(t)S(t), t > 0 a szorzatfélcsoport. Jeldlje
(S(t))y>o generadtorat (B, D(B)). Ekkor a . Allitas segitségével belathaté, hogy az
(U(t)) s félesoport (C, D(C)) generdtoranak D(A) N D(B) lényeges része, és ezen a

halmazon teljestil, hogy

Cx=Ax+ Bz, x € D(A)ND(B).

2.2.2. Standard példak
Szorzasfélcsoport

Az [1.35] ill. az [1.40, Allitasokban lattuk, hogy a Co(9) ill. az LP(Q) tereken az e’
t > 0 fuggvényekkel definidlt szorzasoperatorok — ahol ¢ : 2 — C folytonos ill. mérhetd,

a valds része (lényegesen) korlatos — erésen folytonos operatorfélcsoportot alkotnak.
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2.23. Lemma. Legyen (T(t)),5, erdsen folytonos szorzdsfélcsoport az X = Co(S2) vagy
X = LP(Q) téren, melyre
T,t)f:=¢€9-f, feX, t>0.

Ekkor a félcsoport (A, D(A)) generdtora az aldbbi szorzdsoperdtor:

Af =Mf=q-f,
D(A)=D(M,) ={fe X :qf € X}.

Bizonyitas. Nem részletezziik, adodik abbdl, hogy

) f(s) — f(5)

li =
im ; q(s)f(s)
az adott Banach-tér norméajaban is teljestil. m

Ez a lemma, Osszevetve az és az m., ill. az és az . Allitasokkal,

karakterizalja az erdsen folytonos szorzasfélcsoportok generatorait. A kovetkezo allitas

ezt mondja ki, felhasznalva, hogy a szorzésoperator spektruma a ¢ fiiggvény (lényeges)
képhalmazanak a lezartja, 1d. az m ill. az[1.38] Allitést.

2.24. Allitas. Legyen (A, D(A)) egy operdtor a Co(Q) vagy LP(Q), 1 < p < oo téren.

Ekkor ekvivalensek:
(i) (A, D(A)) egy erdsen folytonos szorzdsfélcsoport generdtora;
(ii) (A, D(A)) szorzdsoperdtor, melyre
{Ae C:ReX>w} C p(A) valamely w € R-re.
Eltolas-félcsoport
Ahogy lattuk az . alpontban, a (bal)eltolas-operatorok
(Te(t)f) (s) := f(s+1), steR

erésen folytonos (fél)csoportot alkotnak Cyp,(R)-en, ill. LP(R)-en, 1 < p < 0.
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2.25. Allitas. A (Te(t)),0 (bal)eltolds-félcsoport generdtora az X Banach-téren
Af =1,
melyre

1. legyen
D(A) ={f € C,(R) : f differencidlhatd, ' € Cup(R)},

ha X = Cy(R), és
2. legyen
D(A) ={f € LP(R) : f abszolit folytonos, ' € LP(R)},
ha X = LP(R), 1 <p < c0.
Bizonyitas. Nem részletezziik, adodik abbdél, hogy

. f(3+t)_f(s)_ /
lim ; = f(s),

és ez az adott Banach-tér normajaban is érvényes. O

2.26. Allitas. A fenti (A, D(A)) derivdldsoperdtor rezolvensére (barmelyik X téren)
Re A > 0 esetén

(2.18) (RO\, A)f) (s) = / T eI f(r)dr, feX,s€ER.

Diffuizié-félcsoport (1 dimenziéban)

2.27. Allitas. Legyen X = C[0,1], és definidljuk az aldbbi differencidloperdtort X -en

Neumann-peremfeltétellel:
Af ="
D(A) = {f € C*[0,1): £/(0) = £/(1) =0},
Ekkor (A, D(A)) generdgtora az aldbb definidlt (T(t)),s, félcsoportnak:
T(0) = Id;
(T()1) (5) = [ ks, )f(r)dr, ahol

ke(s,r) =142 e~ ™" cos(mns) cos(mnr),

n=1

t>0,s€0,1], f € X.
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Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy A zart, strin definidlt. A félcsoport alakja ,némi”

szamolassal adédik abbdl, hogy a

1, n = 0;

enls) = V2cos(mns), n>1

figgvények D(A)-ban vannak minden n-re, tovabba,
Ae,, = —m*n%e,, neN.

A bizonyitast itt nem részletezziik. m

Diffuzié-félcsoport (n dimenziéban)

2.28. Allités. Legyen X = LP(R") és legyen (A, D(A)) a Laplace-operdtor lezdrtja X -
en, melyre
n 62
Af =Af =) =5f(s1,...,8,), [feSR",
= Osy,
ahol S(R™) az 1in. Schwartz-tér, a végtelenszer differencidlhatd, gyorsan lecsengd figg-

vények tere. Ekkor (A, D(A)) generdtora az aldbbi diffizids, hévezetési vagy Gauss-

félcsoportnak
T(0) = 1Id;
TON ) = gy o & F )
t>0,seR” feX.
Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]

2.3. Hille—Yosida-tételkor

Ebben az alfejezetben azzal foglalkozunk, hogy hogyan karakterizalhatok az erdsen

folytonos félcsoportok generatorai.
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2.3.1. Csoportok és félcsoportok generalasa

2.29. Lemma. Legyen (A, D(A)) zart, sirin definidlt operdtor az X Banach-téren.
Tegyiik fel, hogy létezik w € R, M > 0, melyekre [w,00) C p(A) és |[AR(N,A)|| < M

minden X\ > w. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek A — oo esetén.
(a) AR(\, A)x — = minden x € X -re.
(b) NMAR(X, A)x = AR(\, A)Ax — Az minden x € D(A)-ra.
Bizonyitas. Legyen y € D(A). Ekkor
(2.19) AR\ Ay = R\ A)AN—A)y+ R\, A)Ay =y + R(\, A) Ay.
A feltételekbél adodik, hogy
17O, Ayl < 514yl

ezért a (2.19)) kifejezés y-hoz tart, ha A — oo. Mivel a AR(\, A) operatorok a feltétel
szerint egyenletesen korlatosak [w,00)-n, és ahogy lattuk, pontonként konvergensek a
stirt D(A) részhalmazon, ezért a Banach—Steinhaus-tétel miatt (a) adédik. A () allitas

pedig mindebbdl kovetkezik. O]

2.30. Tétel (Hille-Yosida, 1948, kontrakcio eset). Legyen (A, D(A)) linedris operdtor az

X Banach-téren, ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek.
(i) (A, D(A)) egy erdsen folytonos kontrakcio-félcsoportot generdl;
(i1) (A, D(A)) zart, sirin definidlt, minden X\ > 0 esetén A € p(A) és

(2.20) INROLA)) < 1
(iii) (A, D(A)) zdrt, siriin definidlt, minden A € C, Re A > 0 esetén A € p(A) és

1
2.21 Al < —.
(221) IRO A < =

Bizonyitds. AR.7| és al2.17] Tételek miatt elég a (i7) = (i) irdnyt bizonyitani. Definidljuk

az un. Yosida-approximdciot mint
(2.22) A, :==nAR(n, A) =n’R(n,A) —nld, neN.
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A fenti operatorok korlatosak és kommutalnak egymassal. Tekintsiik az altaluk generdlt

egyenletesen folytonos félcsoportokat
(2.23) T,(t) :==e' ¢t >0.

A 2.29] Lemma (b) pontja alapjan A, — A pontonként D(A)-n. Ebbdl az aldbbiakat
igazoljuk.

a) Létezik a T'(t)x = lim,,_,o 15, (t)x limesz minden x € X esetén.
(a)
b) (T'(t ertsen folytonos kontrakcié-félcsoport.
( t>0 y
(c) (T(t))t20 generdtora (A, D(A)).
(a) Minden (7,(t)),s, kontrakcié-félesoport, hiszen
||Tn(t)H < efnte||n2R(n,A)||t < e Ntent — 1, t>0.

Ezért a Banach—Steinhaus-tétel miatt elég a konvergenciat D(A)-n igazolni. Felhasz-

néalva, hogy a T, (t), n € N operétorok felcserélhetdk, kapjuk, hogy

Tt — Ttz = [ L

L (7= )T, (s)2) s
::Aﬁngt—sﬂ;@xAmp—Amxym.
Ebbél

(2.24) 1T ()2 = Tn(D)2]] < t] An — A

A 2.29, Lemma (b) pontja alapjan (A,x),en Cauchy-sorozat minden x € D(A) ese-
tén. Ezért, (T,(t)z), oy egyenletesen konvergens minden kompakt [0, %] intervallu-

mon.

(b) A (T5,(t)),.en OPeratorsorozatok pontonkénti konvergencidjabol kévetkezik, hogy a
limesz operatorcsaldd (T'(t)) - kielégiti az (FE) fiiggvényegyenletet, tehdt félcsoport,

tovabba kontrakciokbol all. Masrészt, minden « € D(A) esetén a
Eitm Tz, 0<t<t

palya egyenletes limesze folytonos fiiggvényeknek, 1d. (2.24)), tehéat folytonos. gy
az . Allités alapjan (T'(t)) >, er6sen folytonos.
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(c) Jelélje (B, D(B)) a (T(t)),», generdtordt, és legyen x € D(A). A
En it = To(t)x

leképezések minden [0,%] kompakt intervallumon egyenletesen tartanak &-hez, 1d.

(2.24). Mésrészt, a
d

—&, t—=T,(0)A,
X (1) A

derivaltfiiggvények ugyanezért egyenletesen tartanak az
n:t— T(t)Ax

fiiggvényhez. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ differencidlhato, és %5(0) = n(0), vagyis
D(A) C D(B) és Az = Bz, x € D(A).

Legyen A > 0 tetsz6leges. Mivel A € p(A), ezért A—A : D(A) — X bijekci6. Masrészt,
(B,D(B)) egy kontrakcié-félcsoportot generdl, tehat A € p(B) a[2.17 Tétel miatt,
igy A\— B : D(B) — X is bijekcié. Lattuk, hogy A — A megegyezik A — B-vel D(A)-n.
Ezért ez csak gy lehet, ha D(A) = D(B) és A = B. O

Legyen a (T'(t)),», félesoport generdtora (A, D(A)), és legyen valamely w € R esetén
IT@)] <e*, t>0.

Ekkor az
S(t) :=e™T(t), t>0

atskalazott félcsoport kontrakciokbol all, és generatora B = A—w (1d. a[2.2.1] alpontot).

Az ilyen tulajdonségu félcsoportokra a Hille-Yosida-tétel az alabbi format olti.

2.31. Kovetkezmény. Legyen w € R. Egy (A, D(A)) linedris operdtorra az X Banach-

téren az aldbbi dllitdisok ekvivalensek.
(i) (A, D(A)) egy (T'(t)),>, erdsen folytonos félcsoportot generdl, melyre
(2.25) 1T < e, t=0;
(ii) (A, D(A)) zart, siriin definidlt, minden A > w esetén A € p(A) és
(2.26) A = w)RX, A)|| < 15
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(iii) (A, D(A)) zdart, sirin definidlt, minden A € C, Re A > w esetén \ € p(A) és

1

2.2 Al < ——.
(227 IR A < o

A egyenlotlenséget kielégito félcsoportokat szokas kvdzikontrakcio-félcsoportnak
hivni.
Az aldbbiakban latni fogjuk, hogy (A, D(A)) pontosan akkor general egy erésen folytonos
csoportot, ha A és —A is egy-egy félcsoport generatora. Ennek fényében a Hille—Yosida-

tétel feltételeit konnyen atfogalmazhatjuk kontrakciécsoportok, azaz izometriacsoportok

generatoraira.

2.32. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) linedris operdtor az X Banach-téren, ekkor az

alabbi allitdsok ekvivalensek.
(i) (A, D(A)) egy erdsen folytonos izometriacsoportot general;
(ii) (A, D(A)) zart, siriin definidlt, minden A € R\ {0} esetén A € p(A) és
(2.28) IARA, A < 1;

(iii) (A, D(A)) zdrt, sirin definidlt, minden A € C\ iR esetén \ € p(A) és

1

(2.29) IR, A)|| < ReA|

Ezek utan megfogalmazzuk a tetszoleges erosen folytonos félcsoport generatoranak
karakterizaciojarol szo6lo tételt. Ebben a rezolvens minden hatvanyara vonatkozé becslést
kell feltenniink.

2.33. Tétel (Feller, Miyadera, Phillips, 1952). Legyen (A, D(A)) linedris operdtor az X
Banach-téren, w € R, M > 1. Ekkor az alabbi dallitisok ekvivalensek.

(i) (A, D(A)) egy (T'(t)), erdsen folytonos félcsoportot generdl, melyre
(2.30) IT@)|| < Me™, t>0;

(ii) (A, D(A)) zdrt, stiriin definidlt, minden \ > w esetén A € p(A) és
(2.31) A —w) R A" <M, nel;
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(iii) (A, D(A)) zdart, sirin definidlt, minden A € C, Re A > w esetén \ € p(A) és

M
. "< .
(2.32) IROAY] S oy =gy M ED

Bizonyitds. Az (i) = (iii) irdny a [2.19] Koévetkezmény alapjan adodik, a (iii) = (i7)
pedig trividlis. Igy csak a (i3) = (i) irdnyt kell igazolnunk. A [2.2.1| alpontban litott
atskalazasi technikat felhasznalva feltehetjiik, hogy w = 0, vagyis

[AN"R(A, A" <M, neN
Tetszoleges p > 0 esetén definialjunk X-en egy j norméat mint
)], == sup || R(p, A)"x]].
n>0
Ezen normékra az alabbiak teljestilnek:

(a) [lz|| < ||z|l, < M||z||, vagyis ekvivalensek || - ||-val;

(b) R, Al < 15

(c) INRNA)|l, <1, ha 0 <A<

(d) [IA"R, A)"ef| < |IA"R(A, A) ], < 2]l ha O <A <, n € N
() llzllx < llzllu, 0 <A< p.

Csak a (c) pontot bizonyitjuk. Legyen y = R(\, A)x. Ekkor az tn. rezolvensegyenl6ség

miatt (1d. (4.3))
Ebbdl (b) alapjan adédik, hogy
1 = A
Yllp = —llzllp + ———lYllu
i MHM . i

tehat
Myl < 1zl
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Ezen tulajdonsagokat felhasznalva definialhatunk egy tjabb normat mint
(2.33) ]l := sup |||,
n>0

melyre teljesiilnek az aldbbiak:
() [l <lllll < Ml
(g) IANRA, A)|| <1 minden A > O-ra.

Tehét az (A, D(A)) operator teljesiti a ([2.20) feltételt az eredetivel ekvivalens ||-|| norma-
ra, igy a[2.30} Hille-Yosida-tétel miatt egy ||-||-kontraktiv (T'(t)),5, félcsoportot general
X-en. Felhasznélva (f)-et, | T(t)]| < M teljesiil. O

Végiil nézzilkk meg, mit mondhatunk az erdsen folytonos csoportok generalasarol.

2.34. Definicié. A (T'(t)),cp erésen folytonos csoport generdtora az az A : D(A) C X —

X operator, melyre
T —
Az = lim LT =2
h—0 h

minden z € D(A) esetén, ahol

D(A) = {x € X :lim T(hf_m 1étezik}.

h—0

Ha adva van egy (T'(t)),cp erésen folytonos csoport, melynek generatora (A, D(A)),
akkor definidlhatjuk a 7' (t) ;== T'(t),t > 0ésaT_(t) := T'(—t), t > 0 operatorcsaladokat,
melyekrol konnyen lathatd, hogy erdsen folytonos félcsoportokat alkotnak. A definiciébol
adédik, hogy (T4(t)),~, generatora (A, D(A)), (T_(t)),~, generatora pedig (—A, D(A)).
Tehat, ha A egy CSOp(;I“t generatora, akkor A és —A is g_enerétor. A kovetkezo allitas azt

mondja ki, hogy ennek a megforditasa is igaz.

2.35. Tétel (Csoportok generaldsa). Legyen (A, D(A)) linedris operdtor az X Banach-
téren, w € R, M > 1. Ekkor az alabbi dallitisok ekvivalensek.

(i) (A, D(A)) egy (T'(t)),cp erdsen folytonos csoportot generdl, melyre

IT@)] < Me*™, ¢ €R;
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(i) (A, D(A)) és (=A, D(A)) az erdsen folytonos (T (t)),sq ill. (T-(t)),s, félcsoport

generdatora, melyekre

1T < Me™, | T-(t)]| < Me™, t > 0;
(iii) (A, D(A)) zdrt, sirin definidlt, minden X\ € R, |\| > w esetén X € p(A) és
IUA = w)ROA, A" < M, n eN;

(iv) (A, D(A)) zdrt, sirin definidlt, minden A\ € C, |Re \| > w esetén \ € p(A) és

M
RMA"| < N.

Bizonyitds. Nem részletezzik, kovetkezik a[2.30] Hille-Yosida és a[2.33] Feller—Miyadera—
Phillips-tételekbol. [

2.36. Allitas. Legyen (T'(t)),5 erdsen folytonos félcsoport az X Banach-téren. Ha lé-
tezik olyan to > 0, melyre T'(ty) invertdlhatd, akkor (T'(t)),s, bedgyazhaté egy (T'(t)),cp

erosen folytonos csoportba X -en.

Bizonyitds. Elszor megmutatjuk, hogy a feltételbdl kovetkezik, hogy a T'(t) operatorok
minden ¢ > 0 esetén invertalhaték. Ha ¢ € [0, ¢y, akkor

T(to) = T(to — )T(t) = T()T(ty — t).

Mivel T'(to) bijektiv, ezért T'(t) is az kell legyen. Ha t > to, akkor irjuk fel t-t ¢t = nty + s
alakban, ahol s € [0,ty). Ekkor

T(t) = T(nto +5) = T(t)"T(s),

tehat T'(t) invertdlhaté operatorok szorzata, igy invertdlhat6. Ezutédn terjessziik ki a
(T'()) ;> félcsoportot R-re a

definiciéval. Igy egy (T'(t)),cg csoportot kapunk, amely erdsen folytonos, hiszen a pozitiv
t-kre az. n
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2.3.2. Disszipativ operatorok és kontrakciéfélcsoportok

Ha egy (A, D(A)) linearis operatorrdl el akarjuk donteni, hogy egy (kontrakcio-
félesoport) generdtora-e, a [2.30] Hille-Yosida- (ill. a [2.33) Feller-Miyadera—Phillips-) tétel
feltételeinek ellendérzéséhez sziikséglink van a rezolvens ismeretére. Ebben a fejezetben
linearis operatorok egy olyan tipusaval ismerkediink meg, melyek esetében a rezolvens

ismerete nélkiil igazolhaté a generator-tulajdonsag.

2.37. Definicid. Az (A, D(A)) linearis operatort az X Banach-téren disszipativnak mon-
dunk, ha

(2.34) (A = Az = All]
minden A > 0, x € D(A) esetén.

A . Allitasban a disszipativ operatorok fontos tulajdonsigait igazoljuk. Ehhez

sziikségiink lesz az operator lezartjanak fogalmara.

2.38. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (B, D(B)) operator az (A, D(A)) operétor kiter-
jesztése, jelolésben A C B, ha D(A) C D(B) és Bx = Az minden z € D(A) esetén. Az
A legsziikebb zart kiterjesztését — ha ilyen létezik — az A operator lezdrtjdnak nevezziik,

és A-al jeloljiik. Ha egy operdtornak létezik lezartja, akkor lezdrhaténak mondjuk.
A kovetkezd allitas konnyen meggondolhaté a definiciokbdl.

2.39. Allitas. Az (A, D(A)) operdtor pontosan akkor lezdrhatd, ha minden (2,)nen C

D(A), x, — 0 sorozat esetén, amelyre (Ax,)nen konvergens, lim Ax,, = 0 teljesil. Ekkor

G(A) =G(4),
ahol G az adott operdtor grafjdt jeldli.
2.40. Allitas. Legyen (A, D(A)) disszipativ operdtor. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(a) X\ — A injektiv minden X\ > 0 esetén, és
1 1
1A =A) 2l < Iz,
ha z € ran(A — A) := (A — A)D(A).

26



(b) X — A pontosan akkor szirjektiv valamely X > 0 esetén, ha minden X > 0 esetén
szirjektiv. Ilyenkor (0,00) C p(A).

(c) A pontosan akkor zdrt, ha ran(\ — A) zdrt valamely (azaz dsszes) X > 0 esetén.

(d) Haran(A) C D(A), pl. ha A stiriin definidlt, akkor A lezdrhatd. A lezdrtja, A szintén
disszipativ és ran (A — A) = ran(A — A), A > 0.

Bizonyitas.
(a) A (2.34) becslés atfogalmazasa.

(b) Tegytk fel, hogy \g — A sziirjektiv valamely Ay > 0 esetén. Ekkor A\g € p(A) és
IR(Xo, A)|| < 1/x. A rezolvens (2.17) hatvanysor-alakjanak tulajdonségai alapjan
ekkor (0,2Xg) C p(A) is teljesiil, és A disszipativitdsa miatt

IR, Al <

> =

ha 0 < A < 2)\y. Folytatva az eljarast kapjuk, hogy A — A sziirjektiv minden A > 0
esetén, igy (0,00) C p(A).

(c) Az A operator pontosan akkor zart, ha A — A zart valamely (tehat minden) A > 0

esetén. Ez pedig ekvivalens azzal, hogy
(A—A)""rran(\ — A) — D(A)

zért. Az (a) pont alapjan a fenti operator korlatos. A Zéartgraf-tétel miatt ez
ekvivalens azzal, hogy D((A — A)™!) = ran(\ — A) zért.

(d) Legyen (z,) C D(A) olyan sorozat, melyre z,, — 0 és Az, — y. Be kell latnunk,
hogy y = 0. A (2.34) egyenlStlenség alapjan

A = Az + (A = Aw]| = Al|Azy + w]|
minden w € D(A) és minden A > 0 esetén. Ha n — oo, akkor

, 1
=2y + (A = Awl| = Alw]], tehat | -y +w — T Aw] 2 Jw].
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Ha most A\ — oo, akkor kapjuk, hogy

I =y +wl = [lwl.

Mivel y € ran(A) C D(A) a feltétel szerint, ezért w-t tetszélegesen kozel vilaszthat-
juk y-hoz, amibdl
0> lyll;

tehat y = 0.

Igazoland6, hogy A is disszipativ, legyen x € D(A) tetsz6leges. Az A definici6ja
miatt 1étezik olyan (z,)neny C D(A) sorozat, melyre x, — z, Az, — Azx. Mivel A
disszipativ és a norma folytonos leképezés, ezért ||(A — A)z|| > A||z|| minden X > 0
esetén. Tehdt A is disszipativ. Végiil, vegyiik észre, hogy ran(\ — A) siirl ran(\ —
A)-ban. A 3. pont alapjan ran(\ — A) zart X-ben, igy ran (A — A) = ran(\ — A)
kovetkezik. O

A 2.30, Hille-Yosida-tétel feltételei kozott szerepld (2.20]) rezolvensbecslésbél kovet-
kezik, hogy A teljesiti a (2.34) tulajdonsagot, tehat disszipativ. Az alabbi tétel arrél szdl,

hogy stirtin definialt, disszipativ operatorok lezartja mikor lesz generator.

2.41. Tétel (Lumer, Phillips, 1961). Legyen (A, D(A)) stirin definidlt, disszipativ ope-

rator az X Banach-téren. Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) Az A lezdrt operdtor egy kontrakcié-félcsoport generdtora X -en;
(i1) ran(A — A) stird X -ben valamely (tehdt minden) A > 0 esetén.

Bizonyitds. (i) = (i) : A[2.30} Hille-Yosida-tétel alapjin ran(A—A) = X minden A > 0
esetén. A [2.40] Allitds (d) pontjabol pedig kivetkezik, hogy ran (A — A) = ran(A — A) =
X, tehat (i) teljestl.
(17) = (i) : ran(\ — A) siirliségébél a . Allités (d) pontja alapjan adédik, hogy A — A
sziirjektiv minden A > 0 esetén. A . Allitas (b) pontja szerint (0,00) C p(A), és A
disszipativitasa miatt

IR(A, A < A > 0.

1

\
Tehat a m Hille-Yosida-tételbél kovetkezik, hogy A egy kontrakcié-félesoport generd-
tora X-en. [
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Még egyszeriibb feltételt kapunk Hilbert-terekben.

2.42. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) stirin definidlt operdtor a H Hilbert-téren. Ha

A és A* is disszipativ, akkor A kontrakcio-félcsoportot generdl H-n.

Bizonyitds. A [2.41] Lumer—Phillips-tétel alapjan elég megmutatni, hogy ran(Id —A) sii-
rii. Indirekt, tegyiik fel, hogy ran(Id —A) # H. Ekkor a Riesz-tétel alapjan létezik y # 0,
melyre

(Id=A)z,y) =0, =z € D(A).
Ezért y € D(A*) és

(x,(Id—=A%)y) =0, x € D(A).
Mivel D(A) stirti H-ban, ezért (Id —A*)y = 0, ami ellentmond a [2.40, Allitas (a) pont-
janak. O

A fenti kovetkezmény feltételei teljesiilnek példaul akkor, ha (A, D(A)) disszipativ és
onadjungalt. Ekkor A generator, ugyanis zart is (az adjungalt operator mindig zart).
Az alabbiakban a disszipativitasnak egy olyan karakterizaciojat adjuk, amely konkrét
példakban (pl. Cy(£2), LP(Q2), Hilbert-tér) nagyban megkonnyiti annak eldéntését, hogy
egy adott operator disszipativ-e. Ehhez el0szor bevezetjik a dualitdsi halmaz fogalmat.
Legyen X Banach-tér, X* a dudlis tere. A Hahn—Banach-tétel miatt minden =z € X

esetén létezik olyan ¢, € X* funkcional, melyre
o) = llzl* = llea|.

Rogzitett © € X esetén legyen az = dualitdsi halmaza

(2.35) I(2) ={p € X" p(a) = llz]]* = I’}

2.43. Allitas. Az (A, D(A)) operdtor pontosan akkor disszipativ, ha minden x € D(A)
esetén létezik o, € J(x), amelyre

(2.36) Re(p.(Az)) <O0.
Tovabba, ha (A, D(A)) egy kontrakcio-félcsoport generdatora X -en, akkor (2.36|) teljesiil

minden x € D(A) és minden ¢ € J(x) esetén.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (2.36)) teljesiil minden x € D(A), ||z|| = 1 esetén valamely
vr € J(x) linearis funkcionélra. Ekkor

pa() = lla]* = 1,
és minden A > 0 esetén
|\ — Az|| > |p.(Ax — Az)| > Rew,(A\r — Ax) > Rep,(Ar) = A||z||* = A.

Tehat A disszipativ.

Megforditva, legyen = € D(A), ||z|| = 1 tetszbleges, és tegyiik fel, hogy |[[Ax — Ax| > A
minden A > 0 esetén. Valasszunk minden A > 0 szdmhoz egy ¥, € J(Ax — Ax) elemet,
és tekintstik a

Cr = LN

sl

lenormélt funkciondlokat. Ekkor minden A > 0 esetén

A < Az — Az|| = (\(A\z — Ax)
= ARe(i(z) — Re\(Az)
< min{\ — Re () (Ax), A\Re () (z) + || Az||}.

Ebbdl )
Re(\(Az) <0és1— X||Ax|| < Re(y(2).

Legyen ¢ az {() : A > 0} funkciondlcsalad egy torlédési pontja a gyenge-* topologidban.
Ekkor
Il <1, Re(Az) <0, Re((x) > L.

Ezek alapjan ¢ € J(x) teljestil, és kielégiti a ([2.36)) egyenlétlenséget.
Végiil, tegyiik fel, hogy A egy (T'(t)),5, kontrakcié-félcsoportot generdl X-en. Ekkor
minden z € D(A) vektorra és ¢, € J(x) funkcionalra

Re(p.(T(h)z)) Re(%(fﬂ)))

R (42)) = g

hl0 h h
e (1Tl - lleall =]
<l — <0
= hlo ( h ho)=
ahol felhasznaltuk, hogy ||¢.|| = ||z|| és [|T'(h)| < 1. Ebbél az allités kovetkezik. O
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2.44. Példa.

1. Legyen X = H Hilbert-tér. Ekkor J(z) = {x}. Ilyenkor az A operdtor pontosan
akkor disszipativ, ha
Re(Az,z) <0, z € D(A).

2. Legyen X = (Cy(Q2),Q2 C R". Ha0 # f € X, akkora J(f) C X* azon pontmértékek
szamszorosaibdl all, melyek tartdja azon sg € {2 pontok, ahol f eléri a maximumat.

Precizebben,
{F(50) - 00 50 € Q65 | f(s0)] = | flloo} = T ().
3. Legyen X = LP(2), 1 <p<o0,0# f € X. Ekkor
1 1
p € J(f) C LUQ,p) 1;"‘5:17

ahol
F(s) - 1f ()P 11277, ha f(s) #0,

0, kiilonben.

p(s) =

Megjegyezziik, hogy a reflexiv LP-tereken — mint minden olyan Banach-téren, amely-
nek a dudlisa szigorian konvex — J(f) egyelemii. Tehat, ha 1 < p < oo, akkor
J(f) = {¢}. Mig ha p = 1, akkor J(f)-nek minden olyan ¢ € L>(, 1) eleme,

amelyre

[elloo < M1Fll1s €s wls) - [f(s)] = f(s) - [lf]lx, ha f(s) # 0.

2.45. Allitas. Legyen (A, D(A)) egy onadjungdlt operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor A
pontosan akkor lesz eqy erdsen folytonos (onadjungdlt operdtorokbol dllo) félcsoport ge-

nerdtora, ha A felilrol korldtos, vagyis létezik olyan w € R, amelyre
(Az,z) < wllz|?, = € D(A).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A feliilrél korlatos w € R fels6 korlattal. Ekkor A —w =
A* —w disszipativ (I1d. a M Példa 1. pontjat). Igy a Kovetkezmény szerint A —w

egy kontrakcio-félcsoport generatora, tehat A generator.
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Megforditva, ha A = A* generdtor, akkor az altala generdlt (T'(t)),, félesoporthoz lé-
teznek olyan M > 1, w € R szamok, amelyekre

1Tl < Me.

Ekkor A —w = A* — w egy M korlattal rendelkez6 korlatos félcsoport 6nadjungalt
generatora. Tegyiik fel ezért a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért, hogy A egy M
korlatu félesoport 6nadjungalt generatora, és azt fogjuk belatni, hogy ekkor A disszipativ
is. Tekintstik most a [2.30] Hille-Yosida-tétel bizonyitasaban bevezetett

A, =nAR(n,A) =n’R(n,A) —nld, neN.

korlatos operatorokat, és az altaluk generalt

egyenletesen folytonos félcsoportokat. A [2.33] Feller-Miyadera—Phillips-tétel szerint min-
den A > 0 esetén
AR A <M, kel

Igy
> thnk[nR(n, A)*

_ tAn || tn?R(n,A) L atng| L a—tn
IT(0)] = e = [l I :
oo 4k, k k oo 4k k
S t"n ||[nR<n7 A)] || . e—tn S M Z t"n . e—tn — M . etn A e—tn — M
= k! i K

Tehat ||T,(t)|| < M teljesil minden n € N és ¢ > 0 esetén. Mivel A kielégiti a [2.29]
Lemma feltételeit w = O-ra, ezért az (A,) operatorsorozat pontonként tart A-hoz D(A)-
n, ha n — oco. Igy a m Tétel bizonyitasanak menetét kovetve kapjuk, hogy (7,(t)) is
konvergens minden ¢-re pontonként X-en (az egyenletes korldtossdg miatt), és a hatar-
értéke éppen az A altal generalt félcsoport megfelel T'(t) eleme. Mivel A énadjungalt,
ezért R(n, A) és ezzel egyitt A, is dnadjungalt minden n-re. Ebb6l kévetkezik, hogy
T,(t) is onadjungalt minden n-re és t > O-ra, ezért a (T'(t)),, félcsoport is onadjungdlt.
Feltehetd, hogy wy = 0 is teljesiil (a feltételek szerint wy S_O, és ha wy < 0 volna, ak-
kor toljuk el A-t wp-al). A . Allitds szerint ekkor r(7'(t)) = 1 minden t-re, és mivel
|T()|| = r(T(t)) az onadjungdltsig miatt, ezért || T'(¢)|| = 1. Tehat (T'(¢)),, kontrakcio-
félcsoport, és igy ismét a [2.30] Tétel alapjan A disszipativ. n
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2.46. Példa (Elsérendii differencidloperatorok). Legyen F' : R" — R™ folytonosan dif-
ferencialhato vektormezd, melyre

sup [|F7(s)]| < oo,

sER™
ahol a norma tetszoleges vektornorma R™-en. Ekkor az F-hez tartozé elsérendii differen-
cialoperator Cy(R™)-en

“ 0
A(5) 1= {gmnd f(s), () = 3 Fu(s) 5 6)

ahol D(A) = C}(R™). Mivel
of
887;

ha |f(so)| = ||f]l, azonnal ad6dik, hogy A disszipativ. A pedig a kovetkezd félesoportot

(s0) =0,

generalja. Mivel F' globalisan Lipschitz, ezért 1étezik olyan ® : R x R® — R" folytonos
dinamikai rendszer, melyre ®(t + r,s) = ®(t, ®(r, s)), ¢(0,s) = s, és

0
a@(t s) = F(®(t,s)),

minden ¢, € R, s € R". Ekkor
(T@)f)(s) == [(D(L,5)),
feCy(R"),t € R, s € R"a® dinamikai rendszer dltal indukalt erésen folytonos csoport
Co(R™)-en.
2.47. Allitds. A (T(t)),eg csoport generdtora Co(R™)-en a fenti (A, D(A)) operdtor

lezartja.
Bizonyitds. Jelolje (B, D(B)) a (T'(t)),cg csoport generdtorat. Legyen f € CH(R™), és
tekintstik a g := f — Af = (Id —A) f fuggvényt! Ekkor a rezolvens (2.13)) integralrepre-
zentacidja alapjan
R(1, B)g(s) :/ ot F(D(1, 5)) dt —/ o~Hgrad f(®(L, s)), F(®(1, 5))) ds
0 0
= f(s),

ahol parcidlisan integraltunk. Tehdt CH(R™) C D(B) és A C B. Masrészt, CL(R") sfiril
Co(R™)-ben és invaridns a (T'(t)),cg csoportra nézve. Tehat C}(R™) lényeges része B-nek,
igy az allitast belattuk. O]
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2.48. Példa (Delay (késleltetett) differencidloperator). Legyen X := C[—1, 0],

Af =/
D(A) == {f € C"[-1,0] : f'(0) = Lf},

ahol L egy adott folytonos linedris funkcional C[—1,0]-n. Ekkor
D(A) =kery
alakban is irhato, ahol

p(f) = f0)—LfeC, feC-10]

linedris funkciondl. Mivel ¢ korldtos C'[—1, 0]-en, de nem korl4tos a szupremum-normé-
ban, ezért kapjuk, hogy D(A) stirti C[—1,0]-ben és zart C'[—1,0]-ben. Megmutatjuk,
hogy az A — ||L|| - Id atskélazott operator disszipativ. Legyen f € D(A). A [2.44.2. Példa

alapjan a J(f) halmaz olyan f(sg)ds, linearis formakat tartalmaz, amelyekre |f(so)| =

| £l valamely sy € [—1,0] esetén. Tehdt A — ||L|| - Id disszipativitdsdhoz az szikséges,
hogy

Re f(50)0s, (f' = [ILIIf) <0, vagyis Re f(so)f'(s0) < [ILIIIIf]I*

Ha —1 < s9 < 0, akkor f'(sg) = 0, igy a kivant egyenlétlenség teljesiil. Ha sg = —1,
akkor

2Re f(=1)f'(=1) = (f- f)'(-1) <0.
Legyen most sg = 0. Mivel a feltétel szerint f'(0) = Lf, ezért

Re f(0)f'(0) = Re fO)Lf < A1~ LI I£1I

2.49. Allitas. Legyen L € C[—1,0]*. Ekkor a fenti (A, D(A)) operdtor egy (T(t))s0

félesoport generdtora, melyre

|T()|| < et ¢ > 0.

Bizonyitds. Az el6bbi meggondolas alapjan A — ||L]| - Id disszipativ. A Lumer—
Phillips-tétel alapjan azt kell megmutatni, hogy A — A szirjektiv valamely A > ||L||
szamra. Legyen g € C[—1, 0] tetszbleges. Kerestink olyan f € C*'[—1, 0] figgvényt, amely-
re

AN — f'=gés f'(0) = Lf, azaz f € D(A).
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Az els6 egyenletbol

f(s) = cet — /OS e’\(S_T)g(T) dr
=:cex(s) — h(s), se[-1,0]

megoldas minden ¢ € C konstansra. Ha A > || L||, akkor ezt a konstanst megvélaszthatjuk

mint

~g(0) — Lh
N A— L€>\ 7
és igy f € D(A) teljesiil. O

2.50. Példa (Mésodrendi differencialoperatorok).

1. Legyen X := ([0, 1], és tekintsiik az
Af=f", D(A)={fe€C0,1]: f(0) = f'(1) = 0}

operatort, melyet a . Allitdsban mér vizsgaltunk. Most ahelyett, hogy felirndnk
az altala generdlt félesoportot, a[2.41] Lumer—Phillips-tétel feltételeit ellendrizziik.
Koénnyen lathaté, hogy (A, D(A)) stirtin definidlt és zart. A disszipativitds igazola-
sahoz legyen f € D(A), so € [0, 1], melyre |f(so)| = || f||. Ekkor

f(SO)'550 € j(f)

Mivel a t — Re f(so)- f(¢) fiiggvénynek sp-ban maximuma van, ezért ha sq € (0, 1),
akkor

—_— "
Re (f(So) : 6so(f//)) = (Re f(So)f) (s0) < 0.
Ha csak so = 0 vagy so = 1 valaszthatd, akkor az &llitas szintén teljestl az f'(0) =
f'(1) = 0 peremfeltételek miatt.
Végiil megmutatjuk, hogy A\ — A sziirjektiv, ha A > 0. Legyen g € C[0,1], és
definialjuk

K(s) = —

1 1
=0y [e)‘s/ e (1) dr — e_’\s/ *g(r) dr

s € [0,1]. Ekkor k € C?[0,1] és

)

Nk — k' =g.
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Masrészt, minden a, b € C esetén a

hap(s) := ae™ +be ™, s €0,1]
fliggvényre

Nhy — hyy = 0.
gy meghatérozhatdék olyan a, b konstansok, melyekre f := k + hqp esetén
Nf—f"=gé f(0)=f(1) =0
Ekkor f € D(A) és \2f — f" = g, tehdt A2 — A sziirjektiv. Ezért a[2.41] Tétel miatt
(A, D(A)) egy kontrakciéfélcsoportt general C10, 1]-en.
2. Legyen most X = L?[0, 1],

Af=f", D(A):={f € C’0,1]: f(0) = f(1) =0} .
Ekkor D(A) stirti X-ben, és f € D(A) esetén

Aff=[ rE=umh- [ 57 <o

Igy A disszipativ az L2[0,1] Hilbert-téren. Mint az el6z6 példéaban, adott g €
C?[0,1] fiiggvény esetén megadhat6 olyan f € C?[0,1] figgvény, melyre f(0) =
f(1) =06 \2f — f" = g, tehat ran(\? — A) siirll. Ezért (A4, D(A)) egy kontrakci-

6félesoportot general L2[0, 1]-en.

2.4. Evoluciés egyenletek

Most azzal foglalkozunk, ami valéjaban a vizsgalodasaink kiinduldépontja volt: diffe-

rencidlegyenletek megoldasaval.

2.51. Definicié. Az alabbi kezdetiérték-problémat absztrakt (vagyis Banach-tér-értékii)
Cauchy-problémdnak hivjuk:

(ACP) {éﬁu{t) = Au(t), t>0;
uw0) = =,

ahol (A, D(A)) linearis operator X-en, = € X.
Az u : Ry — X az (ACP) (klasszikus) megolddsa, ha u folytonosan differencialhato ¢
szerint R, -n, u(t) € D(A), t > 0 és u kielégiti (ACP)-t
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Természetesen klasszikus megolddsrol csak akkor beszélhetiink, ha z € D(A). A .4
Lemma (b) pontja alapjan adédik az alabbi allités.

2.52. Allitas. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)) ;>0 erdsen folytonos félcsoport generdtora. Ek-

kor minden x € D(A) esetén az
u:t—u(t) =Tz
figgvény az (ACP) egyetlen klasszikus megolddsa.
Bizonyitds. A 2.4 Lemma (b) pontjéban lattuk, hogy « € D(A) esetén T'(t)x € D(A) és
jtT(t)x = AT (t)z,

tehat u valéban klasszikus megoldasa (ACP)-nek. Az egyértelmiiséghez legyen ¢ > 0 és
s € (0,t). Ekkor

d (T(t — s)u(s)) =T(t — s)iu(s) —T(t —s)Au(s) = 0.

ds ds
Tehat
u(t) = T(t)u(0) = T(t)z.
Mivel t tetszoleges volt, az egyértelmiiség adodik. O

Ha x ¢ D(A), akkor is lehetséges az (ACP) tn. enyhe (mild) megoldésardl beszélni.
Ilyenkor a megoldas differencidlhatosagat csak t > 0 esetén koveteljilk meg, vagy ott

sem.
2.53. Definicié. Az u: R, — X folytonos fliggvény az (ACP) enyhe (mild) megolddsa,
ha [Ju(s)ds € D(A), t >0, és
t
u(t) = A/ u(s)ds + .
0

A 2.4 Lemma (d) pontjébol ismét adédik, hogy ha A generdtor, akkor minden z € X

esetén a félcsoport enyhe megoldast ad.

2.54. Allitas. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)) >, erdsen folytonos félcsoport generdtora. Ek-
kor minden x € X esetén az
u:t—u(t) =T(t)x

(pdlya)figgvény az (ACP) egyetlen enyhe megolddsa.
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Bizonyitas. Elég az azonosan 0 megoldas egyértelmiiségét igazolni x = 0 esetén. Tegytik
fel, hogy u enyhe megoldasa (ACP)-nek és x = 0, legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ekkor minden
s € (0,t) esetén
d s s
o (T(t - s)/ u(r) dr) =T(t—s)u(s) —T(t — S)A/ u(r)dr = 0.
s 0 0

Ebbdl .
/ u(r)dr =0, tehdt u(t) = u(0) = 0.
0

]

A megoldas kovetkez6 tulajdonsdga karakterizalja az (A, D(A)) operator generator-

tulajdonsagat.

2.55. Definicié. Azt mondjuk, hogy (ACP) korrekt kitdzési (well-posed), ha

(a) D(A) stirty;

(b) minden x € D(A) esetén létezik egyértelmii u(-, x) klasszikus megolddsa (ACP)-nek;

(¢) minden (x,) C D(A), lim, oz, = 0 esetén lim,_, u(t,z,) = 0, ahol az utébbi

limesz [0, tp]-on egyenletes (minden to > O-ra).

2.56. Tétel. Legyen A : D(A) C X — X zdrt operdtor. Ekkor az aldbbi dllitdsok

ekvivalensek.
(i) (A, D(A)) egy erdsen folytonos félcsoport generdtora;
(i) Az (A, D(A)) operdtorhoz tartozé (ACP) absztrakt Cauchy-probléma korrekt kiti-
2€éstl.
Bizonyitds. (i) = (ii) : A Tételbdl és a félesoportok tulajdonsagaibdl kévetkezik.
(i1) = (i) : Adott = € D(A) esetén legyen
T(t)x := u(t,x)

az egyértelmiien létezé klasszikus megoldés. Az egyértelmiiség miatt 7°(¢) linearis. Mivel
D(A) stirdi, és a feltétel szerint T'(t) korlatos, ezért D(A)-rol kiterjesztheté X-re korlatos
modon. Megmutatjuk, hogy

sup [|T'(t)]| < oo.

0<t<1
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Indirekt, tegytik fel, hogy 1étezik olyan (¢,) C [0, 1] sorozat, melyre ||T'(¢,)|| — oo. Ekkor
létezik olyan (z,,) C D(A) sorozat, melyre ||z,|| — 0 és [|T(t,)zn|| = ||u(tn, zn)|| > 1,
ami ellentmond (7i)-nek. Tehat ||T'(t)| egyenletesen korlatos [0, 1]-en. Mivel ¢ — T'(t)z
folytonos (s6t, folytonosan differencidlhaté) minden = € D(A) esetén, D(A) siir(i, ezért
az|1.52| Allitas (iii) pontja alapjin minden z € X esetén folytonos.

A megoldas egyértelmiiségébdl adddik, hogy minden x € D(A), t,s > 0 esetén

T(t+ s)x =T(t)T(s)x.

Tehat, (T'(t)),>, erésen folytonos félcsoport X-en. Legyen a generdtora (B, D(B)). Ekkor
A C B. Mivel a feltétel szerint D(A) invaridns (T'(t)),so-re nézve és stirfi, {gy lényeges
része B-nek. Mivel A zart, ezért A = B. O]

2.5. Félcsoportok tipusai

Az aldbbiakban a félcsoportok kiilonbozé regularitasi tulajdonsagaival ismerkediink
meg.
2.5.1. Analitikus félcsoportok

Eloljaroban definidljuk a komplex szamsik egy olyan részhalmazait, amelyeket szek-

tornak fogunk nevezni.
2.57. Definicié. Legyen 0 < ¢ < 7/2 adva. Ekkor a

Ys:={ e C:|arg\| <d}\ {0} cC
halmaz neve 0 szdgi szektor.

A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy az olyan félcsoportok, amelyek a valés jobb fél-
egyenes helyett egy (komplex) szektoron vannak értelmezve sok fontos tulajdonsiggal

rendelkeznek.

2.58. Definici6. A (T(2)),cx,u0 C -Z/(X) operatorcsaladot (0 szdgi) analitikus félcso-

portnak nevezzik, ha
(a) T(0) =1Id, T'(21 + 22) = T(21)T(22) minden zy, z5 € ¥ esetén;

69



(b) a z — T'(z) leképezés analitikus Ys-ban;
(c) limg,,5.507T(2)r =z minden x € X, 0 < 0’ < ¢ esetén.
Ha tovabba

(d) [|T(z)]| korlatos Xg-ben minden 0 < &' < § esetén,

akkor (T'(2)),ex,uq0y°t korldtos analitikus félcsoportnak nevezziik.

Ha (T'(2)),cx,0q0) €8y (korldtos) analitikus félcsoport, akkor a T'(-) : [0,00) = Z(X)
megszoritasanak generatorat az analitikus félcsoport generatordnak nevezziik. Forditva,
ha (A, D(A)) egy olyan félcsoport generdtora, amelynek létezik (1'(2)),cy, 0y analitikus

kiterjesztése, akkor azt mondjuk, hogy az A altal generalt félcsoport analitikus.

2.59. Megjegyzés. Konnyen lathat6, hogy ha (T'(2)),cy, 40y analitikus félesoport, akkor a
T:(0,00) = Z(X)

leképezés folytonos (s6t, differencidlhatd) Z(X)-ben az operdtornormat véve. Ebbdl az

is kovetkezik, hogy ha A elég nagy, akkor a generator rezolvensét a

RO\ A) = / T NT() dt

0
improprius integral allitja elo, ahol az integral az operatornormaban is konvergens.

Koénnyen meggondolhat6 az alabbi allités.

2.60. Allitas. Legyen (A, D(A)) siriin definidlt linedris operdtor az X Banach-téren.

Ekkor az alabbi dallitisok ekvivalensek.
(i) Az A operdtor egqy analitikus félcsoportot generdl;
(7i) Valamilyen w > 0 szamra A — w korldtos analitikus félcsoportot generdl.

Bizonyitds. (i) = (i) : Ha az A—w generator altal generalt korlatos analitikus félcsoport

(5(2)).ex,000y» akkor az A = (A — w) + w 4ltal generdlt félcsoport

T(z) :=e*S(2), z€ 3sU{0},
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ami szintén analitikus.

1) = (1) : Legyen (T'(z az A altal generalt analitikus félcsoport. Ekkor meg-
z€X;U{0}

gondolhatd, hogy minden ¢’ € (0,0) esetén létezik olyan w > 0 és M > 1, hogy

HT(Z)H < MG‘WRQZ, z € Ygr.

Definidlja S(2) := e™*T'(z), z € Xy Ekkor (5(2)), ey, 40y korldtos analitikus félesoport

lesz, amelynek generatora A — w. O]

A tovabbiakban karakterizalni szeretnénk a (korldtos) analitikus félcsoportok gene-

ratorait. Ehhez sziikségiink lesz a szektorialis operator fogalméara.

2.61. Definici6. Legyen (A, D(A)) zart, stirtin definialt linedris operator az X Banach-
téren. Azt mondjuk, hogy A 0 szdgl szektoridlis operdtor, ha létezik olyan 0 < 6 < 7/2
szam, amelyre

S5 C plA)

és minden € € (0,0) esetén 1étezik M. > 1, amelyre

M. —
(2.37) IRO A < 5. 043 € Ty

(1d. a[2.2] abrat).

Szektoridlis operatorok exponencialisat a Cauchy-integralformulaval definidlhatjuk.

2.62. Definicié. Legyen (A, D(A)) § szogli szektoridlis operator. Legyen T'(0) := Id, és

z € X5 esetén

(2.38) T(z) = L e R(u, A) dp,

2
ahol v tetszOleges szakaszonként sima gérbe Yz s-ban, amely valamely ¢ € (] arg z|, )
esetén coe (379)-hél halad coel3+)-ig (1d. a2.2 abrit).
2.63. Megjegyzés. Ha A € £(X), tehat o(A) C C kompakt, akkor is definidlhatd

T(t) = o4 — L [ B, Ayd, tec,
v

© 2ni
ahol v egy pozitiv irdnyitasu gorbe, ami koriiljarja o(A)-t. Ekkor az igy definialt félcso-
port megegyezik az ((1.5]) exponencidlis sor altal definidlttal.
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2.2. abra. Analitikus félcsoportok generatoranak spektruma

A kovetkezé allitas arrdl szol, hogy a (2.38)) integralformulaval definialt operatorok

korlatos analitikus félcsoportot alkotnak, amelynek generatora éppen A.

2.64. Allitas. Legyen (A, D(A)) § szigi szektoridlis operdtor. Ekkor a képlettel
definialt T'(z), z € X5 U{0} operdtorok £ (X )-ben vannak, és 6 szogi korldtos analitikus

félcsoportot alkotnak. Ennek a félcsoport a generdtora az (A, D(A)) szektorialis operdtor.

Bizonyitds. Csak a generatortulajdonsagot bizonyitjuk. Jelolje a (2.38]) képlettel definialt
(T'(t)),5¢ félesoport generdtordt (B, D(B)). Az éllitds els6 részébdl kovetkezik, hogy a
félcsoport korlatos, ezért 2 € p(B) teljestl. Igy elegendd megmutatni, hogy

R(2,A) = R(2, B).
A 2171 Tétel szerint
R(2,B)x = /OO e ATt dt, z€X.
0

Legyen to > 0 és v egy olyan gorbe, mint a 2.2} dbran ldthatd, » = 1 sugarral. Ekkor a
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Fubini-tétel alapjan

t
/ Y olu-2t dtR(p, A)x dp
0

o o o 5 1 ¢ 1
/ e T (t)xdt :/ e —,/e“ R(p, A)x dpdt = —/
2 J, omi J-

0 0 1 1

1 eto(p—2) _ 1
=— [ "R, Aazd

2 R A L [ R A
(2.:39) = R A+ | g B Ay

Itt kihasznaltuk a Cauchy-integralformulat, amely szerint

1 R, A)
27‘(1/7 ,u_2xd,u— R(2,A)x,

ami konnyen lathato, ha a v gorbét lezarjuk oo-be tartdé sugarta korokkel. Ekkor p €
esetén Re(p —2) < —1,

M,
< e fal| [ S,
v = 2] [ul

ahol felhasznédltuk a (2.37)) becslést. Ha tqg — oo, akkor kapjuk, hogy a (2.39) egyenldség
2. tagja 0-hoz tart, igy R(2, B) = R(2, A) kévetkezik. O

[ B Ay d
,A)x
v =2 : :

A kovetkezd tétel a korlatos analitikus félcsoportok karakterizaciéjarol szol.
2.65. Tétel. Legyen (A, D(A)) linedris operator az X Banach-téren. Ekkor ekvivalensek.
(i) A egy korldtos analitikus félcsoport generdtora X -en,

(ii) Létezik olyan 9 € (0,7/2), amelyre az e A operdtorok egy-egy korldtos, erdsen

folytonos félcsoport generdtorai;
(iii) A szektoridlis.

Bizonyitds. (iii) = (i) : Kovetkezik a [2.64] Allitasbol.
(1) = (i) : Ha (T'(2)) cx,0q0y jeloli az A éltal generdlt ¢ szogfi korlatos analitikus félcso-

portot, akkor kénnyen lathatél hogy 9 € (0,6) esetén az etV A operatorok a (T(ewt)po

ill. (T(ewt)t>0 korlatos, erdsen folytonos félcsoportok generatorai.
(i3) = (ii1) : Legyen X\ € C, Re A > 0. Ekkor mivel e’ A és e~ A korlatos félesoportok
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generdtorai, ezért konnyen lathatd, hogy A € p(A) teljesiil. Ha M > 1 jeloli a korlatos
félcsoportok (egy) korlatjat, akkor a Tétel alapjan

. . M M
R\ A)|| = || R(eVN, eV A)|| < = ha Tm A < 0;
IR, ) = [ B(e7A.e )||_Re(e“9)\) ReAcosd — ImAsing’ o 0=

. . M M
RN A)|| = [|R(e™X, e MA)|| < = ha Im A > 0.
IR A = [1F(e ™A, e )”_Re(eﬂﬁ)\) ReAcosd + ImAsimng’ ~

Egybevetve a fentieket kapjuk, hogy 1étezik olyan M > 1 konstans, amelyre

M’ M
AA < M A 0.
IR >H_Re/\+|1m)\|_|/\|’ ReA >0

« sz

szektorra vonatkozé bizonyitast itt nem részletezziik. O
A tétel kovetkezményeként belathato az alabbi allitas Hilbert-téren.

2.66. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) egy Hilbert-téren értelmezett onadjungdlt, fe-
lilrdl korlatos operdtor (ld. a . Allitdst). Ekkor az dltala generdlt félcsoport egy /2

sz26q1, analitikus félcsoport.ﬂ
2.67. Példa. A Példa 2. pontjadban meggondoltuk, hogy a
Af = f", D(A):={f € C0,1]: f(0) = f(1) =0}

operator lezartja egy (1'(t)),», erésen folytonos kontrakciéfélcsoportot general az X =

L?[0,1] Hilbert-téren. Kénnyen meggondolhatd, hogy
Af =", D(A):={f € H}0.1]: f(0) = f(1) = 0}
operator énadjungalt. Ugyanis legyen f,g € D(A), ekkor
Afg)= [ fro=1rai- [ 1
—0-[fgh+ [ 7' =0+ [ 57" = (1. ).

1Egy félcsoportot analitikusnak fogunk nevezni akkor is, ha létezik analitikus kiterjesztése egy meg-

felel$ szektorra.
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Tehét A szimmetrikus, igy A C A". Mivel definici6 szerint az A operdtornak nem létezik

valodi zart kiterjesztése, az onadjungaltsag kovetkezik. Ezek alapjan azt is belattuk, hogy
_ r
Aff) == [ 17 ==IrE <o,

tehat A feliilr6l korlatos. Igy (T'(t)) > analitikus is.

Szintén a [2.65 Tételbdl igazolhatd az alabbi.

2.68. Kovetkezmény. Legyen A eqy erésen folytonos csoport generdtora. Ekkor A? eqy

/2 sz0gt, analitikus félcsoportot generdl.

2.69. Példa. Véve az eltolascsoportot Cp(R)-en vagy LP(R)-en, 1 < p < 0o, a generatora
Af = f’, a megfelel6 értelmezési tartomannyal (1d. a. Allitést). Ekkor ezen operétor
négyzete

af=g
amely tehat egy korlatos analitikus félcsoportot general. A gondolatmenetet tobb dimen-
zibra is dltalanosithatjuk (ennek meggondoldsa nem konnyti, itt nem részletezzik), igy
kapjuk, hogy az

Af = Af

R™ (megfeleld értelmezési tartomédnnyal) 7/2 szogii, analitikus félcsoportot general.

2.5.2. Differencialhat6 félcsoportok

A terminologiabdl kovetkezik, hogy egy erdsen folytonos félcsoport esetén a
&t T(t)x

pélya pontosan akkor differencidlhaté minden ¢ > 0-ra, ha = € D(A). Tovabba, pontosan
akkor lesz minden pélya differencidlhatd, ha D(A) = X, vagyis ha A korlatos. A kévetkezd
definicioban minden x € X esetén megkivanjuk &, differencidlhatosagat, viszont nem

minden ¢ > O-ra.

2.70. Definicié. Egy (T'(1)),s, er6sen folytonos félcsoportot differencidlhatonak mon-
dunk, ha létezik olyan tq > 0, amelyre a &, : t — T(t)z palya differencidlhat6 (¢y, 00)-n

minden x € X esetén. A félcsoport azonnal differencidlhato, ha ty = 0 valaszthato.
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2.71. Tétel. Legyen (T(t)),s, erdsen folytonos félcsoport, amelyre ||T'(t)|| < Me™" tel-
jesiil, és legyen (A, D(A)) a generdtora. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) (T(t)),s¢ differencidlhats;
(i1) Léteznek a >0, b> 0 és C > 0 konstansok, amelyekre
0:={AeC:ae™* <[Im)|} C p(4)

és
[R(A, A)]| < CTm Al

minden A € ©, Re A < w esetén.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]

. N

Y
Y

77

(a) Altalanos fél- (b) Normafolytonos  (c) Differencidlhaté  (d) Analitikus fél-

csoport félcsoport félcsoport csoport

2.3. abra. Félcsoportok generatorainak spektruma
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2.5.3. Normafolytonos félcsoportok

Kordbban (1d. az [1.3 alfejezetet) foglalkoztunk olyan félcsoportokkal, amelyekre a
t — T'(t) leképezés [0, 00)-n folytonos az operatornormdara nézve. Most olyan félcsopor-
tokrol lesz sz6, amelyekre a folytonossag csak egy késébbi, sg > 0 idéponttdl kezdve igaz.
Az (FE) tulajdonsag miatt a

lim [|T(t) = T(so)| = 0

tlso

feltételb8l mar kovetkezik a t +— T'(t) leképezés folytonossiga az egész [sg, 00) interval-

lumon.

2.72. Definicié. Egy (T'(t)),s, erésen folytonos félcsoportot normafolytonosnak mon-
dunk, ha létezik olyan ¢, > 0, amelyre a t — T'(t) leképezés folytonos (ty, 00)-bél £ (X)-

be. A félcsoport azonnal normafolytonos, ha ty = 0 valaszthato.

2.73. Megjegyzés. Fontos hangsulyoznunk, hogy egy azonnal normafolytonos félcsoport

nem feltétlentil egyenletesen folytonos.

2.74. Tétel. Legyen (A, D(A)) egy normafolytonos félcsoport generdtora. Ekkor minden
beR esetén a
{A€o(A):ReX >0}

halmaz korldtos.
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. O

2.75. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) egy azonnal normafolytonos félcsoport gene-

ratora. Ekkor minden a > wy esetén

lim ||R(a+ir, A)|| = 0.
r—r3oo

2.5.4. Kompakt félcsoportok

Ebben a fejezetben az eddigiekkel ellentétben nem a t — T'(t) leképezések tulaj-
donsagarél, hanem a T'(t) operator(ok) tulajdonsigarol lesz sz6. A definiciét az aldbbi

lemmaval készitjik eld.
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2.76. Lemma. Legyen (T'(t)),5, erdsen folytonos félcsoport az X Banach-téren. Ha
T(to) kompakt valamely ty > 0-ra, akkor T(t) kompakt minden t > t, esetén, és a
t — T(t) leképezés normafolytonos [ty, 00)-en.

Bizonyitds. Az els6 allitas rogton kovetkezik az (FE) tulajdonsagbdl. Az (1.51] Lemma
(77) pontjabdl belathatd, hogy limy o T(s + h)z = T(s)xr minden s > 0 és K C X
kompakt halmaz esetén egyenletesen teljestl. Legyen U C X a zart egységgomb. Mivel

T'(ty) kompakt, ezért K := T'(ty)U kompakt. Tehat ¢ > ¢, esetén

l;gl (T(t)x — T(s)x) = I;ﬁl (T(t—ty) —T(s—to)) T(tg)r =0

x € U-ban egyenletesen. Ebbél adédik, hogy limg; (||7°(t) — T'(s)||) = 0. O

2.77. Definicié. Egy (T'(t)),, er6sen folytonos félesoportrél azt mondjuk, hogy azonnal
kompakt, ha T'(t) kompakt minden ¢ > 0 esetén, és kompakt, ha létezik olyan ¢, > 0,
hogy T'(ty) kompakt.

A 2.76] Lemmabdl kovetkezik, hogy egy (azonnal) kompakt félcsoport (azonnal) nor-
mafolytonos is. Az alabbiakbdl kideriil az is, hogy a félcsoport kompaktsdga a rezolvens

kompaktsagaval van osszefiiggésben. El6zetesen megjegyezziik, hogy in. rezolvensegyen-
16ség miatt (1d. (4.3))) R(A, A) pontosan akkor kompakt valamely A € p(A) esetén, ha
minden A € p(A) esetén kompakt.

2.78. Definicié. Egy A linedris operatorrol, melyre p(A) # () azt mondjuk, hogy kompakt
rezolvenst, ha R(\, A) kompakt valamely (minden) A € p(A) esetén esetén.

Ha egy operator egy végtelen dimenziés Banach-téren kompakt rezolvensii, akkor
sziikségképpen nemkorlatos. Konkrét operatorok esetén a kovetkezod karakterizacio iga-

zolhato.

2.79. Allitas. Legyen (A, D(A)) linedris operdtor, amelyre p(A) # 0, és definidlja X{* =
(D(A), ] - |4) (1d. a[2.5 Definicié (iii) pontjdt). Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) Az A operdtor kompakt rezolvensi;

(ii) Azi: X{* — X kanonikus bedgyazds kompakt.
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Bizonyitas. Meggondolhatd, hogy tetszbleges A € p(A) esetén a || - ||4 graf-norma ekvi-

valens a

[z]lx = [I(A = A)z]]

normaval. Most csak a A = 0 esetre bizonyitjuk, a A # 0 hasonléan belathat6. Ekkor
|lz|lo = ||Az||, és azt kell megmutatni, hogy ez ekvivalens ||z|| 4 = ||z|| + ||Az||-val. Mivel

A1 1étezik és korlatos, ezért
|Az|| < [l + [|Az]] = A7  Az|| + [|Az]] < (JATY] + 1) - [|Az],
amibél az allitas adédik. Igy a
RN A) - X = (X))

operator izomorfizmus, hiszen ||(A — A)(A — A)7'z|| = ||z||, amelynek korldtos inverze
A — A. Ebbél az allitds a abran lathaté faktorizacié alapjan kovetkezik.

R(\ A)

Xt

2.4. dbra. Az X{! tér

2.80. Példa.

1. Legyen Q C R" korlatos tartomany, X := Cy(2). Legyen (A, D(A)) olyan operator,

amelynek értelmezési tartomanya, D(A) folytonosan bedgyazhato a
C3(Q) == {f € Cy(Q) : f differencialhato, és f' € Co(Q)}

Banach-térbe. Az Arzela—Ascoli-tétel miatt az i : C}(Q2) — Cp(Q) bedgyazds kom-
pakt, tehdt A kompakt rezolvensti, ha p(A) # (.
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2. Legyen X := LP(Q), 1 < p < oo, ahol Q C R™ korlatos tartomény, 02 sima. Ekkor
a Rellich-Kondracsov-féle bedgyazasi tételbol kovetkezik, hogy ha (A, D(A)) olyan
operator, amelyre p(A) # 0 és D(A) C W'P(Q) folytonos beagyazassal, akkor A

kompakt rezolvensii.

2.81. Tétel. Legyen (T(t))tzo erosen folytonos félcsoport. Ekkor az alabbi allitasok ek-

vivalensek.

(i) (T(t)),5o azonnal kompakt;

(ii) (T(t)),>o azonnal normafolytonos és a generdtora kompakt rezolvensi.

Bizonyitds. (1) = (i) : A [2.76, Lemmabdl kovetkezik, hogy egy azonnal kompakt fél-

« sz

szerepld integral a normatopologidban 1étezik, igy R(\, A) kompakt.
(17) = (i) : Legyen X € p(A) tetszéleges. Jelolje rogzitett ¢ > 0, z € X esetén

V(t)r := /Ot e T (s)x ds.

A egyenlet alapjan
e Mt —x=(A-NV()z, z€X,
tehat
V(t) = RO\ A) (Td—eMT(1)) .
Mivel a feltétel szerint R(A, A) kompakt, ezért V(¢) is kompakt minden ¢ > 0-ra. Mas-

részt, a félcsoport normafolytonossaga miatt a

T(0) = lim 3 (V(t+h) = V()

hatarérték operdtornorméban létezik. Igy T'(t) kompakt is minden ¢ > 0 esetén. O]
A félesoportok tulajdonsigai kozotti Osszefiiggéseket az alabbi diagram szemlélteti.

analitikus = azonnal differencidlhaté = differencialhatd

U U
(2.40) azonnal normafolytonos = normafolytonos
T i

azonnal kompakt — kompakt
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2.5.5. Példak
Nilpotens félcsoportok

A

f(s+1t), has+t<1,
T(t)f(s) =
0, ha s+t >1,

nilpotens félcsoport Cy[0, 1)-en (vagy LF[0, 1]-en) tipikus példa olyan félcsoportra, ami
,jO” tulajdonsagokkal rendelkezik ¢ > 1 esetén, t < 1 esetén viszont nem. Pontosabban,
t > 1-re normafolytonos, differencialhato és kompakt, de nem azonnal differencialhato,

nem azonnal normafolytonos és nem azonnal kompakt.

Szorzasfélcsoport

Az[1.34] Definiciénak megfelelden legyen
Mq : f = q - f

szorzasoperator a X = Cy(Q2) (vagy X = LP(Q)) téren valamely ¢ : Q — C folytonos
fiiggvényre. Ha sup,.q Re ¢(s) < oo, akkor

T,t)f:=¢e9-f, t>0

egy erésen folytonos félesoportot definidl (1d. az Allitést), amelyre a kovetkez6
teljestl (1d. a[2.65}, a[2.71] és a [2.74. Tételeket).

2.82. Tétel. Legyen (T(t)),~, az M, szorzisoperdtor dltal generdlt szorzdsfélcsoport X -
en. Ekkor

(a) (T,(t)) 1>0 pontosan akkor & szdgi korldtos analitikus félcsoport, ha

Yzs CC\ () = p(M,).
(b) (T4(t)),¢ pontosan akkor (azonnal) differencidlhatd t > to esetén, ha létezik ¢ > 0,

amelyre
{AeCice ™™ <|Im A} C C\q(Q) = p(M,).
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(¢) (Ty(t)),so pontosan akkor (azonnal) normafolytonos, ha

g)N{A e C:ReX > b}
korlatos minden b € R esetén.
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. O

A tételbdl kideriil, hogy a szorzasfélcsoportok esetén a spektrum elhelyezkedése karak-
terizalja a félcsoport regularitasi tulajdonsagait, a rezolvens becslésére nincs is sziikség.
Mivel a generator spektruma a ¢ fiiggvény képhalmazanak lezartja, ezért a ¢ fuiggvény
tulajdonsdgai kozvetleniil megfelelnek az M, operator, és ezzel egyiitt a (T;(t)),s, félcso-

port tulajdonsagainak.
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2.6. Feladatok

2.1. Feladat. Legyen 2 C R", és D az ()-n értelmezett kompakt tartéju folytonos
fuggvények tere. Igazoljuk, hogy ha M, egy Cy(€2)-n értelmezett szorzasoperator, akkor

D ennek lényeges része (core-ja)!

2.2. Feladat. Legyen Q C R", X := Cy(Q). Legyen (T'(?)),», erdésen folytonos félcsoport
X-en, amelynek generatora (A, D(A)). Igazoljuk, hogy a kovetkezé allitasok ekvivalensek!

(1) (T'(t)),>o algebra-homomorfizmusokbdl &ll, vagyis
T(f-9)=TM)f-T(t)g, fgeXt=>0;
(ii) (A, D(A)) derivdlds, vagyis D(A) az X részalgebraja, és
Af-9)=Af g+ f-Ag. [f,9€D(A).

(Segitség: a (ii) = (i) irdnyhoz tekintstk az s — T(t — s)[T(s)f - T(s)g], 0 < s < 't
leképezést!)

2.3. Feladat. Legyen M, szorzasoperator X = Cy(R; )-on, és definidljuk az
A= My Mq
0 M,
operatort D(A) = D(M,) x D(M,) értelmezési tartomannyal X x X-en.

(a) Igazoljuk, hogy ha ¢(s) =is, s > 0, akkor [|[R(\, A)|| < 2/x, A >0, de (A, D(A)) nem

generator!
(b) Adjunk meg olyan g nemkorlatos fiiggvényt R, -on, amelyre A generator!
(c) Keressiink sziikséges és elégséges feltételt g-ra, hogy A generdtor legyen!

2.4. Feladat. Legyen (T'(t)),, er6sen folytonos félcsoport az X Banach-téren. Mutas-
suk meg, hogy ha létezik olyan ¢, > 0, amelyre Id —T'(¢y) kompakt, akkor (7(t)),-,
bedgyazhato egy (1'(t)),cg csoportbal (Segitség: elég megmutatni, hogy a 0 nem sajété_l"—
téke T'(tp)-nak.)
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3. fejezet

Félcsoportok perturbacidja és

approximacidja

Probléma: Legyen A : D(A) C X — X egy (T'(t)),5, erésen folytonos operator-
félcsoport generdtora, és legyen B : D(B) C X — X egy masik operator. Keressiink
feltételeket B-re, hogy az A + B Osszeg egy (S(t)),s, erésen folytonos operatorfélcsoport

generatora legyen.

3.1. Példa. Legyen (A, D(A)) egy nemkorlatos generator, tehat D(A) C X valodi siir(
altér, és B := —A. Ekkor A+ B az azonosan 0 operator, egy valddi stirti altéren definidlva,
amely igy nem zart, tehat nem lehet generator. Legyen most B := —2A. Ekkor A+ B =
—A, D(A+ B) = D(A), amely pontosan akkor generdtor, ha A egy csoport generatora.
El6fordulhat az is, hogy B is generétor, de D(A) N D(B) = {0}.

3.1. Korlatos perturbaciék

3.2. Tétel (Korldtos perturbéci6). Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),s, erdsen folytonos fél-

csoport generdtora az X Banach-téren, amelyre
IT(t)|| < Me™, t>0.
Ha B € Z(X), akkor

C:=A+B, D(C)=D(A)
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is egy (S(t)),>, erdsen folytonos félesoport generdtora, amelyre
1S(1)|| < MelwHMIBINE ¢ > 0.

Bizonyitds. Els6 1épésben tegyiik fel, hogy w = 0, M = 1. Ekkor minden A > 0 esetén
A€ p(A), és
A—C=AX—A—-B=(Id-—BR(MNA))(AN—A).

Mivel A — A bijektiv, ezért A — C pontosan akkor lesz bijektiv (azaz pontosan akkor lesz
A € p(C)), ha Id —BR(\, A) invertalhat6. Ha ez teljestil, akkor

(3.1) R(\,C) = R\, A)[Id—BR(\, A)]*

Legyen most Re A > || B||. Ekkor a Hille-Yosida-tétel alapjan
|IBR(\, A)|| < IBll/Rex < 1,

tehat A € p(C), és

(3.2) R\ C) f; BR(), A))

A C rezolvensének norméajat az alabbi médon becstilhetjiik:

1 1 B 1
ReX 1—IBl/rRex Rel—|B|’

(O] /[

ha ReX > ||B|. Igy a [2.31] Kovetkezmény alapjan C egy (S(t)), erésen folytonos

félcsoportot general, amelyre
IS < e, ¢ > 0.

Altalanos w € R és M > 1 esetén elészor atskalazzuk a félesoportot (1d. a[2.2.1} alpontot)
tgy, hogy w = 0 legyen, tehat ||T'(¢)|| < M. Vezessiik be a

]l := sup | T'()|

>0
norméat X-en! Ez a norma ekvivalens az eredetivel, és
[zl <[l < Ml
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Tehat a ||| normdra nézve (1'(t)),, kontrakcié-félesoport lesz, tovabba
Bl < MBIl - [[=[] < MI|BI[- |||l

minden z € X esetén. A bizonyitds elsé része alapjan igy C' egy (S(t)),, erésen folytonos

félcsoportot general, amelyre
IS < MBIt < MBIt

Tehét
1S @t)z]| <I|SE)lll < MBI ] < MeMIPI. ||z

minden ¢ > 0 esetén, ami éppen a kivant becslés w = O-ra. O

Vegyiik észre, hogy a perturbalt operator rezolvensére kaptunk egy (3.2]) végtelen
soreldallitast, mig a generalt félcsoportnak csak a létezését bizonyitottuk. Célunk, hogy

a félcsoportot is allitsuk el6 valamilyen médon az eredetibdl.

3.3. Kovetkezmény. Legyen (T'(t)),s, erdsen folytonos félcsoport, amelynek generdtora
(A, D(A)), legyen B € Z(X) és (S(t))o a C:= A+ B dltal generdlt erdsen folytonos
félcsoport. Ekkor minden x € X ést > 0 esetén

t
(IE) S(t)x = T(t)r + / T(t — 5)BS(s)x ds.
0
Bizonyitds. Legyen x € D(A), és tekintsik a
[0,t] 2 s+ &(s):=T(t—5)S(s)r e X
figgvényt! Mivel D(A) = D(C) invarians mindkét félcsoportra nézve, ezért
;fx(s) =T(t—s)CS(s)x —T(t —s)AS(s)xr =T(t — s)BS(s)z.
s
Ebbodl
t t
St — T(t)x = &,(t) — &(0) = / £ (s)ds = / T(t — $)BS(s)z ds.
0 0

Mivel D(A) siiri és a szereplé operatorok korldtosak, az egyenlet adédik minden x € X-
re. ]
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Vegyiik észre, hogy ha a fenti £, fiiggvényt a
&:(s) = S(s)T(t — s)x
fiiggvénnyel helyettesitjiik, akkor egy hasonlo
(IE¥) Sty =T + | " S(s)BT(t — s)z ds

integrélegyenlethez jutunk. Az (IE) és (IE*) egyenleteket szokds konstansvaridcios for-
muldknak is hivni.

Ahhoz, hogy az (IE) egyenletet megoldjuk, operatoregyenletté fogjuk atirni a
(3.3) Xio = C ([0, 0], Ls(X))

fuggvénytéren, amely azokat az F' : [0, 1] — Z(X) fuggvényeket tartalmazza, amelyekre
at+— F(t)x leképezés minden x € X esetén folytonos [0, p]-on. Az X}, tér Banach-tér
az

[Fllos == sup [[F(s)]|

s€[0,to]

norméval.

3.4. Definicié. Legyen (7'(t)),s, er6sen folytonos félcsoport az X Banach-téren, B €
Z(X). Ekkor tetszoleges tg > 0 esetén a V =V, : &) — &4y,

(3.4) (VE) W= [ Tt — $)BF(s)z ds.

(z € X, F € &, 0 <t <tg) képlettel definidlt operdtor a (T'(t)),s, félcsoporthoz és a

B operatorhoz tartozo absztrakt Volterra-operdtor.

3.5. Lemma. Legyen (T'(t)),», erdsen folytonos félcsoport az X Banach-téren, B €
Z(X), ésV a hozzajuk tartozé absztrakt Volterra-operdtor. Ekkor V' korldtos linedris

operdtor az Xy, Banach-téren, és

(M| Bl[to)"

n
v < S

minden n € N esetén, ahol M := supygo . [|T(s)||. Kévetkezésképpen, a spektrdlsugdrra
r(V) =0.
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Bizonyitds. Kovetkezik a skalar értéktt Volterra-operatorra vonatkozd megfelel6 allitas-

bél, igy nem részletezziik. O

A legutébbi allitasbol kovetkezik, hogy 1 € p(V), és az
R(1,V) = (1d—V)~ Z vn

Neumann-féle soreldéllitas érvényes. Az (IE) integrélegyenletet a Volterra-operator se-
gitségével
T() = (1d=V)5()

alakban irhatjuk fel, ahol T'(-), S(-) € X,,. Igy kapjuk, hogy
(3.5) S()=RLV)T()= > V"T(),

ahol a sor az X, térben konvergal. Atirva a (3.5) végtelen sort tetszdleges t € [0, to)-ra
az (S(t)),s, félesoport egy eldallitasat kapJuk A kapott végtelen sort szokas Dyson—

Phillips-sornak nevezni.

3.6. Tétel. Legyen (S(t)),s, az A+B operdtor dltal generdlt félcsoport, ahol A a (T'(t)),s,
erdsen folytonos félcsoport generdtora az X Banach-téren, és legyen B € £ (X). Ekkor

(3.6) awzizaw
ahol Sy(t) =T(t),

(3.7) Senr(t) = V(1) = [ Tt — $)BS,(s) ds.

A Dyson—Phillips-sor az .2 (X) operdtornorméjaban konvergens, és mivel a [3.5]
Lemmaban ty-t tetszolegesen nagynak valaszthatjuk, a konvergencia R, kompakt inter-
vallumain egyenletes. Masrészt, a definiciéban az integral pontonként, azaz az eros
topoldgiaban értendoé.

A Dyson—Phillips-sor és az (IE) integralegyenlet lehetévé teszi az eredeti és a pertur-

balt félcsoport kvalitativ tulajdonsdgainak 0sszehasonlitasat.
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3.7. Kovetkezmény. Legyenek (T(t)),5q €s (S(t)),sq erdsen folytonos félcsoportok, ahol
(S(t));0 generdtora a (T(t)),s, generdtordnak egy korldtos perturbicidja. Ekkor létezik

olyan M > 0 konstans, hogy
(3.8) I7() - S| < £,
ha t € [0,1].

Bizonyitds. Az (IE) integralegyenletbdl kapjuk, hogy

70 = S0l < [ 1T (¢ = 9)BS(s)al]ds

<t sup [T(r)|| sup [[S(s)|| - [|B]l - [l=|,
] s€[0,1]

rel0,1
haz € X, t €]0,1]. O

Most vizsgaljuk meg, hogy a[2.5] alfejezetben targyalt regularitasi tulajdonsagok koziil

melyek 6rzédnek meg a perturbalt félcsoportra.

3.8. Allitas. Legyen (T'(t)),>o erdsen folytonos félcsoport az X Banach-téren, amelynek
generdtora (A, D(A)), és legyen B € £(X). Ekkor

(a) Ha (T(t)),so analitikus, akkor az A+ B dltal generdlt (S(t)),>, félcsoport is az.
(b) Ha A kompakt rezolvensii, akkor A+ B is az.
Bizonyitas.

(a) A Tételhez hasonléan meggondolhatd, hogy ha A analitikus félcsoportot gene-
ral, akkor valamely ¥ € (0,7/2) szamra az e*'? A operdtorok egy-egy erdsen folytonos
félcsoport generatorai. Ha B € Z(X), akkor a Tétel szerint et'’(A + B) is
félesoportot generdl. Ekkor 1étezik olyan w > 0, hogy az e*'?(A + B — w) operéto-
rok korlatos félcsoportot generalnak. A [2.65] Tétel alapjén ez ekvivalens azzal, hogy
A+ B—w korlatos analitikus félcsoportot general. A. Allit4sbol pedig kovetkezik,
hogy ekkor A + B egy analitikus félcsoport generatora.

(b) Az &llitds kovetkezik abbdl, hogy a (3.1]) egyenléség alapjan R(A\, A+ B) a kompakt
R(\, A) és a korlatos [Id —BR(\, A)]~! operatorok szorzata. O
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Az alabbi két allitas a konvolucié és a Dyson—Phillips-sor tulajdonsagaibol adodik, a

bizonyitasokat itt nem részletezziik.

3.9. Allitas. Legyen (T'(t)),5¢ normafolytonos (vagy kompakt) félcsoport az X Banach-
téren, amelynek generdtora (A, D(A)), és legyen B kompakt operdtor. Ekkor az A+ B
altal generdlt (S(t)),sq félcsoport is normafolytonos (illetve kompakt).

3.10. Allitas. Legyen (T'(t)) ;>0 azonnal normafolytonos (vagy azonnal kompakt) félcso-
port az X Banach-téren, amelynek generdtora (A, D(A)), és legyen B € £ (X). Ekkor
az A+ B dltal generdlt (S(t)),so félcsoport is azonnal normafolytonos (illetve azonnal
kompakt). )

3.2. Kontraktiv és analitikus félcsoportok perturba-
cioi

Ha D(A) N D(B) tul kicsi (a lezértja nem stirii altér X-ben), akkor nem remény-

kedhettink benne, hogy A + B (alkalmas kiterjesztése) generator lesz. Az alabbiakban

nem a korlatossagot tessziik fel B-rél, hanem csak annyit, hogy ,elég kozel van” az A

operatorhoz.

3.11. Definicié. Legyen A : D(A) C X — X linedris operator az X Banach-téren. Azt
mondjuk, hogy a B : D(B) C X — X operator (relativ) A-korldtos, ha D(A) C D(B),

és 1éteznek olyan a,b > 0 konstansok, amelyekre minden z € D(A) esetén
(3.9) [ Bz|| < al|Az|[ + bz
A B operator A-korlatja
ap = inf{a > 0 : 1étezik olyan b > 0, amelyre fennéll}.
A kovetkezOkben bizonyitas nélkiil mondunk ki két tételt A-korlatos perturbaciékrol.

3.12. Tétel. Legyen (A, D(A)) egy kontrakcid-félcsoport generdtora, és tegyiik fel, hogy
a (B, D(B)) operdtor disszipativ, és A-korldtos ay < 1 A-korldttal. Ekkor (A+ B, D(A))

s kontrakcio-félcsoportot generdl.
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3.13. Tétel. Legyen (A, D(A)) egy analitikus félcsoport generdtora. Ekkor létezik olyan
a > 0 szdm, hogy minden olyan B A-korlditos operdtor esetén, amelynek A-korlitja

ap < a, az (A+ B, D(A)) operdtor is analitikus félcsoportot generdl.
A kovetkezd definicié olyan B operatorokrél szol, amelyek kompaktak Xi'-n.

3.14. Definicié. Legyen (A, D(A)) zart operator az X Banach-téren. Azt mondjuk, hogy
a B:D(B) C X — X operator (relativ) A-kompakt, ha D(A) C D(B), és B: X; — X
kompakt, ahol X{* = (D(A), || - ||4) a graf-norméval elldtott D(A) Banach-tér.

3.15. Tétel. Legyen (A, D(A)) egy erdsen folytonos félcsoport generdtora az X Banach-
téren, és teqyiik fel, hogy a B operdtor A-kompakt. Ha X reflexiv vagy B lezdrhato, akkor

az aldbbiak teljestilnek.

(a) Ha A és B disszipativ is, akkor (A+cB, D(A)) kontrakcio-félesoportot generdl X -en

minden ¢ > 0 esetén.

(b) Ha az A dltal generdlt félcsoport analitikus, akkor (A + ¢B, D(A)) analitikus félcso-

portot generdl X-en minden c € C esetén.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O

3.3. Tovabbi perturbaciok

Az eddigi perturbacios tételek A+ B rezolvensének explicit alakjan (1d. a egyen-
16séget) és a Hille-Yosida-tételen multak. Ez a megkozelités azonban csak nagyon specia-
lis perturbécidk esetén miitkodik (ha a perturbélé operator korlétos, vagy a perturbalandé
félcsoport kontraktiv ill. analitikus). A tovabbiakban néhany olyan perturbéciés tételt
mondunk ki, amelyek az (IE) ill. (IE*) integralegyenleteken alapulnak, és ezaltal kii-
l6nféle nemkorlatos perturbaciok esetén is jol hasznalhatok. Mielott ezekre ratérnénk,

szitkségiink lesz bizonyos Szoboljev-terek ismeretére.

3.3.1. Kis kitéro a Szoboljev-tornyok felé

Legyen (A, D(A)) a (T(t)),», erésen folytonos félcsoport generdtora az X Banach-
téren. Atskaldzas utén feltehetd, hogy wy < 0, tehat A invertalhatd, azaz létezik A~! €
Z(X). Az aldbbiakban minden n-re bevezetiink egy Gj normat D(A™)-en.
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3.16. Definicid. Legyen n € N, x € D(A"™). Ekkor definidlja
]l = [|A"]],

és legyen
Xy = X;1 = (DA, || - 1)

a (T'(t)),5¢-hez tartozé n-edik Szoboljev-tér. A T(t) operdtorok megszoritdsét jelolje
T.(t) :==T(t)|x,-
Kideril, hogy a T,,(t) operatorok nagyon jol viselkednek X,,-en.

3.17. Allités. A . Definicioban szerepld terekre és operdtorokra az alabbiak teljestil-

nek.

(a) Minden n-re X,, Banach-tér.
(b) A (T,(t));>0 egy erdsen folytonos félesoport X,,-en.
(c) A (Tu(t)),s félcsoport A, generdtora az A operdtor része X, -en, vagyis
D(A,) ={r € X,,: Az € X,,} = D(A™") = X,, 14,
Apx = Az, x € D(A,).
Bizonyitds. Az allitast elegend6 n = 1-re megmutatni, utdna indukcioval kévetkezik.

(a) Mivel A zart operdtor, ezért az ||z||a = ||z| + ||Az| graf-norméval (D(A),]|| - [|a)
Banach-tér. Megmutatjuk, hogy |[|-||; ekvivalens ||-|| 4.-val, amibdl az allitas kovetkezik.

Nyilvan:
lzlla = ll=ll + [|Az|| = [[A7" Az|| + [[Az| < (AT + 1) - [|[s
< (A7 +1) - [l a
ha x € X; = D(A).

(b) AR.4 Lemma (b) pontja alapjan T'(t) énmagaba képezi X;-et. Mésrészt, T (t) kor-

latos operator Xi-en, hiszen
11 @)z = AT @)z || = [T (@) Az|| < [[T@)] - lzll, 2 € X,
tehat (7,,(t)),s, félesoportot alkot Xj-en. Az erds folytonossdg kévetkezik abbél, hogy

T (t)x — ||y = ||T(t)Ax — Az|| — 0, t10, z € X;.
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c) A2.2.1] alpontbdl kovetkezik. O]
(c) p

A fenti tereket és félesoportokat a [3.1] dbra szemlélteti. Ehhez gondoljuk meg, hogy
A, izometria is X,,;1-b6l X,,-be. Vezessiik be az Xy := X, Ty(t) := T(t) és Ay == A

jeloléseket.

To(t
X, o(t) X,
Ao At
Tl(t) Y
X, X = (D(A0)7 || ’ || )
Ay ATt
Tg(t) Y )
X X = (D(A1). |- 1l5) = (D(AD), I -1]5)
Ay At

3.1. dbra. A (T'(t)),5, félesoporthoz tartozé n-edrendii Szoboljev-terek, n > 0

Vegyiik észre, hogy X, ;1 C X, strd altér, mésrészt X, ; izometrikusan izomorf
Xn-el az A, operator altal. Hasonléan, a (T,41(t)),s, félcsoport egyrészt a (T,,(t)),»o

félcsoport megszoritasa, masrészt hasonlé hozza.

3.18. Kovetkezmény. Az dsszes (T,,(t)),sq félcsoport hasonld egymdshoz. Pontosabban,
Thia(t) = AMT, (D) A, = T(t)|x,, n>0.

Emiatt a (T,,(t)),»q félcsoportok spektrumai, spektralkorldtjai, névekedési korldtjai, stb.

mind megegyeznek.

A fenit konstrukcié soran az n + l-edik Szoboljev-teret az n-edik Szoboljev-térbol
definialtuk. Mivel X, 1 strli X,-ben, ezért az eljarast megfordithatjuk azaltal, hogy
X,-et X,,11-bdl nyerjiik az

[l = [ Ap 12 llnsa
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norma teljessé tételével. Ezt tovabbgondolva a fenti diagramot egy két iranyban végtelen
diagrammad bovithetjik, az extrapoldcios vagy negativ rendli Szoboljev-terek bevezetésé-

vel.

3.19. Definicid. Legyen n € N tetsz6leges. Tegytik fel, hogy az (X_,41, || - ||-ns1) teret
és a rajta értelmezett (1-,,41(t)),5, erésen folytonos félcsoportot mér definialtuk. Legyen

A nr a (Tonga(t)) 5 félesoport generdtora. Ekkor legyen egy x € X, 11 vektor esetén
2]l —n == [IAZ 12l —nt1,

és legyen az

Xon = (X, |- [|-0)”
teljessé tétel a (T'(t)),so-hez tartozd —n-edrendi Szoboljev-tér. Legyen tovabbd (T-,,(t)) >
a (T-y41(t)) >0 erdsen folytonos félcsoport X _,-re val6 folytonos kiterjesztése, A_,, pedig

a (T_n(t)),5¢ félcsoport generatora.

Vegytik észre, hogy a T, (t) operatorok hasonlé tulajdonsédgokkal rendelkeznek, mint
a[3.17] Allitdsban, ezért az ott elmondottak érvényesek minden n € Z esetén is.

3.20. Tétel. A fenti definicioban szerepld terekre és operdtorokra az alabbiak teljesiilnek

minden m > n, m,n € Z esetén.

(a) X, Banach-tér, amely X,,-et siird altérként tartalmazza.
(b) A T,(t) operdtorok egy (Tu(t)),s, erdsen folytonos félesoportot alkotnak X, -en.

(¢c) A (Tu(t));so félesoport A, generdtordnak értelmezési tartomdnya D(A,) = X,y €s

A, az Ay, 2 Xona1 — Xo, operdator egyértelmi folytonos kiterjesztése X, 1-rol X, -re.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk, hasonléan megy, mint a[3.170 Allitds bizonyitasa. O]

Igy tehat Banach terek és rajtuk értelmezett félesoportok két irdnyban végtelen soro-
zatat hoztuk létre, amelyet a kovetkez6[3.2] dbra szemléltet. Ezt a konstrukeidt Szoboljev-
toronynak is szokas nevezni. Vegyiik észre, hogy a torony barmely k € Z szintjérdl indulva
ugyanazt a Banach-tér- ill. félcsoport-sorozatot nyerjiik. Tovabbd, tetszbleges X, (n € Z)
térre igaz, hogy — izomorfizmustél eltekintve — az X, altérnek teljessé tétele, m > n ese-
tén.

Szorzastélcsoportok esetén az Gsszes Szoboljev-tér konnyen azonosithato egy-egy konkrét

figgvénytérrel.
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A, A7)
Tfl(t) A 4 N
X X=X, [-1I7)
A, AT}
To(t) '
XO > 0
Ay At
Tl(t) Y
X, - X1 = (D(Ao), |- Iy)
Ay At

3.2. abra. A (T'(t)),5, félesoporthoz tartozd n-edrendii Szoboljev-terek, n € Z

3.21. Példa. Legyen X, := (Cp(Q2), a ¢ : 2 — C olyan folytonos fiiggvény, amelyre
sup,cq Req(s) < 0. Ahogy az|1.4.1] alpontban bevezettiik, definidlja

qu =q- f
a g-val val6 szorzasoperatort, és
T,(t)f =e"-f, t>0,f€ X,

a megfelel6 szorzasfélcsoportot. Ekkor az Xq = Cy(Q2) és X,, Szoboljev-terek minden

n € 7 esetén az

Xo={q " f:[eXot={9€C(Q):q" g€ Xo}

modon adhatok meg.
Hasonlo allitas igaz, ha az
X(]:LP(Q), 1§p<00
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térbol indulunk, és olyan g : Q — C mérhet6 fliggvényt tekintiink, amelyre esssup Re ¢ <
0,1d. az[1.4.2] alpontot. Ekkor a megfelel6 médon definidlva a szorzasfélesoportot, kapjuk,

hogy
X, = LP(Q’ ‘q’np ’ /Jl)a n € Z.
3.3.2. Desch—Schappacher-perturbacié

Ebben az alpontban olyan perturbaciékkal foglalkozunk, amelyek a Kovetkez-
ményben szerepl6 (IE) kontansvaridcios formula altaldnositasan alapulnak.

Legyen (T'(t)),, erésen folytonos félcsoport az X Banach-téren, és tekintsiik a m
alpontban bevezetett (1-,(t)),5, extrapoldlt félcsoportot az X_; Banach-téren. Ahogy

a (3.3)) egyenletben, definidljuk az
X, = C ([0, 0], Ls(X))

figgvényteret, amely olyan F : [0,tg] — Z(X) fuggvényeket tartalmaz, amelyekre a
t — F(t)x leképezés minden x € X esetén folytonos. Az X, tér Banach-tér az

[Flloc := sup [[F(s)]]

s€[0,to]

norméval. Ezen a téren definidljuk egy adott B € L(X, X_1) operator esetén a Vg abszt-
rakt Volterra-operdtort (1d. a[3.4] Definici6t) mint Vp : X, — X, operétort, amelyre

(Vo F)(t) = /Ot T \(t — s)BF(s)ds € £(X, X_1),

F e X, 0 <t <ty és az integral erés értelemben (pontonként) konvergdl X _j-en.

Tegytik fel, hogy minden F' € &, esetén
1. ran((VpF)(t)) C X, t € [0, 0],
2. a[0,tg] >t — (VeF)(t)x leképezés folytonos minden = € X esetén,
3. Vg korlatos operator Xj,-on, és ||Vg]|| < 1.

3.22. Definicié. Legyen (T'(t)),, erésen folytonos félecsoport az X Banach-téren, és
legyen (A, D(A)) a generatora. Ekkor definidlja

5}35 ={BecL(X,X_):Vge LX) ||Vs| <1},
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vagyis olyan operatorok halmazat, amelyek kielégiti a fenti 1 — 3. feltételeket. Ekkor S£ S

az A Desch—Schappacher-perturbdicioit tartalmazza.

3.23. Tétel. Legyen A a (T(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora az X Banach-

téren. Ha B € St]O)S valamely to > 0 esetén, akkor az
(A1+B)|lx, D(A1+B)|x)={xeX:A v+ Bre X}
eqy erosen folytonos félcsoport generdtora X -en.
Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]

A perturbalt operator altal generdlt félcsoportra hasonld reprezentaciok érvényesek,

mint a korlatos perturbaciok esetében.

3.24. Kovetkezmény. Legyen A a (T(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora az
X Banach-téren, B € SP° valamely to > 0 esetén. Ekkor az (A1 + B)|x operdtor dltal
generdlt (S(t)),>, félcsoportra teljesiil

(a) a konstansvaridcids formula, vagyis
t
(3.10) S(t) = T(t) +/ T \(t — s)BS(s)ds, t>0,
0
ahol az integrdl pontonként értendd az x € X wvektorokra,

(b) a Dyson—Phillips-soreldallitas, vagyis
(3.11) S(t) =Y Su(t), te]0,t]
n=0

ahol Sy(t) =T(t),

t
(3.12) Sii(t) = VigSa(t) = / T 1(t — §)BS,(s) ds.
0
Itt a sor Z(X)-ben konvergens, mig a integrdal az X erds topologidjdaban

van értelmezve.

A kovetkezokben kimondunk két allitdst bizonyitds nélkil, amelyek arrdl szolnak,

hogy a B € Stlg S feltételt hogyan lehet ellenérizni konkrét esetekben.
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3.25. Kovetkezmény. Legyen A a (T'(t)),5, erdsen folytonos félcsoport generdtora az
X Banach-téren, és legyen B € L(X, X _1). Tovdbba, tegyiik fel, hogy léteznek ty > 0 és
q € [0,1) szamok, amelyekre

1. [°T 1(to — s)Bf(s)ds € X és

2. || i Tt — $)BF(s) ds|| < gl fllo

minden f € C((0,to], X) esetén. Ekkor B € 8P, kivetkezésképp (A_y+ B)|x egy erdsen

folytonos félcsoport generatora X -en.

3.26. Kovetkezmény. Legyen A a (T'(t)),5, erdsen folytonos félcsoport generdtora az
X Banach-téren, B € L(X, X _1). Tovdbbd, tegyiik fel, hogy léteznek to > 0 és p € [1,00)
szamok, amelyekre

/Oto T 1(to — $)Bf(s)ds € X

minden f € LP([0,to], X) esetén. Ekkor B € SP%, igy (A_1 + B)|x egy erdsen folytonos

félesoport generatora X -en.

3.3.3. Miyadera—Voigt-perturbacio

Ebben az alpontban olyan perturbaciékkal foglalkozunk, amelyek a Kovetkez-
mény utan szerepld (IE*) kontansvariacios formula altalanositasan alapulnak, tehat va-
lamilyen értelemben a Desch—Schappacher-féle perturbaciok dualisai.

Kiindulasi pontunk ismét a
X, = C ([0, 0], Ls(X))

fliggvénytér, amely olyan F' : [0,t)] — £(X) fiiggvényeket tartalmaz, amelyekre a ¢ —

F(t)x leképezés minden xz € X esetén folytonos, és a tér az

[Flloc := sup [[F(s)]]

s€[0,to]

normédval Banach-tér. Legyen (7'(t)),, er6sen folytonos félcsoport az X Banach-téren,
és tekintsiink most egy B € L(X;, X) operatort. Definidljuk a Vi absztrakt Volterra-
operdtort (1d. a[3.4] Definiciét) mint V3 : X, — X, operdtort, amelyre

ViF)0) = [ "F(s)BT(t — s)ds € £(X), X),
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F € X,,, 0 <t <t ésazintegral erés értelemben (pontonként) konvergal X;-en. Tegyiik
fel, hogy minden F' € &}, esetén

1. az (VEF)(t) : X1 € X — X operdtor kiterjeszthet6 egy (VEF)(t) : X — X

korlatos operatorra,
2. a [0,t9] >t — (VEF)(t) leképezés erésen folytonos X-en, tehat V3 @ Xy — Xy,
3. V} korldtos operator X;,-on, és |[V3]] < 1.

3.27. Definicié. Legyen (T'(t)),5, er6sen folytonos félcsoport az X Banach-téren, és
legyen (A, D(A)) a generatora. Ekkor definidlja

Spy | =1{B € L(X1, X) : Vi € L(X,), [V <1}

az olyan operatorok halmazat, amelyek kielégiti a fenti 1 — 3. feltételeket. Ekkor St]:f Vi az

A Miyadera—Voigt-perturbdcioit tartalmazza.
Az aldbbi perturbaciés tétel a [3.23] Tétel analogonja.

3.28. Tétel. Legyen A a (T(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora az X Banach-

téren. Ha B € S}V valamely ty > 0 esetén, akkor az
A+ B, D(A+B)=D(A)
operdtor eqy erdsen folytonos félcsoport generdtora X -en.
Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]
A Miyadera—Voigt-perturbacidkra is érvényesek a korabban latott reprezentaciok.

3.29. Kovetkezmény. Legyen A a (T'(t)),, erdsen folytonos félesoport generdtora az X
Banach-téren, B € St]yv valamely to > 0 esetén. Ekkor az A+ B operdtor dltal generdlt
(S(t))ys0 félcsoportra teljesiil

(a) a konstansvaridcids formula, vagyis

313) SO =Twe+ [ "S(s)BT(t —s)zds, t>0, x € D(A),
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(b) a Dyson—Phillips-soreldallitas, vagyis

o0

(3.14) S(t) =Y _(V'T)(t), tel0,to,

n=0
ahol V := V3.

A kovetkezd allitas a konkrét példakban ellendrizhet6 in. Miyadera—Voigt-feltételrol
sz6l, amelybol kovetkezik, hogy B € St]g V. tehat A + B generator.

3.30. Allitas. Legyen A a (T'(t)),5¢ erdsen folytonos félcsoport generdtora az X Banach-
téren, B € L(X1,X), amelyre valamely q € [0,1) esetén

to
| IBT ()l s < gllefl, = € D(A)
Ekkor B € S%V, igy A+ B egy erdsen folytonos félcsoport generdtora X -en.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. O

3.4. Félcsoportok approximacidja

Ha egy bonyolultabb operatort és az altala generalt félcsoportot akarunk vizsgalni,
akkor a perturbéacié mellett a félcsoportok approximacidjahoz nytulhatunk. A [2.30] Hille—

Yosida-tételben definialtuk a korlatos operatorokbdl allé Yosida-approximéaciét mint az
A, :=nAR(n,A), neN

operatorokboél allé sorozatot, amelyek az (e4");>q egyenletesen folytonos félcsoportokat
generaljak. Felhaszndlva, hogy A, — A pontonként D(A)-n (Id. a [2.29] Lemma (i7)
pontjat) kapjuk, hogy a félcsoportok is konvergélnak, tehét

e 5 T(t), n— oo.

Ebben a fejezetben szisztematikusan fogjuk megvizsgalni, hogy hogyan fiigg 0ssze a fél-
csoportok, generatoraik, ill. azok rezolvenseinek konvergenciaja. A kévetkez6 példak mu-

tatjak, hogy a kérdésfelvetés korantsem trivialis.
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3.31. Példa. Legyen X = ¢y a nullsorozatok tere, és tekintsiik az
A(xy) = (ikxy)
szorzasoperatort
D(A) :={(zx) € co : (ikzy) € o}

értelmezési tartomannyal. Az|1.35 Allitds alapjan ismeretes, hogy (A, D(A)) egy erSsen
folytonos (7'(t)),, félesoportot generdl, amelyre

T(t)(xg) = (e*ay), t>0.
Ha A-t perturbaljuk a

P,(x) :=(0,...0,nx,,0,...)

korlatos operatorokkal, akkor az
A, =A+P, neN

operatorokat kapjuk. Ezek a . Tétel alapjan egy-egy erésen folytonos (T, (1)), fél-

csoportot generalnak, és minden z = (z) € D(A) elem esetén
|4ne — Aal| = | Pzl = nlza] =0, n— oo,

Azonban a (T,(t)),~, félcsoportok nem konvergalnak, hiszen

£>0
T (t) () = (ezy, ey, ... elintmty ittty 000,

tehat
1T, > e™, neN, t>0.

Ezért az egyenletes korlatossag tétele miatt 1étezik olyan x € X, amelyre (715,(t)x),,cn

nem konvergal.

3.32. Példa. Legyen A, := —n -1d, egy X # {0} Banach-téren. Ekkor az

1

R(\ A,) = gy

-Id, neN
rezolvensoperatoroknak létezik limesze,

R(A\) := lim R(\ A,),

n—o0

amelyre R(\) = 0, tehat a limesz nem lehet rezolvensoperator.
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3.4.1. Pszeudorezolvensek

Ebben az alpontban operatorok olyan csaladjait vizsgaljuk, amelyek teljesitik a (4.3)

rezolvensegyenldséget.

3.33. Definicié. Legyen A C C szamhalmaz, és tekintsiink egy R(\) € Z(X), A € A
operatorcsaladot. Azt mondjuk, hogy a {R(\) : A € A} operétorcsalad pszeudorezolvens,
ha

(3.15) RA) = R(p) = (p = NRNR(n), A p €A

A 3.32] Példédban szereplé {R(A) : Re A > 0} limeszoperédtorok (trividlis) pszeudor-
ezolvenst alkotnak, de mivel nem injektivek, ezért nem lehetnek rezolvensoperatorok. A

kovetkezo allitasban egy fontos példat latunk pszeudorezolvensre.

3.34. Allitas. Legyenek az A,, n € N operdtorok kontrakeid-félcsoportok generdtorai
X-en, és tegyiik fel, hogy valamely Ao > 0 esetén

n—oo

létezik minden x € X elemre. Ekkor

R(AN)z := lim R\, Az, xz€X

n—oo
egy {R(N) : Re A > 0} pszeudorezolvenst definidl a jobb félsikon.
Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]

Célunk — amely majd a félcsoport-approximéacios tételek bizonyitasdaban lényeges elem
lesz —, hogy feltételeket talaljunk arra, mikor lesz egy pszeudorezolvens valamely zart
operator rezolvensoperatoraival egyenlo. Miel6tt azonban erre ratérnénk, a pszeudor-

ezolvensek néhany fontos tulajdonsagaval ismerkediink meg.

3.35. Lemma. Legyen {R(X) : A € A} pszeudorezolvens X -en. Ekkor minden A\, € A

esetén
(a) RINR(1) = R(u)R(N), vagyis az operdtorok felcserélhetdk;
(b) ker R(\) = ker R(u);
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(c) ran R(\) = ran R(p).
Bizonyitds. (a) Kovetkezik a egyenletbol.
(b) és
(c) Atirva a egyenletet kapjuk, hogy
RO = R(u) [[d+(1 — VYR = [[d+(s — VRO R().

Ebbdl adédik, hogy ran R(A\) C ranR(u) és ker R(u) C ker R(A). A szimmetria

miatt a forditott tartalmazasok is teljesiilnek. n

Tehat ha megkoveteljiik, hogy valamely A € A esetén ker R(A) = {0} és ranR(\)
stirt legyen, akkor ez a pszeudorezolvens minden elemére igaz lesz. Az alabbi allitas azt
mondja, hogy ilyen esetben az operatorcsalad valamely zart, stirin definialt operator

rezolvensoperatorainak részhalmaza.

3.36. Allitas. Legyen {R(\) : A € A} pszeudorezolvens X -en. Ekkor az aldbbi dllitdsok

ekvivalensek.

(i) Létezik eqy (A, D(A)) zdrt, siirin definialt operdtor, amelyre A C p(A) és R(A\) =
R(\, A) minden A € A esetén.

(77) ker R(A\) = {0} és ran R(A) stirid X -ben valamely/minden A € A esetén.

Bizonyitds. Elég megmutatni a (ii) = (¢) irdnyt. Mivel R(A) injektiv, ezért definialhat-

juk valamely A\g € A esetén az
A= —R(XN)*
operatort, amely zart lesz, és D(A) = ran R(\g) stirti. Ekkor
(Ao — A)R(N) = 1d

és
R(Xo)(Ao — A)z =z minden z € D(A) esetén.
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Tehat R(Ag) = R(Xo, A). Ha A € A tetsz6leges, akkor a (3.15]) egyenlet alapjan

(A= A)RA) = [(A = Xo) + (Ao — A)R(N)
= [(A = 20) + (Ao = A)IR(Ao)[Id =(A = Ao)R(N)]
= Id+(A = 20)[R(Ao) = R(A) = (A = A0)R(A)R(Ao)]
=1d.
Hasonlban lathaté, hogy R(A)(A — A)z = x is teljesiil minden z € D(A) esetén. Ebb6l
kovetkezik, hogy R(A) = R(A, A) minden A € A esetén, és adddik az is, hogy A definiciéja

nem fligg \y valasztasatol. O
Az aldbbiakban egy hasznos elégséges feltételt adunk arra, hogy mikor teljesiil a fenti

allitas (i) pontja.

3.37. Kovetkezmény. Legyen {R(X\) : A € A} pszeudorezolvens X -en, és tegyiik fel,

hogy A tartalmaz egy (A,)nen nemkorldtos sorozatot. Ha

(3.16) Iim A R(A)z =2 minden x € X-re,

akkor {R(N\) : A € A} egy zart, sirin definidlt operdtor rezolvensoperdtoraibol dll.
A feltétel fenndll példdul akkor, ha ran R(\) strd X -ben és létezik olyan M > 0
konstans, hogy

(3.17) MR\ < M minden n € N-re.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy a (3.16) feltétel teljesiil. Ekkor a Lemma (c) pontja

szerint tetszoleges A € A esetén

X = [JranR(\,) =ranR(\),

neN

tehat ran R(\) stirti. Masrészt, ha x € ker R()), akkor
x = lim \,R(\,)z =0,
n—oo

vagyis ker R(\) = {0} is igaz. Igy az els6 allitas a [3.36, Allitas (i7) pontjabol kovetkezik.
A (3.17) becslés alapjan
IROWI <




tehat ||R(\,)|| — oo, n — oo. A (3.15) egyenléség miatt tetszéleges p € A esetén

lim [[(AR(An) = I)R(p)[| = 0,

n—o0

vagyis ha x € ran R(u), akkor
lim \,R(\,)z = z.
n—o0

Mivel ran R () stiri a feltétel szerint, a (3.17)) alapjan pedig a A, R(A,,), n € N operéatorok
egyenletesen korlatosak, ezért a Banach—Steinhaus-tétel miatt (3.16|) kovetkezik. O

3.4.2. Approximacios tételek

Ebben az alpontban félcsoportok, generatoraik és azok rezolvenseinek pontonkénti
konvergencidjaval foglalkozunk.
Az elsé eredmény arrdl az esetrdl szol, amikor tudjuk, hogy a generdtorok limesze is

generator.

3.38. Tétel (Els6 Trotter-Kato approximaciés tétel, 1958-59). Legyenek (T'(t)),s, €s
(T0(t)) =0, m € N erdsen folytonos félcsoportok X-en, amelyek generdtorai A ill. A,
n € N. Teqyiik fel, hogy léteznek olyan M > 1, w € R szdmok, amelyekre

IO T @) < Me™, t>0, neN.
Legyen D az A lényeges része, és tekintsik az alabbi dllitdsokat.
(a) D C D(A,) minden n € N esetén, és A,x — Ax, x € D.
(b) Minden x € D esetén létezik olyan x, € D(A,), n € N sorozat, amelyre

T, — T, €s Az, — Ax.

(¢) R(\ Ap)x — R\, A)z, n — oo minden x € X és valamely/minden \ > w esetén.

(d) T,(t)r — T(t)x, n — oo minden x € X esetén, kompakt intervallumokon t-ben

egyenletesen.

Ekkor
(a) = (b) <= (¢) <= (d),

(b)-b6l dltaldban nem kovetkezik (a).
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Bizonyitds. A bizonyitas elején atskalazas utan feltessziik, hogy
ITO @] <M, t>0, neN.
(a) = (b) : Rogton adddik, hiszen x,, := x, n € N valaszthatd.

(b) = (c) : Legyen A > 0. Mivel a [2.30, Hille-Yosida-tétel szerint

M
IR A < 5 e,

ezért elég megmutatni, hogy

R(A, An)y — R(A, A)y,
ha y eleme a (A — A)D stir(i altérnek. Legyen = € D, és legyen y := (A — A)z. A (b)
feltétel szerint létezik olyan x,, € D(A,), n € N sorozat, amelyre

Tn — x, és Ay, — Ax,
tehat

Un = (A= Az, = y.
lgy

IR(A, An)y — RA, Ayl < [R(A, An)y — RO, An)ynll + [[1R(A, An)yn — R(A, A)y]|
<R Al ly = ynll + lzn —2fl = 0, 7 — oo,
(¢) = (b) : Legyen = € D tetszéleges és A > 0 rogzitett. Ekkor x = R(X, A)y alaka
valamely y € X elemre, legyen z, := R(\, A,)y. Igy
Anxn = AnR(/\7 An)y = )\R()\, An)y - Y,
és
Az = AR(N, A)y — v,
tehat A, x,, — Ax.
(d) = (c): A Tétel szerint minden A > 0 és € X esetén
|R(N, A)z — R(A, Ap)z|| < / e MT () — T, ()| dt.
0

Az allitas a Lebesgue-féle domindlt konvergenciatételbdl adédik.

(¢) = (d) : Meglehetésen hosszadalmas, technikai bizonyitas, amely a pszeudorezolvensek
elméletét hasznalja. Nem részletezziik.

Arra, hogy (b)-bél nem kovetkezik (a), létezik ellenpélda. O
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A fenti tételben fel kellett tenniink, hogy az A limeszoperator 1étezik és generator. Az
alkalmazasokban azonban leggyakrabban valamilyen médon kozeliteni akarjuk A-t, és a
kozelités tulajdonsagaibdl szeretnénk kovetkeztetni arra, hogy A generator. Hasonléan, az
A altal generalt félcsoportot mint az A,, kozelité generatorok altal generalt félcsoportok

limeszét szeretnénk megkapni. A kévetkezd tétel errdl szol.

3.39. Tétel (Masodik Trotter-Kato approximécios tétel, 1958-59.). Legyenek (T,(t))
n € N erdgsen folytonos félcsoportok X -en, amelyek generdtorai A,, n € N. Tegyiik fel,

>0’

hogy léteznek olyan M > 1, w € R szdamok, amelyekre
IT.()] < Me™, 120, neN.
Legyen \g > w, és tekintsik az aldbbi allitasokat.

(a) Létezik eqy (A, D(A)) siriin definidlt operdtor, amelyre A,z — Az minden x € D
esetén, ahol D az A lényeges része. Tovdbbd, (Ao — A)D strd X-ben.

(b) Az R(Xo, An), n € N operdtorok pontonként tartanak eqgy R € £(X) operdtorhoz,

amelyre ran R stri X -ben.

(¢c) A (T,(t));50, n € N félcsoportok pontonként (kompakt intervallumokon t-ben egyen-
letesen) konvergdlnak egy (T'(t)),s, erdsen folytonos félesoporthoz, amelynek generd-

tora B, és R = R(\o, B) (ahol R a (b)-beli operdtor).

Ekkor
(a) = (b) <= (),

és ha (a) fenndll, akkor B = A.
Bizonyitas. A bizonyitas elején atskalazas utan feltessziik, hogy
IT.( <M, t>0,neN.

(a) == (b) : Mint a fenti bizonyitasban, elegendé a konvergenciat (R(Ao, Ay,)y), ey SOTO-
zatokra bizonyitani, ahol y = (Ag — A)z, z € D. Ez pedig azért teljesiil, mert

R()\o, An)y = R()\O, An>[()\0 - An)ZL' - ()\0 - An).’L' + ()\0 — A)ZL’]
=x+ R(N\o, A,)(Apr — Az) - 2 = Ry, n — 0.
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Tovabba, ran R tartalmazza D-t, tehat stirii X-ben.
(b) = (c) : A[3.34, Allitds miatt a feltételbdl kovetkezik, hogy az

RNz = lim R\, Ap)z, z€X

n—oo
moédon definidlt {R(N\) : A > 0} operatorok léteznek, és pszeudorezolvenst alkotnak.
Tovabba, a [2.30, Hille-Yosida-tétel miatt [|AR(X, A,)|| < M, A > 0, ezért

[ARN)|| < M, X>0.
Mivel R(A\)* = lim,_,o R(\, A,)* minden k € N természetes szamra, ezért
INRONE| <M, A>0, keN

is teljestl. A feltétel szerint ran R(\) = ran R()\¢) = ran R, igy ran R(\) stirti X-ben (min-
den A > 0 esetén). Tehét a . Kovetkezménybdl adodik, hogy 1étezik egy (B, D(B))
zéart, stirtin definidlt operéator, amelyre R(\) = R(A, B), A > 0. Az eddigiek alapjan B-re
teljestil a [2.30] Hille-Yosida-tétel feltételeinek megfeleld

INRO\, BYE|| <M, A>0, keN

becslés, ezért B egy (T(t)),-, erésen folytonos félesoportot general X-en. Igy alkalmaz-
hatjuk a W Els6 Trotter—Kato-tétel (c) = (d) kovetkeztetését, miszerint a (715,(t)) o,
n € N félesoportok a kivant médon tartanak (T'(t)),o-hez.

(¢) = (b) - AB.38] Els6 Trotter—Kato-tétel alapjén adodik.

Végiil megmutatjuk, hogy ha (a) fennéll, akkor B = A. Mivel R()\g, B) = R, ezért

Mivel D az A-nak is lényeges része, ezért

R\, B) Ao — Az =z, z < D(A)

is teljesiil. Ebbél kovetkezik, hogy A\g nem approximativ sajatértéke A-nak (Id. a 4.6}
Definici6t). Tovabba, mivel ran(Ag — A) stirli X-ben, ezért A\g nem lehet rezidudlis spekt-
rumpontja sem A-nak (Id. a . Definici6t). Igy szitkségképpen \g € p(4) (1d. a
egyenléséget), és R(\o, B) = R(\g, 4), tehdt B = A kovetkezik. O

A Masodik Trotter—Kato-tétel kiilonosen nagy jelentéségli az alkalmazasokban: alap-
jat képezi szamos numerikus és operatorelméleti approximéacios sémanak. A kdvetkezo

alpontban néhany ilyen példat néziink meg.
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3.4.3. Példak

A Trotter—Kato-tételek bizonyitanak egyik f6 eszkoze a Hille—Yosida-tétel volt. Meg-

forditva, a Hille-Yosida-tételt egy approximacios séma segitségével bizonyitottuk.

3.40. Példa (Yosida-approximdcid). Legyen (A, D(A)) egy olyen operdtor, amely a[2.30]
Hille-Yosida-tétel (kontrakciés eset) (i7) feltételeit kielégiti. Ekkor minden n € N esetén
definialhatjuk az

A, :=nAR(n,A) € Z(X)

Yosida-approzimdciét. A 229 Lemma alapjan az (A,)nen sorozat D(A)-n pontonként
tart A-hoz. Mivel a feltétel szerint A — A sziirjektiv, ezért alkalmazhatjuk a[3.39, Mdsodik
Trotter-Kato-tételt, és kapjuk, hogy létezik egy (T'(t)),», erdsen folytonos félcsoport,
amelyre )

T(t)x = lim ey, 2 € X,
és a félcsoport generatora A. Ez természetesen egy ,farkaba harapo kigyo” érvelés.

A kovetkezd példaban egy klasszikus tétel bizonyitunk ujra.

3.41. Példa (Weierstrass approximaciés tétel). Tekintsik az X := Cy(R) vagy X =

Cub(R) teret, és a rajta értelmezett baleltolds-félcsoportot:
(T f)(s) = f(s+1), steR

Ennek generatora

Af=f, DA ={feX:f X},
1d. a[2.2.2] alpontot. Definidlja az A,, n € N korlatos operdtorokat

_T(jn)—1d
Ani=

n € N.
Ekkor az A,, n € N operatorokra az alabbiak teljestilnek:
1. kommutélnak a T'(t) operatorokkal;

2. kontrakcio-félcsoportokat generalnak, hiszen

HetAnH — ||ent(T(1/n)—Id)|| < e_ntent”T(l/")H _ 1;
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3. a derivalt definicioja alapjan

A.f = Af, fe D(A).
fgy a[3.38] Els6 Trotter-Kato-tétel alapjan
Fls 1) = Tim 3 (AL f)(s)

minden f € X esetén, az s € R és t € [0, 1] szamokra egyenletesen. Legyen most s = 0.
Egy alkalmasan valasztott részsorozatra vald attérés utan felteheto, hogy

ootk

> (AN©) = f(1)

1
<—, neN
k=0 n

teljestil minden t € [0, 1] szamra. Most valasszuk meg az (my, )nen természetes szamokbal

allé sorozatot gy, hogy

%ﬁ(Akf)(O)—iﬁ(A’“f)(O) <1 Len
AR 21 n

legyen minden t € [0, 1] pontban. Ez megtehetd, hiszen a hatvanyfiiggvényekbél képezett

végtelen sor is egyenletesen konvergens a [0, 1] intervallumon. Ekkor a

Mn tk
Z H(Aﬁf)(OL neN
k=0 "
polinomokbdl allé sorozatra
Mn tk . 2
> (ANO) — f() <~ neN

k=0
teljestil minden t € [0, 1] esetén, igy kévetkezményként a jol ismert Weierstrass approxi-

macios tételt kapjuk.

3.42. Allitds. Minden f € X esetén létezik eqy (mn)nen természetes szamokbdl dllé

sorozat, amelyre

() = Jim 3 3 (450)0),

ahol a limesz [0, 1]-en egyenletes.
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A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy hogyan kaphatunk tobbé-kevésbé explicit for-

mulakat az approximalt félcsoportra. Ehhe sziikségilink lesz az alabbi lemmara.

3.43. Lemma. Legyen S € Z(X), amelyre ||S™| < M teljesil valamely M > 1 és

minden m € N esetén. Ekkor
(3.18) He"(s_ld)at — S":EH <VnM|Sz—z|, rzeX, neN.

Bizonyitds. Legyen n € N rogzitve. Ekkor
(S—1d) - S et
e —St=e"(e™ —e"S") =¢ kz_%ﬁ(s —S").

Legyen k > n, ekkor

k-1 k-1
Sk —5m =3"($7H — 50y =3 5(S —1d),
j=n j=n
és hasonlé teleszk6pikus 6sszeg frhaté fel k < n esetén is. Igy, mivel ||S™|| < M, kapjuk,
hogy
|S*z — S"x|| < |n— k|- M|| Sz — 2|, keN,zecX.

Ennek segitségével az alabbi becsléssorozatot nyerjiik

e s nanise o 5 (55) () s
k=0 :

ok 2 /oo nk , 1/2
<omase—al- (X)) (3 - v7)

k=0 k=0
— oM Sz — a| - (") (ne™)

— VM| Sz — al|.

A 2. sorban felhasznédltuk a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenséget, a 3-dikban pedig, hogy

00 k

> n—'(n — k)? = ne".
= k!

]

A fent igazolt lemmma és a Masodik Trotter—Kato-tétel segitségével kapjuk az alfe-

jezet egyik legfontosabb eredményét.
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3.44. Tétel (Chernoff-szorzatformula). Tekintsink egy
ViR —» Z(X)

figgvényt, amelyre V(0) = 1d, és amelyhez létezik olyan M > 1 konstans, hogy
V@ <M

minden t > 0, m € N esetén. Tegyiik fel, hogy az

M el V)T~
h10 h

limesz létezik minden x € D C X elemre, ahol D és (\g — A)D siirid alterek X -ben
valamely Ng > 0 esetén. Ekkor A egy (T'(t))>o erdsen folytonos félcsoportot generdl,

amelyre

(3.19) T(t)z = lim [V(/u)]"e, z € X,

n—o0

és a limesz [0, to]-on egyenletes.

Bizonyitas. Minden s > 0 szamra definialjuk a

Vi(s) —1d

S

A, = € Z(X)

operatort. Ekkor Az — Az minden z € D esetén, ha s | 0. Tovabbd, az (e™)i>

félcsoportokra

PV 50

s™mm)

(3.20) |4

*t/SHetV(s)/sH <e —ts Z

Ezek alapjan a [3.39] Mésodik Trotter—Kato-tétel feltételei teljestilnek (ha a folytonos
s > 0 paraméter helyett n € N diszkrét paraméterre tériink at). Tehdt A egy (T'(t)),s

erésen folytonos félcsoportot general, amelyre

|T(t)x reX, has]0
[0, to]-on egyenletesen. Ezért
(3.21) |T(t)x — ez =0, z€X, han— oo
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[0, to]-on egyenletesen. Mésrészt, a Lemma szerint
HetAt/nx . [V(t/n)]an _ Hen(\/(t/n)—ld)x . [V(t/n)]an
(3.22) < VM|V (t/n)z — x|
o
=

ha = € D, (0,tp]-on egyenletesen. Mivel D siirii és a (3.20) becslés, valamint feltétel

szerint

|Az|| =0, n— oo,

et = V| < 2m,

igy az |1.51] Lemma (ii) pontja alapjan a (3.22) konvergencia minden z € X esetén
fennall. Ezért a (3.21)) és a (3.22) hataratmenetek felhasznalasaval

(3.23) [ T(0)z — [V ()2l < 1T (1) — oAl + [z — V]| 0, n - oo,
ha = € X, [0, to]-on egyenletesen. O]
Atskaldzassal bizonyithatjuk a Chernoff-szorzatformulat nemkorlatos esetre is.

3.45. Kovetkezmény. Tekintsink egy
ViR, = Z(X)
figgvényt, amelyre V(0) = 1d, és léteznek olyan M > 1, w € R konstansok, hogy
IV (@®)F| < Me*™*, t>0,keN.

Tegyiik fel, hogy az
Ag e Jig YWz =
h10 h

limesz létezik minden x € D C X elemre, ahol D és (\g — A)D siird alterek X -ben
valamely \g > w esetén. Ekkor A egy (T(t)>t20 erosen folytonos félcsoportot generdl,

amelyre
T(t)r = lim [V(t/n)|"z, € X,

n—00

és a limesz [0, to]-on egyenletes. Tovdbbd,

IT@)] < Me™, ¢ >0.
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Bizonyitas. A V(-) fuggvény helyett tekintsiik a

V(t) :==e "'V (1)
figgvényt, amelyre
V@I <M, t>0keN
teljesiil. Ennek 0-beli derivaltja A — w, igy az allitas kovetkezik a [3.44. Tételbdl. n
A Chernoff-szorzatformula kovetkezd alkalmazasaval explicit formulat nyeriink a fél-

csoportnak a rezolvenssel valé kifejezésére. Igy teljessé valik a . abra, megkapjuk a

hianyzé nyilat, tovabbd, megismerjiik Hille eredeti bizonyitasat a [2.30, Tételre.

3.46. Kovetkezmény (Post-Widder inverziés formula). Legyen (T'(t)),-, erdsen foly-
tonos félcsoport X -en, amelynek generdtora (A, D(A)). Ekkor

(3.24) T(t)z = lim {ZLR <7ZA>] z= lim {Id—tA} v, zeX
n

n—oo n—oo
kompakt intervallumokon t-ben egyenletesen. A fenti eldallitdst Post—Widder inverzios

formulanak hivjuk.

Bizonyitds. Legyen M > 1, w > 0 olyan, hogy ||T(t)|] < Me“', ¢ > 0. Definidljuk

valamely § € (0,1/w) pozitiv szdmra

Id, t=0,
V(t):={1R(1, A), te(0,4),
0, t>6

A kapott V : R, — Z(X) fiiggvényre a [2.33] Tétel alapjan

M M
V(ORI < V|| R(L . AVFl < = < Mekw+bt
IV < IR AN < e = e < M

ha t € (0, —1—). Tovébba, a m Lemma szerint

t .
i VDT =T VRO AV Az = Aw, o € D(A).
tl0 t tl0
Igy a 3.45| Kovetkezmény alkalmazasaval éppen a kivant formulat kapjuk. O
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(T'(t))e0

Az = lim L®z=z
10

3.3. abra. Félcsoport, generator, rezolvens

Ezzel az eredménnyel tehat kiegészithetjiik a korabbi diagramot, és megkapjuk az
Osszes Osszefliggést a félcsoport, a generatora és annak rezolvensei kozott, 1d. a|3.3] abrat.
Szintén a Chernoff-szorzatformula alkalmazéasaval juthatunk a perturbalt félcsoport

egy limeszel6allitasahoz.

3.47. Kovetkezmény (Trotter-szorzatformula). Legyenek (T(t)),5q €s (S(t)),s, erdsen
folytonos félcsoportok X -en, amelyeknek generdtorai (A, D(A)) ill. (B, D(B)). Tegyiik
fel, hogy a félcsoportok kielégitik a

I[T(t/m)SEm] | < Me™, t>0,n €N

stabilitdsi feltételt valamely M > 1, w € R szdmokra. Legyenek D := D(A) N D(B) és
(Ao — A = B)D siirii alterek valamely Ao > w esetén. Ekkor C := A+ B egy (U(t)),>,
erdsen folytonos félcsoportot generdl X-en, amely a Trotter-szorzatformulaval adhato
meg:

Ut)a = lim [T(t/)S(/n)]"s, € X,
ahol a konvergencia kompakt intervallumokon t-ben egyenletes.

Bizonyitas. Legyen
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és vegylk észre, hogy

)y — TS (t)y — )y — T(t)y —
i LY =y TOSOY =y S =y g TOY =y
tl0 t t10 t tl0 t tl0 t
= By + Ay,

ha y € D. Ezért V-re és A + B-re alkalmazhat6 a [3.45, Kovetkezmény, igy a kivant
formulat kapjuk. O

Megjegyezziik, hogy a Trotter-Kato- és a Chernoff-tételeknek még szamos fontos
alkalmazasa 1étezik, példdul igazolhaté a [0, 1]-en értelmezett folytonos fiiggvények ko-

zelitése az in. Bernstein-polinomokkal.
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3.5. Feladatok

3.1. Feladat. Legyen A egy zart linedris operator az X Banach-téren, amelynek p(A)
rezolvenshalmaza nem tres. Legyen B : D(A) — X linedris operator, ekkor bizonyitsuk

be az alabbi allitdsokat!

(a) B pontosan akkor A-korldtos, ha B € L£(X;,X), ami pontosan akkor teljesiil, ha
BR(M A) € Z(X) valamely/minden A € p(A) esetén.

(b) B pontosan akkor A-kompakt, ha BR(\, A) kompakt valamely/minden A € p(A)

esetén.

3.2. Feladat. Legyen Af := f” és Bf = [ az X = Cy(R) téren értelmezve, ahol
D(A) és D(B) maximalis értelmezési tartoméanyok. Mutassuk meg, hogy A + aB —
kontrakcié-félesoportot general, ha o € R, 8 > 0. Lehet « és § helyére fiiggvényeket irni?

3.3. Feladat. Legyen B olyan zart linearis operator az X Banach-téren, amelyhez létezik
(An)nen C p(B) sorozat, hogy lim, . [|[R(\,, B)|| = 0. Igazoljuk, hogy B A = B*-
korldtos, és A-korlatja ay = 0! (Segitség: Szdmitsuk ki B>R(\, B)-t a BR(\,B) =
AR()\, B) — 1d egyenl6ség segitségével!)

3.4. Feladat. Tekintsiik az Af := f” operatort az X = Cy(R) téren, maximalis értel-

mezési tartomannyal. Definidljuk n € N esetén
A f(s) = n® [f(s+ o) — 2f(5) + f(s — )], s ER,fEX.
Igazoljuk az alabbiakat!
(a) (A, D(A)) zart, stirtin definialt operator;
(b) |le*t|| < 1 minden n € N esetén, és A,f — Af, n — 0o, ha f € D(A);
(c) Minden g € X fuggvényhez létezik egyetlen f € D(A), amelyre f — f” = g;

(d) (A, D(A)) egy (T'(t)),>, er6sen folytonos félcsoportot general X-en, amelyre

0o n2 k k
7(6)(5) = Jim o 3> NS (’;)ﬂs § =20,

=0

seR, feX.
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3.5. Feladat. Legyen (T(t))tzo er6sen folytonos félcsoport X-en, amelynek generatora
(A, D(A)). Bizonyitsuk be, hogy ha B € Z(X), akkor az A + B dltal generalt (S(t)),5,
félcsoportot a kovetkezo Trotter-szorzatformula adja meg:

S(t)x := lim [T(t/n)etB/"]nx, t>0,z€eX.

n—o0

(Segitség: Atskaldzas utén feltehetd, hogy (T'()) ;> kontrakcio-félesoport.)
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4. fejezet

Félcsoportok és generatorok

spektralelmélete

4.1. Zart operatorok spektralelmélete

Felidézziik, amit kordbban zart operdtorok rezolvensérdl tanultunk (1d. a[2.13| Defini-
ciét és a[2.140 Allitast). Az aldbbiakban (A, D(A)) mindig egy tetsz6leges zart operatort
jelol.

4.1. Definicié. Legyen
p(A) :=={\ € C: X — A bijektiv}

az A operator rezolvenshalmaza, a komplementere pedig o(A) := C\p(A) az A spektruma.
Ha X € p(A), akkor
ROAA) =0\—A4)"

a Zértgraf-tétel (1d. a[2.8] Tételt) miatt korldtos X-en, és A rezolvensének nevezziik a A
pontban.

A definiciobdl rogton adédik, hogy
(4.1) AR(MA) = AR(MNA) —1d
egyenloség fennall. A kovetkezd egyenldség a rezolvensoperatorok és a
(4.2) p(A) 2 A= R(\A) € Z(X)
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rezolvensleképezés sok fontos tulajdonsaganak alapja.
4.2. Tétel (Rezolvensegyenl6ség). Legyen A, € p(A). Ekkor

Kivonva egymasbdl a két egyenléséget, és felhasznalva, hogy a rezolvensoperatorok kom-

mutalnak, kapjuk a kivant allitast. O

A kovetkez6 allitasban a rezolvenshalmaz és a rezolvensleképezés alapvet6 tulajdon-

sagait foglaljuk Ossze.

4.3. Allitas. Legyen A : D(A) € X — X zdrt operdtor. Ekkor a kévetkezd dllitdsok

teljestilnek.

(a) A rezolvenshalmaz nyilt C-ben, és ha p € p(A), akkor minden X € C, |\ — pu| <

TR €setén A € p(A), tovdbbd
(4.4) R(MA) = Z(M — M)"R(p, A",
n=0

(b) A X~ R(\ A) rezolvensleképezés lokdlisan analitikus, és

dn
(4.5) WR(A, A) = (=D)"n!R(\, A" neN.

(c) Legyen (\,) C p(A), lim, o A\, = No. Ekkor Ao € 0(A) pontosan akkor teljesiil, ha
Jim | R, A)] = oo.

Bizonyitds. (a) és

(b) A[2.19] Kovetkezményben bizonyitottuk.
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(¢) Az (a) pontbdl kovetkezik, hogy minden p € p(A) esetén

1

(4.6) [R(u, A)|| = dist(r, o(A))

Ha tehat \g € o(A), akkor

1
——— < |\, — Ao| — 0,
IR, A)]| °

tehat ||R(\,, A)|| — oo kovetkezik. A maésik irdny bizonyitdsdhoz indirekt tegyiik
fel, hogy Ao € p(A). Ekkor a {)\, : n € N} kompakt halmazon a folytonos rezol-

vensleképezés korldtos. Ez ellentmond annak, hogy lim, . [[R(A,, A)|| = oo, tehdt
Ao €E 0 (A) ]

A kovetkezékben a o(A) C C zart halmaz szerkezetét vizsgaljuk meg kézelebbrol.
4.4. Definicid. Legyen A : D(A) C X — X zdrt operdtor, ekkor a
Po(A):={X € C: XA — A nem injektiv}

halmaz az A pontspektruma. A X\ € Po(A) szam neve sajatérték, és egy 0 # x € D(A),

(A — A)x = 0 tulajdonsagu vektort a A\-hoz tartozé sajdtvektornak hivunk.

4.5. Példa. Legyen Q) C C nem iires, zart részhalmaz. Tekintsiik az X := Cy(Q2) téren

az

MfA):=X-f(N), AeQ,feX
szorzéasoperatort. Ekkor az|1.33] Allités (d) pontja alapjan
o(M) = Q.
Masrészt, meggondolhatod, hogy
Po(M) ={X € C: X izolalt Q-ban}.

A kovetkez6 definicié a spektrumnak egy, a sajatértékeknél bévebb részhalmazarol

sz0l.

4.6. Definicié. Legyen A : D(A) C X — X zart operator, ekkor az
Ac(A) :={X € C: X\ — A nem injektiv vagy ran(A — A) nem zart X-ben}
halmaz neve: A approximativ pontspektruma vagy approximativ sajatértékei.
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A definiciokbdl adodik, hogy
Po(A) C Ao(A).
Az alabbi lemma magyarazatot ad az ,,approximativ pontspektrum” elnevezésre.

4.7. Lemma. Legyen A : D(A) C X — X zart operdtor, A\ € C. Ekkor A\ € Ac(A)
pontosan akkor teljesil, ha létezik eqy (x,) C D(A) sorozat, amelyre

|lznll =1, n €N és nh_g)lo | Az,, — Az, || = 0.

Eqy ilyen (x,) sorozatot a (A-hoz tartozd) approximativ sajatvektornak nevezink.

Bizonyitds. Ha A — A nem injektiv, akkor x, = ‘i—” (n € N) valasztas jo, ahol z a A
hoz tartozo tetszéleges sajatvektor. Ezért elég azt az esetet meggondolni, amikor A — A
injektiv. Ekkor

A€ Ao(A) <= ran(\ — A) nem zart.

Az utébbi feltétel a 2.8 Zartgraf-tétel alapjan ekvivalens azzal, hogy
(A—A)"": X - X nem korldtos,
ami pedig épp a lemma allitasaban szerepl6 sorozat 1étezését jelenti. O]

Mig a pontspektrum lehet iires halmaz, az approximativ pontspektrum sosem az,
kivéve, ha o(A) = 0 vagy o(A) = C.

4.8. Allitas. Legyen A : D(A) € X — X zdrt operdtor. Ekkor a o(A) C C halmaz
topologiai hatdra

9o (A) C Aa(A).

Bizonyitds. Legyen \g € do(A) C o(A). Ekkor létezik olyan (),) C p(A) sorozat, amely-
re A\, — Ao. A . Allités (c) pontja és az egyenletes korlatossag tétele szerint létezik
olyan x € X vektor, amelyre

lim ||R(\,, A)z|| = oco.

n—o0

Legyen
R\, A)x

Yo = RO, A € P
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Ekkor [|y,]| =1, n € N, és
()‘0 - A)yn = (/\0 - /\n)yn + (An - A)yn —0

miatt az (y,) sorozat egy Ag-hoz tartozé approximativ sajatvektora A-nak. igy az allitas
kovetkezik. n

A kovetkezd definicié a spektrum ,maradék” részérdl szol.

4.9. Definici6. Az
Ro(A) :={\ € C:ran(A — A) nem stirii X-ben}
halmaz neve: A rezidudlis spektruma.

Mivel a[f.6] és a[4.9] Definicickban minden lehet8séget szamba vettiink, amikor A — A

nem bijektiv, ezért konnyen lathato, hogy
(4.7) 0(A) = Ac(A) U Ro(A).

Megjegyezziik, hogy a fenti unié nem sziikségképpen diszjunkt.
Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a zart (nem feltétleniil korldtos) A operator
és a korlatos rezolvensoperator spektrumai kozott szép oOsszefiiggés all fenn, amelyet

spektralleképezés-tételnek is szoktak hivni.

4.10. Tétel (Spektréalleképezés-tétel a rezolvensre). Legyen A : D(A) C X — X zdrt
operdator, p(A) # 0. Ekkor

(a) minden \g € p(A) esetén

1
Ao — p

(48) a<R<Ao,A>>\{0}=<Ao—a<A>>1={ :MEU(A)}-

(b) Hasonld dllitds igaz a pont-, approximativ pont- és rezidudlis spektrumokra is.

Bizonyitds. Legyen 0 # p € C, Ay € p(A). Ekkor

(1= RN, A)) = [ (X0 — ;) — A|R(\, Az, we X

1
= pR(Xo, A)| (Mo — ﬁ) ~ Az, ze D(A).
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A fenti egyenléségek alapjan
1
ker (u — R(X\g, A)) =ker |[(Ag——) — A
(1= R0, A)) = e [0~ 1) 4
és .
ran (u — R(\g, A)) = ran [()\0 - —) - A}.
A[4], a6 és a[f.9 Definiciok alapjan
1
p € Po(R(Ng, A)) <= Ao — — € Po(A),
1
tovabba analég allitasok igazak az approximativ pontspektrumra és a rezidualis spekt-
rumra is. Igy a (b) allitds teljesiil, ezzel egyiitt pedig (a) is. O

Az A és R(Xg, A) spektruma koézotti fenti relacié meghatarozza R(Ag, A) spektral-
sugarat. Igy a 1) egyenlOség és a 1' egyenlotlenség alapjan kapjuk az alabbi allitast.
4.11. Kovetkezmény. Legyen \g € p(A). Ekkor

_ 1 > 1
r(R(Mo, A)) ~ [1R(Xo, Al

dist(Ao, o(A))

Most egy kis kitérét tesziink spektralfelbontds témakorben, ami a spektralelmélet egyik

legfontosabb teriilete. Elészor korlatos operatorokat vizsgalunk.

4.12. Definicié. Legyen T' € Z(X) korldtos operdtor, és tegyiik fel, hogy a o(7T) (kom-
pakt) halmaz el6all mint

o(T)=o0.Uoy,
ahol o, és o, zart (tehat kompakt) és diszjunkt halmazok. Legyen

1
(4.9) P:=P, = 5 7R()\,T) d\
az un. spektrdlprojekcid, ahol v C (C\ o,) egy tetsz6leges Jordan-gorbe, amely pozitiv
iranyban koriiljarja o.-t. Fz az operator valoban projekcid, és kommutal T-vel, tovabba
az
X =X0X,

spektralfelbontdst definidlja, ahol
X.=ranP, X,=kerP

124



T-invarians alterek. A T operdtor megfelelé alterekre vald lesziikitéseire T, € L(X.) és
T, € L(X,), tovabba
o(T.) = 0., o(Ty,) = 0.

Ezen tulajdonsigok egyértelmiien meghatarozzak az X és T fenti felbontéasat.

Ha A nemkorlatos operator, akkor spektrum zart halmazokra val6 felbontasa nem
minden esetben eredményez spektralfelbontast. Azonban, ha a felbontasban szerepld
halmazok egyike kompakt, akkor a rezolvensre vonatkozd spektralleképezés-tétel fel-
hasznéalasaval a korlatos operatorhoz hasonlé eredményre jutunk. Ennek igazolasdhoz

sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.
4.13. Lemma. Legyenek'Y C X Banach terek, ahol az
1:Y - X
kanonikus bedgyazds folytonos. Ha (A, D(A)) zdrt operdtor X -en,
A€ p(A), és RINAY CY,

akkor
A€ p(4)), és R(A, A)) = R(A, A)),

ahol A az A operdtor részét jeloli Y -ban, vagyis
Ay=Ay, DA)={yeDA)NY : :AyeY}
Bizonyitds. A feltételek szerint R(\, A)| az Y-t D(A))-be képezi, ezért
RONA) = (A= A) "
Tovabba, ez az inverz korlatos, mivel egy mindeniitt definidlt zart operator. O

4.14. Allités. Legyen A D(A) C X — X zdrt operdtor, és tegyiik fel, hogy a spektruma

felbomlik diszjunkt zdrt halmazok uniojara, vagyis
(4.10) o(A) =0.Ua,.
Ha o, kompakt, akkor A-nak létezik

X=X 00X,

spektrdlfelbontdsa a kovetkezd értelemben:
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(a) Az A := A, operdtor korldtos X -n;

(b)
Xf‘ =X® (Xu)fu7

ahol A, = Ay, (itt Xi* az A-hoz tartozd, a . Definicié (iii) pontjaban definidlt
Banach-teret jeloli);

(c) A=A & Ay;
(d) o(A.) = 0., 0(Ay,) = 04.

Bizonyitds. Ha A korlatos, akkor a bizonyités a (4.9) formulan alapul. Ezért most tegytik
fel, hogy A nemkorlatos, és legyen A € p(A) rogzitve.

(a) Az A nemkorlatosséga miatt tudjuk, hogy 0 € o(R(), A)). Tehat, a[4.10] Tétel szerint

o(R(NA) = (A= 0.) " U (A= 0) 7 U{0})

=T U Ty,

(4.11)

ahol 7., 7, C C diszjunkt, kompakt halmazok. Legyen most P az R(\, A) (korlatos)
operator (4.11]) felbontashoz tartozé spektralprojekcidja, és legyen

X.:=ran P, X, :=kerP.
Mivel R(A, A) és P felcserélhetdk, ezért R(\, A) X, C X, és a . Lemma alapjan
(4.12) AEp(Ae), és RN Ac) = RN A),
Tovébbé, o(R(\, A,)) = 7. % 0. Igy az
A=A = (RN A))™
operator korldtos X .-n, ebbél kapjuk (a)-t.

(b) Az el6z6 ponthoz hasonld érvelés alapjan

(4.13) A€ p(Ay), & RO\ Ay) = RO\ A)y
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Ezt osszevetve a (4.12)) tulajdonsaggal kapjuk, hogy

X.+ D(A,) = R\ A X, + R\, AL X,
C D(A) = R\ A) (X + X,)
C RI\A)X:.+ RN, Ay Xy
= Xc+ D(A),

vagyis X{! = X.+ D(A,). Mivel P € Z(X), ezért
P|X1A XA = XA

zart (ahogy az a definiciobdl konnyen meggondolhatd), és a Zartgraf-tétel miatt
korlatos. Igy a (b) allitas adodik.

(c¢) Kovetkezik (a)-bél és (b)-bél.

(d) Kovetkezik a Tételbol és a (4.11)), a (4.12)) és a (4.13) tulajdonsagokbdl. O

4.15. Példa (Izolalt szingularitdsok). Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a (4.10))
felbontésban o, = {u}, vagyis a kompakt o, halmaz egy pontbdl all. Ez azt jelenti, hogy
p € o(A) izolalt pont, ezért a A — R(\, A) holomorf fliggvény Laurent-sorba fejthet&

+00
RNA) = > (A= p)"Un,
ha 0 < |A — p| < & valamely elég kicsi d-ra. Az U, egyiitthaték korldtos operdtorok,
1 R(\ A)
U= o [ om0, Z
27 Jy (A — p)tt ne

képletek definidlnak, ahol v példaul a pozitiv irdnyitast, p kozéppontt, 9/2 sugart kor-

amelyeket a

vonal. Az U_; operator éppen a

o(A) = {ny U (a(A)\ {n})

felbontashoz tartozé P spektralprojekcidja A-nak. Ezt szokds az R(-, A) reziduumdnak

is hivni pu-ben. Ha k > 0, U_ # 0, de U_,, = 0, n > k esetén, akkor u k-adrendi pélusa
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R(-, A)-nak.

A ran P spektralis altér dimenzidja a p mg-val jelolt algebrai multiplicitisa, mig az
myg = dim ker(pu — A)

az un. geometriai multiplicitas. Ha m, = 1, akkor u algebrailag egyszeri vagy elsorendi

polus. Belathat6 az alabbi Osszefliggés:
mg+k—1<m, <mgy-k,
ahol a co - 0 := oo koncepcidval éliink. Ebbol kovetkezik, hogy
(a) m, < oo pontosan akkor teljesiil, ha p pdlus és m, < oo;
(b) ha p k-adrendii pélus, akkor yu € Po(A) és ran P = ker(u — A)*.

Az aldbbiakban bizonyitas nélkiil kimondunk egy &llitast az A és az R(\, A) opera-

torok izolalt spektrumpontjai kozotti osszefiiggésrol.

4.16. Allitds. Legyen A zdrt linedris operdtor, és legyen Ao € p(A). Ekkor p € C
pontosan akkor izoldlt pontja o(A)-nak, ha (Ao — p)~' izoldlt pontja o(R(\, A))-nak.
Ebben az esetben az R(-, A) operdtor . pontbeli reziduuma és a p polus rendje megegyezik

az R(-, R(\o, A)) operdtor (\g — p)~ " pontbeli reziduumdval és pélusdanak rendjével.
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. m

Ha A kompakt rezolvensii, akkor a fenti eredményeket Osszevetve a kompakt opera-

torokra vonatkozé Riesz—Schauder-féle elmélettel, a kovetkezd allitast kapjuk.

4.17. Kévetkezmény. Ha az A operdtor kompakt rezolvenst, akkor o(A) minden eleme

véges algebrai multiplicitdsi pdlus. Igy

o(A) = Po(A).

4.2. Félcsoportok és generatoraik spektruma

A Definiciéban mér bevezettik az A : D(A) C X — X (zart) linedris operator

spektralkorldtjdnak fogalmat mint
s(A) :=sup{ReA: A € ag(A)},
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az ([1.12]) definicidoban pedig a T = (T'(¢ félcsoport novekedési korldtjanak fogalmat
>0

mint
wo = wo(T) := inf {w €R:3IM, > 1, melyre |T(t)|| < M, - e, t > 0} :

A Hille-Yosida-tételbél kivetkezik, hogy ha (A, D(A)) a (T'(t)),s, félcsoport gene-

ratora, akkor spektruma egy megfelel6 félsikban fekszik, és

—00 < 5(A) <wp < +00,

1d. a 2.22] Kovetkezményt. Az aldbbi &llitdsban a félcsoport ezen jellemzdinek tovabbi

tulajdonsagairdl lesz szo.

4.18. Allitas. Legyen a (T'(t)),5¢ erdsen folytonos félcsoport generdtora (A, D(A)). Ek-

kor

o1 o1
—00 < 5(4) S wo = jnf - In | T(0)] = Jim - n | T(0)|

(4.14) 1
=—Inr(T(ty)) < 00
Lo
minden tog > 0 esetén. Vagyis,
(4.15) r(T(t)) =e*, t>0.

Bizonyitas. Elemi tton igazolhatd, hogy

! .1
inf - In | T(¢)]| = Jim, ;I | T(0)] = .

Ebbol kovetkezik, hogy
e < |7t

minden ¢ > 0 esetén, tehat v < wy. Legyen most w > v. Ekkor van olyan ¢y > 0, amelyre
1
ST < w

minden t > t; esetén, tehat
IT(@)[] < e, t>to.

Mivel || T(t)|| korlatos [0, to]-on, ezért taldlhat6 olyan M > 1 szadm, amelyre
|T(t)]] < Me™, t>0.
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gy wy < w, tehdt v = wp.

« sz

1

P(T(1) = Jim [T(at)]| = lim et =170

_ etlimnﬁm(ﬁln\\T(nt)H) _ etwo'
A tobbi egyenlotlenséget mar bizonyitottuk a [2.22] Kévetkezményben. ]

Most a fenti allitdsnak egy nagyon fontos és szép kovetkezményét igazoljuk.

4.19. Kovetkezmény. FEgy egyenletesen folytonos operdtorfélcsoport esetén
(4.16) s(A) = wo.

Bizonyitas. Az egyenletesen folytonos félcsoportokra vonatkozo [1.30, Spektralleképezés-
tétel alapjan
p(T(1)) = e,

fgy az s(A) = w, egyenldség a [4.18 Allitasbdl kovetkezik. O

4.20. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) egy (T'(t)),so erdsen folytonos félcsoport ge-

nerdtora, amelyre wy = —oo (ez fenndll pl. ha a félcsoport nilpotens). Ekkor
r(T(t))=0,t>0 ésa(A) =0.

4.21. Példa (Félcsoportok spektruméra). Ebben a példaban (bal)eltolas-félcsoportokat
vizsgalunk kulonbozo6 fiiggvénytereken (1d. az|1.4.3] és a[2.2.2] alpontokat), és latni fog-
juk, hogy a spektrum nagymértékben mulik a Banach-tér megvalasztasan, amelyen a

félcsoport hat. Eloszor vegyiik észre, hogy a

exponencialis fliggvényekre

d
f&?)\:/\é)\, AreC
ds

teljestl. Mivel az eltolas-félcsoport A generatora a megfeleld értelmezési tartomanyon
definiélt elsé derivalt (I1d. a Allitést), ezért \ pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha
Ex E D(A)
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1. Legyen (T'(t)),5, a baleltolds-félcsoport az X := Cy(R,) Banach-téren. Ekkor a

generatora
Af=rf
D(A) = {f € G(R,) NCI(R.) : [ € Co(R,)}.
Ezért e, € D(A) pontosan akkor teljesiil, ha Re A < 0. fgy
Po(A) ={A € C:Re\ < 0}.

Mivel (T'(?)),», kontrakei6-félesoport, ezért s(A) < wp < 0. Ebbd], valamint abbdl,
hogy a spektrum zart, kovetkezik, hogy

g(A)={ e C:ReX <0}.

Az ¢, fiiggvények egyben a T (t) operatorok sajatfiiggvényei is e sajatértékkel, igy
kapjuk, hogy
Po(T(t))={z€C:|z| <1},
és
o(T(t)={2€C:|z] <1}, hat>0.

2. Legyen most (T'(t)),5, a bal eltolds félcsoport az X := Cy(R) Banach-téren. Ekkor
Po(A) = 0, mivel egyetlen e, fiiggvény sincs benne D(A)-ban. Masrészt, minden

a € R esetén az
2

fa(s) =€ .e"%, neN

fiiggvényekbol 4ll6 sorozat approximativ sajatvektora A-nak i approximativ sajat-
értékkel. Ebbdl kovetkezik, hogy

Ao(A) =o(A) =R,

és hasonldan

o(T(t) ={z€C:|z| =1}

3. Legyen most (T'(?)),5, a nilpotens baleltolds-félcsoport az X := Cy(0, 1] Banach-
téren. Ekkor a [£.20] Kovetkezménybél adédik, hogy

o(T(t)) = {0}, o(A)=0.
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Tovabba, minden \ € C esetén
(RO A () = [ e f(rydr, se (0,1, feX.
0

4. Legyen (T'(t)),s, a periodikus eltolascsoport pl. az X := Ca,(R) Banach-téren (Id.
az |1.4.3] alpontot). Ekkor £ € D(A) pontosan akkor teljesil, ha A € iZ. Mivel A
kompakt rezolvensii (1d. a [2.80] Példat), ezért a [4.17, Kovetkezmény alapjan

o0(A) = Po(A) =iZ.
A T(t) operatorok spektruma minden t-re része a
''={ze€C:|z|=1}

egységkorvonalnak, és tartalmazza az e, k € Z sajitértékeket. Mivel o (T (t)) zart,
ezért a[£.42] Tételbdl kovetkezik, hogy

r, %#Q

Iy, i = % € Q, ahol p, ¢ primek, (p,q) = 1.

o(T(t)) =

Itt 'y ={2€C:27=1}
4.22. Példa (s(A) < wy ). Tekintsiik az
X = Co(Ry) N LRy, e ds)

Banach teret, amely azon R, -on folytonos, végtelenben elting fiiggvényekbdl all, amelyek

integralhatoak e®-el megszorozva. A norma legyen
= 1 flloo + (11l = sup [ £(s)] +/O |/ (s)le” ds.

A baleltolasok egy erdsen folytonos operatorfélcsoportot definidlnak X-nek, amelynek

generatora

Af =1,
D(A)={feX:feCY(R,), f € X}
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Mivel || T(t)|] = 1 minden t > 0 esetén, ezért wy = 0. Masrészt, ) € D(A) akkor teljestl,
ha Re A < —1, igy
Po(A)={ e C:ReX < —1},

tehat s(A) > —1. Megmutatjuk, hogy ha Re A > —1, akkor A € p(A). Legyen f € X.
A 2.17 Tétel (a) pontja alapjan be kell latnunk, hogy

t ¢
: —As 2 : —As
Il = Jim [T fds b -l = Jim [ e T(s)f ds
hatarértékek léteznek. Mivel

IT(s) A = [ elf(s +u)ldu= e [~ el f(w)ldu < | ],

ezért , . .
|[ e Tsas| < [T ids < [ e @) g s

ami konvergens, hiszen Re A + 1 > 0. Legyen most u € [0, 00) tetszéleges. Ekkor

[ e f)wds

t
< efu/ efs(Re)\+1)es+u|f(S + U)| ds
0

< [l ds,
ami szintén konvergens, hiszen f € X. Igy
g = /OOO e MT(s)f ds
létezik X-ben minden f € X esetén, és (A — A)g = f. Tehat
o(A) ={A € C:Re) < —1}, tehdt s(A) = —1.

4.23. Példa (Delay (késleltetett) félcsoport). Idézziik fel a[2.48] Példdban bevezetett
delay (vagyis késleltetett) differencidloperatort! Legyen X := C[—1,0],

Af = f'
D(A) == {f € C'[-1,0] : f'(0) = Lf},

ahol L egy folytonos linedris funkcional C[—1, 0]-n. Lattuk, hogy ez az operator generator.
Szamitsuk ki A pontspektrumét, Po(A)-t! Ahogy az el6bbi eltolds-félcsoportok esetén,
f € C[—1,0] pontosan akkor sajatfiiggvénye A-nak, ha f = cey (c # 0), ahol

ex(s) =e™, s€[-1,0]
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valamely A € C esetén. Mésrészt, e, € D(A) pontosan akkor teljesiil, ha ¢, kielégiti a

e\ (0) = Ley,
peremfeltételt, vagyis
A= LEA.
Definialjuk a
E(N) := A — Ley,

figgvényt! Ekkor az A operator pontspektrumara
Po(A)={A e C:¢\) =0}.

Mivel £(-) analitikus fiiggvény C-n, ezért a gyokei izolalt pontok, tehat Po(A) diszkrét
részhalmaza C-nek.

Ha a teljes 0(A) spektrumot akarjuk meghatérozni, akkor vegyiik észre, hogy
X{' = (D(A). ]| - 1)
zart altere C''[—1,0]-nak, tovabb4 az
i: C—1,0] = C[-1,0]

kanonikus beagyazas az Arzela—Ascoli-tétel alapjan kompakt. fgy a[2.790 Allitasbol ko-
vetkezik, hogy A kompakt rezolvensti, és a [£.17] Kovetkezmény szerint

o(A) = Po(A).

4.24. Definicio. Ahogy lattuk, a delay differencialoperator spektruma izoldlt sajat-
értékekbol all. Pontosabban, a

A= E(N) = A= Ley
un. karakterisztikus fligguénnyel a spektrum
o(A) ={reC:£() =0}
alaku, azaz a () = 0 karakterisztikus egyenlet gyokeit tartalmazza.
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A kovetkezokben kis kitérot tesziink periodikus félcsoportok spektralelméletébe. Ez a
tertilet onmagaban is érdekes, hiszen ezen félcsoportokat spektralis tulajdonsagaik alap-
jan lehet karakterizalni. Masrészt, a soron kovetkezd alfejezet egyik legfontosabb tételé-
nek, a pont- és rezidualis spektrumra vonatkozé spektralleképezés-tételnek a bizonyitasa

is az ilyen tulajdonsagu félcsoportok spektrumén alapkszik.

« sz

4.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (T'(t)),, erésen folytonos félesoport periodikus,
ha létezik olyan ¢y > 0, hogy T'(to) = Id. Ekkor (1'(t)),, periddusa

7 :=inf{ty > 0: T(tx) = Id}.

Az alabbi allitasban Osszefoglaljuk a periodikus félcsoportok néhany fontos tulajdon-

sagat, amelyek konnyen adédnak a definiciobol.
4.26. Allitas. Legyen (T'(t)) ;> periodikus félcsoport, T a (T'(t)),» periddusa. Ekkor
(a) (T(t))> csoport is, és

Tt '=Tnhr—t), 0<t<nr

(b) (T'(t)),so korldtos, tehdt wy =0 és o(A) CiR.
Bizonyitds. (a) Kovetkezik abbdl, hogy T'(nT) = Id minden n € N esetén.

(b) T korlatos, hiszen sup,c(o . [|7(f)]| < co. A t6bbi allitds kovetkezik a m Tételbol.
[l

Ha (T'(t)),»( periodikus métrix-csoport M, (C)-ben, akkor a Jordan-normélalak fel-
hasznélasaval kapjuk, hogy az A generator hasonlé egy diag(Ai,...,\,), a T(t) ope-
ratorok pedig egy-egy diag(eM’,... e*") alaki mdtrixhoz, ahol \; € 22 - Z. Végtelen

dimenziéban hasonl6 karakterizaciot fogunk bizonyitani.

4.27. Lemma. Legyen (A, D(A) egy (T'(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora az
X Banach-téren. Teqgyiik fel, hogy

1. Po(A) C 2miaZ valamely o > 0 esetén;

2. a megfeleld sajatvektorok siri alteret feszitenek ki X -ben.
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Ekkor (T (t)),s periodikus.

Bizonyitds. Legyen 0 # = € D(A), amelyre Ax = (2wian)x valamely n € N természetes

szamra. Legyen
£(s) == e®mMent=9)T(s)z, 0<s<t.
Ekkor
£(0) = e*™ My £(t) = T(t),
és a feltételbdl kovetkezik, hogy &’'(s) = 0 minden 0 < s < ¢ esetén. Mivel ¢ tetszbleges
volt, ezért
T(t)r =™y ¢ >0,
ha z az A sajdtvektora. Mivel ezek a feltétel szerint stirfi alteret alkotnak, ezért (T'(t)),-

periodikus 7 < i periédussal. O

Az aldbbiakban kideriil, hogy a lemma feltételei val6jaban sziikségesek is a félcsoport

periodikussagédhoz. Ehhez eloszor egy tjabb lemmat bizonyitunk.

4.28. Lemma. Legyen (T(t)),», egy periodikus erdsen folytonos félcsoport T > 0 perid-

dussal és A generdtorral. Ekkor

o
o(A) C llZ,
T
és ha i ¢ 227, akkor
1 T
- - —us
(4.17) R(u, A) = = e—l”/o e *T(s)ds

az eros topologidban.

Bizonyitas. A (2.11)) és a (2.12) egyenlségekbdl kovetkezik ¢ = 7 valasztassal, hogy ha
W # 2”% valamely n € Z esetén, akkor u — A-nak van kétoldali inverze, és ez (4.17)
alaku. 0

4.29. Tétel. Legyen (A, D(A)) egy (T'(t));s, erdsen folytonos félcsoport generdtora az

X Banach-téren. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.
(i) (T'(t))y>q periodikus;

(ii) o(A) = Po(A) C 2miaZ valamely o > 0 esetén, és a megfelelé sajatvektorok siri
alteret feszitenek ki X -ben.
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Bizonyitds. (1i) = (i) : A Lemmé&bol adodik.
(1) = (i4) : A [4.28, Lemmdban lattuk, hogy ha (7'(t)),, periédusa 7, akkor A rezol-
vensére a (4.17)) el6allitas érvényes. Ebbol kovetkezik, hogy R(u, A) meromorf fiiggvény,

amelynek polusai u,, = 27:", n € Z alaktak. Tovabba, némi szamolassa adodik, hogy
1 T
(4.18) Py = lim (it — pn)R(p, A) = = / e~ (s) ds € Z(X).
H—>pn 7 Jo

A [4.15] Példaban meggondoltak alapjan P, éppen a p,,-hez tartozé spektralprojekcio, és
ran P, = ker(u, — A). Ebbdl és a |4.28] Lemmabol mar adédik, hogy

27

o(A) = Po(A) C — Z.

Azt kell még megmutatnunk, hogy a megfelel6 sajatvektorok stirti alteret feszitenek ki

X-ben, vagyis

lin | J P,X = X.
nez
Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan 0 # ¢ € X* amelyre P,X C kerp, n € Z.
Masrészt, P, (4.18)) definicidjabdl 1atszik, hogy P, valdjaban az s — T(s) 7 szerint

periodikus fiiggvény n-edik Fourier-egyiitthatéja. Igy ¢(P,x) a s — o(T(s)x) fuggvény
n-edik Fourier-egytitthatéja minden = € X vektorra. Tehat, ha ¢(P,x) = 0, n € Z
teljestil minden x € X esetén, akkor az s — ¢(T'(s)x) fuggvény azonosan 0 kellene
legyen. Masrészt, ha x € X olyan, amelyre p(z) # 0, akkor ez nem é&llhat fenn, igy

ellentmondasra jutottunk. O

4.3. Spektralleképezés-tételek

Ha (A, D(A)) a (T'(t)),5, er6sen folytonos félcsoport generdtora, akkor a T'(t) ope-
Y tA»

exponencialis altalanositdsai. Ezt az Osszefiiggést most a spektrumok esetén vizsgaljuk

meg, vagyis azt a kérdést jarjuk korbe, hogy mikor lesz
o(T(t)) =W = {: X € g(A)}.

4.30. Példa. Legyen (T'(t)),5, olyan félcsoport, amely nem terjeszthetd ki csoportta.
Példaul, tekintsiik a baleltolas-félcsoportot Co(R . )-on. Ekkor 0 € o(7'(t)) teljesiil minden

t > 0 esetén, viszont 0 ¢ e
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Ezért az ,elvarhatd” osszefliiggés a félcsoport és a generator spektruma kozott az un.

spektrdlleképezés-tétel:
(SLT) a(T(t)\ {0} =@ ¢ >0.

4.31. Példa. Ha egy félcsoportra
s(A) < wp

teljesiil, akkor
"W c{heC: |\ <et*W)

és
r(T(t)) =™ > gts(4)

miatt a félcsoport nem teljesitheti (SLT)-t.

4.32. Példa. Legyen 1 < p < g < o0, és definidlja az
X = LP[1,00) N L[1, 00)

téren a normat
£ = (£l + 11 £ llg-
Ekkor (X, | - ||) Banach-tér. Legyen

(T(t)f)(s) := f(se),

s>1,t>0, f e X. Ekkor (T(t))tzo erdsen folytonos félcsoport, generatora pedig

(Af)(s) = sf'(s), s=1,

ahol
D(A) ={f € X : f abszolut folytonos és s — sf'(s) € X}.
Ekkor belathato, hogy
1 1
s(A) = —= < —= = wy.
p q

Lassuk most, hogy milyen relacié az, amit minden erdsen folytonos félcsoport kielégit.
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4.33. Tétel (Spektraltartalmazés). Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),s, erdsen folytonos fél-

csoport generdtora. Ekkor az alabbi tartalmazisok allnak fenn.
(4.19) o(T(t)) DeW ¢ >0,

tovabbd minden t > 0 esetén

(4.20) Po(T(t)) D ePo),
(4.21) Ac(T(t)) D etAe@),
(4.22) Ro(T(t)) D etfol),

Bizonyitds. 1dézzik fel a (2.11)) és a (2.12)) egyenloségeket!

t
My —T(t)r = (N — A)/ A9 (s)xds, hax € X,
(4.23) . 0
— / AT () (A — A)zds, ha z € D(A).
0

Ebbél kévetkezik, hogy ha A — A nem bijektiv, akkor e —T'(t) sem bijektiv. Igy belattuk

a (4.19) tartalmazést.
Most belatjuk a (4.21)) tartalmazast, ezzel egyben a (4.20) tartalmazast is. Legyen A\ €

Ao (A), és egy hozza tartozd approximativ sajatvektor az (z,) C D(A) sorozat. Defini-

aljunk egy 1j sorozatot mint
t
Yp =N, — T(t)x, = / AEIT(5)(N — Az, ds.
0
Ekkor 1étezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre

t
Jall < [ XIS = A)zall ds < el (A= A)zall =0, 7 ox.

Tehat eM approximativ sajatértéke T'(t)-nek (minden ¢t > 0 esetén), és (z,) egy hozzd
tartoz6 approximativ sajatvektor.
Legyen most egy A € Ro(A). Ekkor a (4.23) alapjan

ran(e* — T(t)) C ran(\ — A),

tehat ran(e* — T(t)) nem sfirti X-ben. Tehéat (4.22) fennall. O
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A fenti ellenpéldakbol kovetkezik, hogy a spektraltartalmazas forditott iranya nem
mindig all fenn. A kovetkezo tételbol kideriil, hogy ezért az approximativ pontspektrum

a felelOs.

4.34. Tétel (Spektralleképezés a pont- és rezidudlis spektrumra). Legyen (A, D(A)) a
(T'(t)) > erdsen folytonos félcsoport generdtora. Ekkor az aldbbi egyenldségek dllnak fenn

minden t > 0 esetén

(4.24) Po(T(t)) \ {0} = "7,
(4.25) Ro(T(1)) \ {0} = ),

Bizonyitds. Legyenty > 06s0# X € Po(T(ty)). Atskalazas utan (1d. az|1.5.2] és a[2.2.1]

alpontokat) attérhetiink az

(S(t)0 = (eitln AT(tot)) >0

félcsoportra, amelynek generatora
B =1tA—1InA\.

Mivel S(1)-nek az 1 sajdtértéke, ezért tegyiik fel az elejétdl, hogy to = 1 és A = 1.
Tekintsiik most az
Vi={ye X:T(1)y =y}

sajdtalteret. Ez zart altér, (T'(t)), -invaridns és a feltétel szerint nemtrividlis. Mésrészt,
az Y -ra megszoritott (T(t)|)t>0 félcsoport periodikus 7 € N~! periddussal. A periodikus
félesoportok karakterizaci6jardl sz616 291 Tétel alapjan létezik olyan n € Z szam, hogy

p = 2min € Po(A)).
Mivel Po(A|) C Po(A), ezért kapjuk, hogy

1€ el

Ebbdl és a (4.20)) tartalmazdsbdl kovetkezik (4.24)).
A rezidudlis spektrumra vonatkozéd (4.25) egyenléség hasonléan adddik az tn. dudlis

félcsoportra vonatkozé meggondolasbdl, itt nem részletezziik. O]
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Mivel a pont- és rezidualis spektrumra teljesiil a spektrélleképezés-tétel, ezért ha a
teljes spektrumra szeretnénk spektralleképezés-tételt bizonyitani, akkor ezt példaul olyan

félcsoportokra tehetjiik meg, amelyekre
o(T(t)) = Po(T(t)) U Ro(T'(t))

teljesiil. Ilyenek példaul a kompakt félcsoportok.

Kereshetiink azonban olyan tovabbi félcsoport-tulajdonsigo(ka)t, amely(ek) biztositjak,

hogy

(4.26) Ao (T(t)) \ {0} = e!4o@)

fennalljon. Az alabbiakban ki fog dertilni, hogy a normafolytonossag a legdltalanosabb
alkalmas tulajdonsag. Miel6tt azonban ezt bizonyitanank, karakterizaljuk azokat az app-

roximativ sajatértékeket, amelyek nem okoznak problémat a spektralleképezés-tételben.

4.35. Lemma. Legyen u # 0 a T(tyg) operdtor egy approximativ sajatértéke. Ekkor az

alabbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) Létezik egy olyan (z,) C X sorozat, amelyre ||z, || = 1,

Jim [T (to)zn — pzal| =0, lim sup |T(¢)xn — x| = 0.

(ii) Létezik \ € Aa(A) szdm, amelyre p = e o,

Bizonyitds. (11) = (i) : A (4.23)) egyenldségbél belathatd, hogy a A € Ao(A) szam-
hoz tartozd tetszéleges (x,) C D(A) approximativ sajatvektor teljesiti az (i) feltételt.

Ugyanis, ||z,|| = 1 teljestil, tovabba,
t
T (to)x, — px,| < /O |97 (s) (X — Az, || ds < ¢f|(A — A)zn| — 0, n — 0.
0

A maésodik limeszhez irjuk fel a (4.23]) egyenl6séget A = O-ra, és hasznéljuk ki, hogy a
feltétel szerint
[Azn|| = |A] =0,

tehat az Ax,, n € N vektorok korlatosak! Igy létezik olyan L > 0 konstans

t
supHT(t)xn—:anS/ IT(s)Awn||ds < t-L, ¢e[0,1].
neN 0
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Ebbdl

limsup ||T(t)x, — z,|| =0
i sup | 702 — 2|

kovetkezik.
(i) = (ii) : Atskalazéssal feltehetd, hogy to = 1 és = 1. Legyen (z,,) C X az (i) pont
alapjdn létez6 approximativ sajéatvektor. A (T'(?)),s, operdtorok (z,)-en val egyenletes

folytonossagabol kovetkezik, hogy a
0,1] >t +— T(t)x,, neN

leképezések ekvifolytonosak. Legyenek ¢, € X* ||¢,|| < 1 olyan dudlis térbeli elemek,

amelyekre

Ekkor a
[0,1] 3 s = &uls) == @u(T(s)2n)

fiiggvények egyenletesen korlatosak és ekvifolytonosak. Tehat, az Arzela—Ascoli-tétel
alapjan a (&,) C C[0, 1] fuggvénysorozatnak létezik (egyenletesen) konvergens részso-

rozata — jelolje ezt is (§,). Tehat
lim &, =: ¢ € C0,1].

Mivel
£(0) = lim &,(0) >

’
n—oo

N | —

ezért € # 0. Igy a ¢ figgvény Fourier-egyiitthatéi koziil valamelyik nem 0, vagyis létezik

olyan \,, := 2wim, m € Z szam, amelyre

/01 e 3¢ (s) ds # 0.

Legyen
1
Zn ::/ e 5T (), ds.
0

Ekkor a Lemma (c) pontja alapjan z, € D(A). Tovabba,

A — Az, =2 —e T2y, =2, — T(1)1, =0
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az (i) feltétel szerint. Masrészt,
lim [|z,[| > lim ¢, (25)
n—oo n—oo
1
> lim / e 5, (T (s)r,) ds
n—oo |J0

/1 e 3¢ (s) ds
0

Ebbol kovetkezik, hogy az A generatornak a A, = 27wim szdm approximativ sajatértéke,

>

> 0.

egy hozzé tartozo approximativ sajatvektor pedig a

(1)
||Zn|| neN

sorozat. O

4.36. Tétel (Spektralleképezés normafolytonos félcsoportokra). Legyen (A, D(A)) a
(T'(t)) o mormafolytonos félcsoport generdtora. Ekkor
o(T(t)\ {0} =eW ¢ >0.
Bizonyitas. A4.33] és a Tételek miatt, valamint atskalazas utan elegendé az alab-
bit megmutatni:
Ha 1 € Ao(T(1)), akkor létezik olyan m € Z egész, hogy A, := 2mim € Ao (A).
Ennek bizonyitasdhoz vegyiink a T'(1) operatornak egy 1-hez tartozd approximativ sa-
jatvektorat, vagyis legyen
|lznl| =1, neN, [|[T(1)z, —x,|| — 0.

Tovabba, tegyiik fel, hogy ¢ — T'(t) normafolytonos t > ¢, esetén. Legyen k € N olyan,
amelyre ty < k. Ekkor

[T (k)ay — n|

=|T(k)x, —T(k—1)a, +T(k— Dz, —T(k—2)x, + -+ T(1)x, — ||

<UTE=DI+ITE=2)1+ - [ITO)) - I1T(L)zn — zal = 0,

n — oo. A feltevésiink szerint a (7'(t)),, félcsoport egyenletesen folytonos a (T'(k)zn) e

vektorokon, tovabba a (T'(k)x, — 7,,),cy vektorokon is, mivel ez utébbiak nullsorozatot

alkotnak. Igy a félcsoport egyenletesen folytonos az
xy =T (k)x, — (T(k)x, — x,)
vektorokon is, ezért az allitas adodik a Lemmabdl. O
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4.37. Kovetkezmény. Legyen (A, D(A)) a (T(t)),s, normafolytonos félcsoport generd-
tora. Ekkor

(SKeNK) s(A) = wo.

A (2.40) diagram alapjan szamos félcsoportregularitdsi tulajdonsiaghdl kovetkezik a

normafolytonossag, tehat ilyen esetekben is teljesiil a spektralleképezés-tétel.
4.38. Kovetkezmény. A

(SLT) o(T(t)\ {0} =eW ¢ >0.
spektrdlleképezés-tétel, és a

(SKeNK) s(A) = wo.

eqyenldséqg teljesil az aldbbi esetekben:

(a) kompakt félcsoportok,

(b) differencialhatd félcsoportok,

(¢) analitikus félcsoportok,

(d) egyenletesen folytonos félcsoportok.

A félesoportok aszimptotikus tulajdonsagainak vizsgalatakor valdjaban az (SKeNK)
tulajdonsag lényeges. Ez pedig kovetkezik az (SLT)-nél gyengébb tn. gyenge spektrdl-
leképezés-tételbdl is:

(GySLT) o(T(t)) \ {0} = e\ {0}, ¢=>0.

Belatjuk, hogy a szorzasfélcsoportra fennall a spektralleképezés-tétel ezen gyengébb ver-

zidja.

4.39. Allitas. Legyen az M, operdtor egy (T4(t)),5q szorzdsfélesoport generdtora az X =
Co(R2) vagy X = LP(Q) téren eqy megfeleld q : Q@ — C figgvénnyel. Ekkor

(GySLT) o(T,(t)) = eto(0l), ¢ > 0.
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Bizonyitds. Az m ill. az Allitésok (d) pontjaban lattuk, hogy egy szorzasoperator

spektruma a ¢ figgvény (1ényeges) képhalmazanak lezartja, tehat

o(T,(t)) = eldess @) = (o) () — gto(My)
minden ¢ > 0 esetén. 0

4.40. Példa. Egyszeri és tipikus példa szorzasoperatorra

My ((Zn)nez) = (inTn)nez,

ahol (z,,)nez € (P(Z). Ekkor

masrészt ;
T.(t) =1, ha —
P(T,() =T, ba _¢Q

ahol T' C C az egységkorvonal. Tehat (GySLT) fenndll, de (SLT) nem teljestil.

A Halmos-féle spektraltétel szerint egy Hilbert-téren értelmezett normalis operator
mindig izomorf egy szorzasoperatorral egy alkalmas L?-téren. Igy az ilyen operdtorokra
is teljestl (GySLT).

4.41. Kovetkezmény. Legyen (T<t))t20 eqy Hilbert-téren értelmezett normadlis operdto-

rokbol allé erdsen folytonos félcsoport, generdtora (A, D(A)). Ekkor

(GySLT) o(T(t)) =etcA t>0.

Ugyan azok az erdsen folytonos csoportok, amelyek nem korlatos generatorral rendel-
keznek, egyetlen, a[4.38 Tételben felsorolt regularitasi tulajdonsdggal sem rendelkeznek,

korldtos csoportokra mégis igaz a spektralleképezés-tétel gyenge verzidja.

4.42. Tétel. Legyen (T'(t)),cx korldtos erdsen folytonos csoport az X Banach-téren,
generdtora (A, D(A)). Ekkor a gyenge spektrdlleképezés-tétel teljesiil, tehdt

(GySLT) o(T()\ {0} = @\ {0}, teR.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]
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A fejezet végén roviden azt targyaljuk, hogy mit tudunk mondani a perturbalt fél-

csoport spektrumarol.

4.43. Allitas. Legyen (T'(t)),5¢ erdsen folytonos félcsoport, generdtora (A, D(A). Legyen
B € Z(X) tetszbleges. Ekkor ha X € p(A), akkor

ANeo(A+B) <= A€ d(BR(\NA)) <= Xea(R(\A)B).
Bizonyitas. Az allitas kovetkezik az alabbi egyenloségbol:
A—A—-—B=(Id=BR()\A))(A—A)

és abbdl, hogy
o(BR(A, A))\ {0} = o(R(X, A)B) \ {0}.

Ez alapjan ha (S(t)),s, jeloli az A + B dltal generélt félcsoportot, akkor
(SLT) o(S(t))\ {0} = @B ¢ >0,

spektralleképezés-tétel példaul a . vagy a[3.10L Allitdsok feltételei mellett.
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4.4. Feladatok

4.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi operatorok spektrumét az X = C|0, 1] Banach-

téren!

(a) Af(s) = ;5 f(s), D(A) ={f € X : Af € X};
(b) Bf(s) =1s*- f(s), D(B) = X;

(c) Cf = [, D(C) ={f € C'[0,1] : f(0) = 0};

(d) Df = f, D(D)={f € C'[0,1] : f'(1) = 0};

(e) Ef = [, D(E)={f€C'0,1]: f(0) = f(1)};

(f) Ff=f, DF)={f € C'0,1]: f(0) = f'(1)};

(g) Gf =", D(G) = C?[0,1];

(h) Hf :=f", D(H) ={f € C*[0,1] : f(0) = f(1) = 0};
(i) If :=f", D)= {f € C*[0,1] : f'(0) = f"(1) = 0};
() Jf =", D(J)={f € C?[0,1] : f"(0) = 0}.

4.2. Feladat. Legyen A egy operator az X Banach-téren, és legyen B az A egy meg-
szoritasa. Mutassuk meg, hogy ha B szurjektiv és A injektiv, akkor A = B! Ez az eset
fenndll példdul, ha B C A és p(A) N p(B) # 0.

4.3. Feladat. Tegytk fel, hogy valamely ¢ty > 0 esetén r(T'(ty)) € Po(T (o)) teljesiil.
Igazoljuk, hogy ekkor az (SKeNK) egyenldség fennall, vagyis s(A) = wy!
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5. fejezet

Félcsoportok aszimptotikaja

Ebben a fejezetben a félcsoportelmélet egyik legfontosabb részével, a félcsoportok
aszimptotikajaval fogunk foglalkozni. Azt a kérdést vizsgaljuk, hogy

lim 7'(t)

t—o00

létezik-e, és ha igen, milyen topologidban.
Korabban lattuk, hogy az operatorfélcsoportok tulajdonképpen a
d
Su(t) = Au(t), t>0;
( ACP) dt ( ) ( ) =
u(0) = =z,
alaku absztrakt Cauchy-problémak megoldasai. Ezért aszimptotikus tualjdonsagaik vizs-

galata egyben ezen megoldasok végtelenben vald viselkedésének leirasara szolgal.

5.1. Félcsoportok stabilitasa

Stabilitas alatt azt értjik, hogy a T'(t) operatorok 0-hoz tartanak, ha ¢ — oo. Mi-
vel azonban az operatorok (éltalaban) végtelen dimenzids tereken vannak értelmezve,
ezért meg kell kiilonboztetniink, hogy milyen értelemben vizsgédljuk a konvergenciat.
Az [I.28] Definiciéban mar értelmeztiik egy félcsoport egyenletes exponencidlis stabilitd-
sdt, és az . Allitasban azt is 14ttuk, hogy egyenletesen folytonos operatorfélesoportok
esetén ez ekvivalens azzal, hogy a T'(t) operdtorok normdi 0-hoz tartanak végtelenben.

Most bevezetjiik erosen folytonos operatorfélcsoportok kiilonbozé stabilitasi fogalmait.
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5.1. Definicié. A (T(t)),s, er6sen folytonos félesoportrél azt mondjuk, hogy

(a) egyenletesen exponencidlisan stabil, ha létezik € > 0, hogy
: et — -
Jim e7(t)] = 0

(b) egyenletesen stabil, ha
lim [[T(2)]] = 0;
t—00

(c) erdsen stabil, ha
Jim |T(t)z|| =0, minden z € X esetén;
(d) gyengén stabil, ha
tli)m o(T(t)x) =0, minden z € X, p € X™ esetén.

« sz

wo = wo(7T') = inf {w €eR:3IM, > 1, melyre |T(t)|| < M, - e, t > O}
5.2. Allitas. Egy félcsoport pontosan akkor egyenletesen exponencidlisan stabil, ha
(51) wo < 0.

Bizonyitds. Ha a (T'(t)),5,
esetén e[| T'(t)|| — 0, igy létezik olyan to > 0, hogy

félcsoport egyenletesen exponencialisan stabil, akkor ¢ — oo

T <1, t>t.

Mivel sup;e(o |7'(2)]| korldtos, ezért létezik olyan M > 1, amelyre || T(¢)|| < M, igy
|T(t)|| < Me =" teljesiil minden ¢ > 0 esetén. Tehat wy < 0.
Megforditva, ha wy < 0, akkor 1étezik olyan w < 0, M > 1, amelyekre

1T < M-e*, t>0.

Ebbdl kapjuk, hogy
e YT < M-e2t =0, t— oo,

tehat (T'(t)),>, egyenletesen exponencidlisan stabil e = —% > 0 vdlasztéassal. O
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Az alabbiakban kideriil, hogy a két egyenletes stabilitasi fogalom ekvivalens egymas-

sal.

5.3. Allitas. Legyen (T'(t))>o erdsen folytonos félcsoport. Ekkor az aldbbi dllitdsok ek-

vivalensek.

(i) (T(t)),>o egyenletesen exponencidlisan stabil;

(i) (T(t)),so egyenletesen stabil;

(iii) Létezik € > 0, hogy

tllglo T (x| =0, minden x € X esetén.
Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy (i) = (ii) és (i) = (7).
(i7) = (i) : A . Allités szerint
wot

et =r(T@) <T@, t=0,

ezért (i1)-bol kovetkezik, hogy wy < 0, tehat (i) teljestl.
(#4i) = (i) : Tegyiik fel most, hogy (iii) fennall. Ekkor az (e*T'(t)),, operdtorcsalad
pontonként korlatos, tehat az egyenletes korlatossag tétele miatt egyenletesen is korlatos.

Igy létezik olyan M > 1 szdm, hogy
T <M, t>0,

tehat
i 5t —
lim | 7(1) | =0,

vagyis (¢) fennall. O

A definiciébdl adodik, hogy az egyenletes stabilitasbol kovetkezik a erds, abbdl pedig

a gyenges stabilitds. A forditott allitdsok azonban nem igazak.

5.4. Példa. Legyen (T'(t)),5, a baleltolds-félesoport X = LP(Ry)-on, 1 < p < co. Ez a

félcsoport erdsen stabil, azonban
7@ =1, t=0,
tehat nem egyenletesen stabil.
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A 4.18] Allitasban lattuk, hogy
o1 ! 1
(5.2) wo = inf —In [T = lim z 1T = glnr(T(to))

minden ¢ty > 0 esetén. Ezek alapjan konnyen igazolhat6 a kovetkezo allitas.

5.5. Allitas. Legyen (T'(t)),>o erdsen folytonos félcsoport. Ekkor az aldbbi dllitdsok ek-
vivalensek.

(i) wo <0, azaz (T(t)),5, egyenletesen ezponencidlisan stabil;
(i) lim o0 |T'()|| = 0, azaz (T'(t)),>, egyenletesen stabil;
(11i) Létezik olyan to > 0, amelyre ||T'(to)| < 1 teljesil;
(iv) Létezik olyan t; > 0, amelyre r(T'(t1)) < 1 teljesiil.

Vegyiik észre, hogy az [5.3l Allitas (i), (i7), ill. (iii) pontjai éppen az 5.5, Allitas (i),
(11), ill. (ii7) pontjaival ekvivalensek.

Nézziik most, mit mondhatunk a
&t T(t)x

palyak viselkedésérol! Az egyenletes exponencidlis stabilitas ekvivalens azzal, hogy 1étez-

nek olyan M > 1, € > 0 szamok, amelyekre
IT(@)z] < Me™|z]

minden ¢t > 0, x € X esetén. Ebbol kovetkezik, hogy a &, palyak LP(R,, X)-beli figgvé-

nyek minden 1 < p < oo esetén, vagyis
o
/ I1T(#)||P dt < oo
0

minden x € X esetén. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy ezen allitds megforditasa is

igaz.

5.6. Tétel (Datko 1970, Pazy 1972). Egy (T'(t)),s, erdsen folytonos félesoport pontosan

akkor egyenletes exponencidlis stabil, ha valamely/minden p € [1,00) esetén
(5.3) / IT(#)||P dt < oo
0

minden © € X vektorra.
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Bizonyitds. Ha a félcsoport exponencidlisan stabil, akkor a korabbi meggondolas szerint
(5.3) fennall. A forditott irany bizonyitdsahoz az Allitds alapjdn elég megmutatni,

hogy ha (5.3) fennall, akkor
(5.4) lim [ 7(0)]] = 0
teljesiil. Ebbol a célbdl vezessiik be a
Tox = Xjom()T()r, neN
operatorokat.
1. Megmutatjuk, hogy T,, € L(X, LP(R,, X)). Ugyanis,
ITuallhe = [ o T @zl dt = [T (2)a] at
< [ Mzl de = ndgljel,
0
ahol M, = sup,cio, [T

2. Belatjuk, hogy létezik olyan C' > 0, amelyre az el6bbi levezetésben nMP < CP

teljestil minden n € N esetén. A feltétel szerint minden x € X vektorra a
{Thx:neN} C LP(R;, X)
halmaz korlatos, ugyanis példaul az
R::AWWHQﬂV&

szammal a 0 kozéppontd, R sugaru zart gombben vannak. Tehat, az egyenletes

korlatossag tétele miatt létezik olyan C' > 0 szdm, hogy

t
[Tzl dr < oo, v e Xt 0.
0

3. Most megmutatjuk, hogy a (7'(t)),-, félcsoport korldtos, tehat 1étezik olyan L > 0,
hogy ||T(t)|] < L minden ¢ > 0 esetén. Az Allitas alapjan léteznek olyan

M > 1 és w > 0 szamok, amelyekre
1T <M-e*, t>0.
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(Megjegyezziik, hogy ha w = 0 is vdlaszthato lenne, akkor a korlatossagot belattuk.
Ha pedig w < 0 vélaszthat6, akkor a tételt is belattuk.) Igy kapjuk, hogy

R :
T ()] = / e P T(r) Tt — )|l dr
pw 0

t
g/ MP|T(t — )| dr
0
< MPCP|z||P, =€ X,t>0.
Ebbdl, ha t > 1, akkor

p

IT(®)all < —F—p MPCP |z, @ € X,

Mivel sup,eoq [T(1)]| < oo, ezért kapjuk, hogy létezik olyan L > 0 konstans,
melyre
17O <L, t=0.

. Utols6 1épésként megmutatjuk, hogy lim; o, ||7(t)|| = 0. Az el6bbieket felhasznalva
kapjuk, hogy

ATl = [ 16— DT dr

t
< [ irealr dr
0

< LPCP||z|P, 2 € X,t>0.

Tehat
IT@)|| < LCt™», t>0,
amibél (5.4) kovetkezik. O

A fenti stabilitasi kritériumok hatranya az, hogy ellendrzésiikhéz ismerniink kell a

félcsoportot. Marpedig legtobb esetben csak a generatort vagy/és annak rezolvensét is-
merjiik. Ezért van sziikségiink a spektralelméletre. Az és az[1.30L Tételekben matrix-

ill. egyenletesen folytonos félcsoportokra mondtunk ki a generator spektralkorlatjara vo-

natkozé stabilitasi kritériumokat, vagyis ezekben az esetekben az

s(A) <0



feltétel ekviavelens az egyenletes (exponencidlis) stabilitdssal. Az ellenpéldak (Id. a [4.32]
Példat) mutatjak, hogy ez altaldban tetszoleges félcsoportra nem teljestl. Masrészt, ha

valamilyen (gyenge) spektralleképezés-tétel teljestil a félcsoportra és generatorara, akkor
wp és s(A) egyenld, tehat az (5.5)) egyenlotlenségbél kovetkezik ((5.1)).

5.7. Lemma. Ha a (T'(t)),5, erdsen folytonos félcsoportra és (A, D(A)) generdtordra a
gyenge spektrdlleképezés-tétel teljesiil, vagyis

(GySLT) o(T(t) U {0} = e"@ U {0}, ¢ >0,

akkor
s(A) = wy

is teljesiil.

Bizonyitas. 1dézziik fel az (5.2) egyenldséget:

1
wo =7 Inr(7(t)), minden ¢t > O-ra.

Mivel a 2.22] Kévetkezmény szerint —oo < s(A) < wy, tegyiik fel, hogy —oo < wy, és igy
1 1
wo = ;lnsup{|,u\ cpea(T(t)} = Elnsup{|et’\| A €o(A)}
1 1
= ;lnsup{etRe’\ cA€a(A)} = sup{;lnetRe’\ TN E O'(A)}
= s(A).
0

Most kimondjuk a Ljapunov stabilitdsi tétel végtelen dimenziés valtozatét, 1d. a[4.37]

Kovetkezményt.

5.8. Tétel. Egy (T'(t)),», normafolytonos félcsoport pontosan akkor egyenletesen expo-

nencidlisan stabil, ha generdtordnak s(A) spektralkorldtja negativ, vagyis
s(A) < 0.

Bizonyitds. A Kovetkezmény alapjan s(A) = wy, igy az allitas az . Allitasbél
adodik. []
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A kovetkezo tétel Hilbert-téren értelmezett félcsoportokra mond ki olyan stabilitasi

feltételt, amelyhez nem sziikséges a félcsoport ismerete.

5.9. Tétel (Gearhart 1978, Priiss 1984, Greiner 1985). Legyen (T'(t)),, erdsen folytonos
félcsoport a H Hilbert-téren, legyen generdtora (A, D(A)). Ekkor a félcsoport pontosan

akkor egyenletesen exponencidlisan stabil, ha
{Ae C:ReX >0} CpA),
és
(5.6) M = sup ||[R(\ A)| < oo.
ReA>0

Bizonyitds. Ha wy < 0, akkor az becslés a . Tételbdl kovetkezik. A masik irdny
bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy a [1.11] Kévetkezmény alapjan iR C p(A) is teljestil,
tehat az becslés a rezolvensleképezés folytonossaga miatt Re A > 0 esetén is igaz.
Legyen w > |wg| + 1, és tekintsiik a

T o) :=e"T(t), t>0

atskdlézott félcsoportot! Ekkor (T-,(t)),5, egyenletesen exponencidlisan stabil. A [2.17,
Tétel (a) pontjabol kovetkezik, hogy minden x € H, s € R esetén

R(w +1is, A)xr = R(is, A —w)x = /OO e ST (t)x dt.
0
Az F: L*(R, H) — L*(R, H) Fourier-transzformaciora
R<w + s, A)(L’ = ‘;E(T— ()I)<S)7

ahol a T, () operatorokat ugy terjesztjiik ki R-re, hogy T, (t) := 0, ha t < 0. Mivel a

(T-w(t)) >0 félcsoport egyenletesen exponencidlisan stabil, ezért
T )z € L*(R, H).
A Plancherel-tétel alapjan

+o0 +oo
/ 1R (w + is, A)z||? ds = 27T/ 1T (t)||? dt,
oo 0
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igy 1étezik olyan L > 0 szam, hogy
oo 2 201112
| IR +is, Azl ds < L2je]
minden x € H esetén. A (4.3) rezolvensegyenl&ség miatt
R(is,A) = R(w +1is, A) + wR(is, A)R(w + is, A)
minden s € R esetén, tehat
|R(is, A)z|| < (14 Mw) - ||R(w +is, A)z||
teljesiil minden s € R és € H elemre. Igy

+00 +oo
. / IR(is, A)z||? ds < (1 + Mw)Q/ 1R(w + is, A)z||? ds
< (1+Muw)?-L* |z|)?

minden x € H-ra. Mivel ||T']| = ||77|| minden 7" € L(H) korldtos operdtorra, ezért a
kapott becslés igaz az adjungdlt (T*(t)),s, félcsoport generatorara, A*-ra is (Id. a[2.2.1}
alpontot), vagyis

+oo
(5.8) | IR, ATyl ds < (1 Muw)? - L2y

minden y € H-ra.
A kovetkezokben felhasznalunk egy, a jegyzetben nem szerepld Un. inverzios formuldt.

Ez alapjan minden z € D(A?) és y € H esetén

1 +

(tT(t)x,y) = 2—/ i)t (R(w +is, A)%x, y) ds

T J—oc0

1 Feo ist : : *
/ e (R(is, A)zx, R(—is, A")y) ds.

T 21w

Az utolsé egyenldség a Cauchy-féle integralformula alapjan igaz, mivel R(A, A) egyenle-

tesen korlatos Re A > O-ra, és igy

1 1
[R(A, Azl = WHR(A,A)A:(: +af < W(MIIASCH + =),
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ha z € D(A?). Felhasznélva az (5.7)) és az (5.8) becsléseket, valamint a Cauchy-Schwarz-
egyenlotlenséget, kapjuk, hogy

1 +o00 1/2 +o00
T2yl < o ([ IRGs, Aal?ds) ([ IRGs, A7)l ds)
< (1+ Mw)*- L
- 2m
minden z,y € D(A?) esetén. Mivel D(A?) sfirti H-ban, ezért

1/

2
Al -yl

T ()| = sup{|(¢T(t)z, y)| : z,y € D(A?), ||z]| = [lyll = 1}

(1+ Mw)?*- L?
< .
- 2T
Tehat
Jim [[T(#)]] = 0,
fgy wy < 0 az[5.5] Allités alapjén. O

A kovetkezd tétel korlatos félecsoportok erds stabilitasdhoz szolgaltat a generatorra

vonatkozo kritériumot. A feltételek kozott szerepel A Un. Banach-adjungdltja. Ezt az
alabbi médon definidlhatjuk. A definicibéban

(x,p) = p(x), pe X xelX.

5.10. Definicié. Legyen (A, D(A)) siirlin definidlt operator az X Banach-téren. Ekkor
A adjungdltja, A* a kovetkezd operator X*-on:

D(A™) = {z" € X" : Jy* € X", amelyre (Az,z") = (z,y") minden = € D(A) esetén},
Az =y, a" e D(A").
5.11. Tétel (Arendt, Batty, Lyubich, Vi, 1988). Legyen (T'(t)),>, korldtos erdsen foly-
tonos félcsoport, generdtora (A, D(A)). Ha
1. Po(A*)NiR =0,
2. o(A) NiR megszdmlalhata,
akkor (T'(t)),s, erdsen stabil, vagyis
tllglo T(t)x =0, minden xz € X-re.

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]
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5.2. Félcsoportok hiperbolicitasa

Ebben az alfejezetben a korabban latott stabilitasi tételekre alapozva megprobaljuk a
félesoportokat egy stabil és egy instabil részre bontani. Altaldban ez természetesen nem

mindig teheté meg, ezért sziikkségiink lesz az aldbbi fogalomra.

5.12. Definicié. A (T'(t)),, félcsoportrél azt mondjuk, hogy hiperbolikus az X Banach-
téren, ha X-et felbonthatjuk X és X, zart, T'(t)-invaridns alterek direktosszegére, vagyis

(5.9) X =X;® Xy,
és a felbontédsra a kovetkezok teljestilnek:

(a) Jeldlje (T(t)),5q a (T'(t)),5( félcsoport megszoritdsit X,-re. Ekkor (T()),s, egyen-

letesen exponencialisan stabil X -en.

(b) Jelolje (Tu(t))y>g a (T'(t)),5 félcsoport megszoritdsat X,-ra. Ekkor a T, (t) operdto-

rok invertalhatok X,-n, és (Tu(zf))t_zl0 egyenletesen exponencidlisan stabil X,-n.
Konnyen belathato az alabbi allitas.

5.13. Allitas. Egy (T'(t)),5¢ erdsen folytonos félesoport pontosan akkor hiperbolikus, ha
létezik eqy P korlatos projekcio X -en, tovabba M, e > 0 konstansok, hogy T'(t) kommutdl
P-vel minden t-re, T'(t) ker P = ker P, tovabbd

(5.10) IT(t)z|| < Me ™", t>0,z € ran P;
1
(5.11) |T(t)z| > Me“? t >0,z € ker P.

A kovetkezokben a hiperbolicitast a félcsoport spektruméanak segitségével jellemez-

zik.

5.14. Allitas. Legyen (T'(t)) ;= erdsen folytonos félcsoport. Ekkor az aldbbiak ekvivalen-

sek.
(i) (T'(t)),¢ hiperbolikus;

(i) o(T(t)) NT = O valamely/minden t > 0 esetén, ahol T = {z € C : |z| = 1} az
eqységkor.
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Bizonyitds. (i) = (ii) : Ha (T'(t)),5, hiperbolikus, akkor az (5.9) direktosszeg-felbontds
miatt

o(T(t)) = o(T(t)) U o (Tu(t)).

Mivel (7(t)),»o egyenletesen exponencidlisan stabil, ezért r(7y(t)) < 1, t > 0, {gy
o(Ty(t)) N T = (). Hasonl6an kapjuk, hogy r(T,(t)~!) < 1. Mivel

o(Tu(t)) = {A s X e a(Tu() ™)},

ezért minden \ € o(T,(t) esetén |A| > 1, tehdt o(T,(¢t)) N T = 0.
(it) = (i) : Legyen h > 0 olyan, hogy o(T'(h)) NT' = (). Legyen P a

e o(T(h): |\ <1}

halmazhoz tartozé spektralprojekcié (Id. a Definiciét). Ekkor az X tér felbomlik
mint
X=X,® Xm

ahol X, = ran P, X, = ker P T'(h)-invarians alterek. Legyen Ts(h) € L(X,) a T(h)

operator X,-re valé megszoritasa. Ekkor
o(T(h)) ={A € a(T(h)) - |A| <1},
tehat r(T,(h)) < 1. Az 5.5l Allitas (iv) pontja szerint a

(Ts() 120 := (PT())2g

félcsoport egyenletesen exponencidlisan stabil.

Hasonléan, ha T, (h) € L£(X,) jeloli a T'(h) operator X,-ra valé megszoritasat, akkor
o(Tu(h)) = {A € o(T(h)) - [A[ > 1},

tehat T, (h) invertdlhaté X,-n. Ebbél kévetkezik, hogy T, (t) is invertalhat6, ha 0 <t < h,
mig ha t > h, akkor valasszunk olyan n-et, amelyre nh > t. Igy

T,(h)" = T(nh) = Tu(nh — )T,(t) = Tu(t)Tu(nh — 1),

tehat 7,,(t) is invertalhaté, mivel T,,(h) is az. Tovabba, 7(T,(h)) > 1, és az 5.5 Allités
(iv) pontjabol kovetkezik a (T, (t));<

>0 f€lcsoport egyenletes exponencidlis stabilitdsa. [
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A hiperbolicitas fenti karakterizaciéjahoz sziikséges a félcsoport ismerete. A kovetke-
28 tétel arrél szol, hogy ha a spektralleképezés-tételhez (1d. a [4.36] Tételt ill. az (SLT)
feltételt) hasonld sszefliggés all fenn a félcsoportra, akkor az A generdtor ill. o(A) isme-

retében is eldonthetd a hiperbolikussag.

5.15. Tétel. Legyen (A, D(A)) a (T(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora. Tegyiik
fel, hogy a o(A) és a o(T(t)) spektrumok kielégitik az aldbbi dsszefiiggést:

(5.12) o(T(t)) CT-e@W = {2 : X\ € 0(A), |2| = 1}, minden t > 0-ra.
Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) (T'(t)),=q hiperbolikus;

(it) o(T(t)) NT =0 egy/minden t > 0 esetén;
(iii) o(A) NiR = ().

Bizonyitds. (i) < (ii) : Az [5.14L Allitdsban lattuk.
(1) = (uii) - A [4.33] Tétel szerint minden félcsoportra teljesiil.
(73i) = (7i) : Konnyen lathaté, hogy az (5.12)) tartalmazas fenndllasa esetén teljesill. [

Hilbert-terek esetén az [5.9) Gearhart—Priiss-Greiner-tételt felhaszndlva az (5.12)) fel-
tételt az imaginarius tengelyre megszoritott rezolvens normajanak becslésével helyette-
sithetjiik.

5.16. Tétel. Legyen (A, D(A)) a (T'(t)),s, erdsen folytonos félcsoport generdtora a H
Hilbert-téren. Ekkor (T(t)),so pontosan akkor hiperbolikus, ha

o(A)NiR =0 és |[R(\, A)|| < M, X € iR,

160



5.3. Feladatok

5.1. Feladat. Jellemezziik a kiillonbo6z6 stabilitasi fogalmakat — a ¢ fiiggvény tulajdon-
sagaibdl kiindulva — az LP(R)-en ill. Cy(R)-en értelmezett (7,(t))

esetén!

>0 szorzasfélcsoportok

5.2. Feladat. Igazoljuk, hogy egy gyengén stabil kompakt félcsoport sziikségképpen

egyenletesen exponencialisan stabil!

5.3. Feladat. Legyen A egy Hilbert-téren értelmezett erdsen folytonos félcsoport gene-

ratora. Mutassuk meg, hogy félcsoport novekedési korlatjara
wp = inf {/\ > s(A) s sup ||R(A+is)|| < oo}
seR

5.4. Feladat. Igazoljuk, hogy az [5.12| Definiciéban szereplé direktosszeg-felbontas tel-
jestl, ha

o(T(t))Nal =0

fenndll valamely o > 0 esetén. (Segitség: Skalazzuk at a félcsoportot és az (5.10) és

az (b.11]) becsléseket!)

5.5. Feladat. Tegyiik fel, hogy a (T'(t)),., félcsoport kielégiti az és az ([5.11))
becsléseket egy olyan P korlatos projekcidval, ami kommutal T'(¢)-vel minden ¢ > 0
esetén. Tegyiik fel, hogy valamely to > 0 szamra a T'(ty) operator ker P-re val6é T, (o)
megszoritdsa kompakt. Igazoljuk, hogy ekkor dimker P < oo és (T'(t)),, hiperbolikus!

5.6. Feladat. Legyen A egy (T'(t)),, hiperbolikus félcsoport generatora. Mutassuk meg,

hogy A invertalhato, és az inverzére
Aty :/ T,(H) "} (1d — P)z dt —/ T,(t) Pz dt
0 0

teljestl! Igazoljunk hasonlé el6éllitast az R(\, A) operatorokra is Re A < ¢ esetén, ahol

e az (5.10)) és az ([5.11]) becslésekben szerepld konstans!
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Jegyzetiinket a félcsoportelmélet ,atyjaként” szamontartott Einar Hille egyik hires
idézetével zarjuk 1948-bol.
1 hail a semi-group when I see one and I seem to see them everywhere. Friends have
observed, however, that there are mathematical objects which are not semi-groups.” Ma-
gyarul: Udvézlém, ha ldtok egy félesoportot, és gy tinik, hogy mindeniitt latom Oket.
Bardtaim megfigyelték azonban, hogy vannak olyan matematikai objektumok, amelyek

nem félcsoportok.
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