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1. fejezet

Bevezetés

A matematika a hétkoznapi élet szamos jelenségének lefrasara is hasznalhato.
Szakdolgozatom célja, hogy ezen alkalmazasi teriiletek egy nagyon kis szegmensébe, a
pénziigyi matematikaba nytujtsak betekintést, azon beliil is az eurdpai tipusu opcidk
arazasaba.

Szakdolgozatomban az eurdpai tipusu opcidk arazaséra a Black-Scholes formulat
hasznalom. Ezen formula levezetésének rengeteg megkozelitését olvashatjuk a kii-
16nb6z6 szakirodalmakban. Ezen szamos megkdozelitési mod koziil jelen dolgozatban
a Black-Scholes egyenletet mint parcialis differencidlegyenletet mutatom be. Az eh-
hez sziikséges matematikai hattér fogalmait a 2. fejezetben irom le. Itt nem csak a
parcialis differencidlegyenletek alapfogalmait definidlom, de a késébbiekben fontos
szerepet jatszo hovezetési egyenletet és annak megoldasat is bemutatom.

A Black-Scholes formula, mint az az els6 bekezdésbdl is kideriil, kbzgazdasagtan-
ban hasznalt modell. Tehat ahhoz, hogy formulat megértsiik, sziikségiink van néhany
alapvetd kozgazdasagtani fogalom ismeretére. Ezen fogalmak leirdsa a 3. fejezetben
talalhatd, ahol a fogalmak megértését eldsegitendd egy egyszerti pénziigyi feladatot
is megoldok.

Ezek utan a 4. fejezetben, szakdolgozatom forészében levezetem a Black-Scholes
parcialis differencidlegyenletet és annak megolddsat. A fejezet lezarasaként egy gra-

fikus példa segitségével szemléltetem a kapott eredményeket.



2. fejezet

Matematikai bevezeto

2.1. Parcialis differencialegyenlet

Mint azt a bevezetében is emlitettiik, jelen dolgozatban az eurdpai tipusi op-
cidk arazasat a Black-Scholes parcidlis differencidlegyenlettel modelleziik. A modell
konnyebb megértésének érdekében ebben az alfejezetben réviden oOsszefoglaljuk a

parcialis differencidlegyenlet legfontosabb alapfogalmait.

2.1.1. Alapfogalmak

2.1.1. Definicié. Legyen f : R" — R figgvény és a = (a1,aq,...,a,) € R™-beli
pont. Rogzitsik az a = (a1, as, ..., a,) pont koordindtdit az i-edik tag kivételével, és

tekintsiik a megfeleld

t— fz(t) = f((ll, Y P t, iy 1y eeny CLn)

szekcidfiigguényt. Az igy kapott egyvdltozos f; fligguény a; pontban vett derivdltja az
f fiiggvény a pontbeli i-edik parcidlis derivdltja.

Jelolése: %(a) vagy fu,(a) stb.

2.1.2. Definicié. Az a = (ay,ag, ..., ;) € N vektort multiindexnek nevezziik.

Ekkor, ha u : R™ — R fiigguény, jeldlje
0% := 07" 052...00"u,

n
la] = Z ;.
i=1
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2.1.3. Definicié. Legyen Q@ C R™ tartomdny (nyilt, dsszefiiggd), m > 0 egész, je-

lolje N az olyan o = (o, ..., ) multiindexek szdmat, amelyekre

n
la| = Zozj < m.
j=1

Adott F : Q x RN — R fiiggvény. Olyan v : Q — R fiigguényt keresiink, amely

m-szer folytonosan differencidlhato és Va € €2 esetén
F(z;u(x),0u(x),...,0%(x),...) = 0.
Ha u eleget tesz ennek, akkor u-t az
Fo(id,u,0,...,0%,...) =0

parcidlis differencidlegyenlet megolddsdnak nevezziik.

2.1.2. Hovezetési egyenlet

A Black-Scholes parcialis differencidlegyenletet a 4. fejezetben addig egyszertisit-
jiikk, mig egy egydimenzids hdvezetési egyenlethez jutunk, 1d.(2.1).
A hévezetés egy dimenzioban az alabbi modellt jelenti. Vékony, homogén riudban hé-
vezetés jatszodik le. Az u(x, ) kifejezés jeloli a hémérsékletet az « helyen, 7 idében.

Ekkor a hozza tartozé parcidlis differencidlegyenlet:

Uy = Ugy, (2.1)

—o00 < x < 00,7 > 0,

ahol u, az u fiiggvény 7 szerinti egyszeres, mig az u,, az r szerinti kétszeres parcialis

derivaltjat jeloli. A kezdeti feltétel:
u(z,0) = up(x).
Feltételezziik, hogy a megoldés kielégiti a kovetkezo technikai feltételeket:
— wup(x)-nak legfeljebb véges szamu szakaddsa van,
— limy oo uo(x)e_‘m2 = 0 minden a > 0,
— limp 00 u(a, 7')6*‘””2 = 0 minden a > 0.

Ezen feltételek mellett egyértelm megoldas létezik.
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2.1.4. Definicié. A hévezetési egyenlet alapmegolddsa :

1 =2
O(x,7) = 7 7 TERT>0,
0 reR,7<0.

1. Tétel. A hovezetési egyenlethez tartozo kezdetiérték-probléma megolddsa

u(z, ) = /OO O(x — s, T)up(s)ds =
> (2.2)

1 o0 1752
= \/ﬁ/ e uo(s)ds.




3. fejezet

Kozgazdasagtani kellékek

A Black-Scholes modell megértéséhez sziikségiink van néhany alapvetd kozgazda-
sagtani fogalom ismeretére. Ebben a fejezetben nemcsak ezen fogalmak rovid leirasa,

de egy egyszerii pénziigyi feladat levezetése is megtalalhato.

3.1. Fogalmak

Y Az értékpapir vagyonnal kapcsolatos jogot testesit meg; formailag forgalom-
képes okiratként, vagy (az elektonikus értékpiacon) szamlan megjelend sszegként.
Az értékpapir kibocséatéja lehet az dllamkincestar — a bankrendszeren keresztiil (pl.
allamkotvények), vagy a vallalkozoi szféra — a t6zsdén keresztiil (pl. részvények).
Mivel az értékpapirok nem pusztan arunak tekinthetéek, hanem kiilonleges jogo-
kat is megtestesitenek, ez utébbiaknak az értékpapiron pontosan szerepelniiik kell.

Csoportositasuk tobbféle szempontbdl torténhet.

1. Az értékpapirban foglalt jog szerint 1éteznek kovetelést, részesedést, valamely

aruval kapcsolatos jogot, valamint egyéb jogokat megtestesité papirok.

2. Az értékapirfajtak az dtruhdzdas modja szerint lehetnek : bemutatéra szélo, név-

re sz016 és forgathato értékpapirok.

3. Hozamuk szerint léteznek formailag nem kamatozo, fix kamatozasu és véltozo
hozamu értékpapirok. Ez utébbit nevezik még osztalékpapirnak is. Az utobbi
évtizedekben létrejottek a fix és a valtozo kamatozasu értékpapirok keverésével
atmeneti formak, mint példaul a valtozé kamatozésu kotvény, az elsébbségi
részvény illetve az opcios kotvény.

Ebben az alfejezteben az [2] irodalom 5. fejezetének egyes részeit kovetem.
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4. Az értékpapirok a lejaratuk szerint lehetnek rovid, kozép-, hosszu lejaratiak,

valamint lejarat nélkiiliek.

5. Forgalmazdsuk kére szerint 1éteznek nyilvanos, kizarélag nemzetkozi forgalom-

ba szant, tozsdén jegyzett ill. t6zsdén nem jegyzett értékpapirok.

6. A kibocsdto kore szerint megkiilonboztethetiink az allam altal valamint jogi

személyek &ltal kibocsatott értékpapirokat.
7. Megjelenési forma szerint az értékpapir lehet okirati és dematerializalt.

Az el6zbek soran emlitett két fontos értékpapirfajta a kotvény és a részvény. A
késobbiekben fontos szerepiik lesz, mivel ezek szolgalnak majd a portfélionk alapjaul.

[gy veliik kicsit részletesebben is foglalkozunk.

Részvény ¢ A részvény vallalatok alapitdsakor vagy alaptokéjiik emelésekor ki-
bocsatott értékpapir, amely a tarsasag tokéjébol a névértéknek megfelelé hanyadot
testesit meg. Egy adott részvényfajtahoz tartozé részvényeknek mindig azonos név-
értéklieknek kell lenniiik. A részvényest részvénye névértéke aranyaban illeti meg a
szavazati jog, és igy részesedik a tarsasag eredményébdl is osztalék formajaban. A
vallalati alaptoke csokkenése esetén elofordul, hogy a részvényes tulajdonjoga meg-
sziinik, de osztalékkovetelési joga megmarad. Ekkor szamara tgynevezett élvezeti

jegyet bocsatanak ki. Tobb részvénytipus ismeretes.

— A névre sz0lo részvény tulajdonosainak nevét a részvénytarsasidg részvény-
konyvébe bejegyzik, hogy pontosan ismert legyen a tulajdonos vagy tulajdo-

nosok személye.

— Az elsobbségi részvények esetében garantalt, meghatarozott szézaléku oszta-

l1ékkifizetés torténik, de korlatozott szavazati jog all fenn.

— Korlatoltan forgalomképes részvény az un. dolgozoi részvény, amely ingyene-
sen vagy kedvezményes aron szerezhetdo meg, névre szold, és csak a vallalat
dolgozéi, nyugdijasai kozott lehet atruhazni, tovabba tulajdonosat megilleti

az osztalék- és szavazati jog.

Az osztalék, azaz az egy részvényre juto tiszta nyereség nagysigat a kozgytilés éven-
te meghatarozza és a részvénytarsasdg mindig névértékhez viszonyitva teszi kozzé
az éves mérlegadatokkal egyiitt. A részvény arfolyama a tézsdén &ltaldban eltér

névértékétol, a részvény keresletének és kindlatdanak alakulasatol fiiggéen. A tozsde
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résztvevoi szamara nem a részvényosztalék névértékhez viszonyitott ardnya, hanem
az osztalék és részvényarfolyam aranya nyujt fontos tajékoztatast: ezen az alapon
vethetik Ossze a tézsdei befektetok jovedelmezdség szempontjabol a kiilonféle rész-

vényeket.

Kotvény ¢ A kotvény fix ill. valtozd kamatozasi, altalaban hosszabb lejaratu ér-
tékpapir, amely szolhat névre és bemutatéra. A koétvény kibocsatéja arra vallal
kotelezettséget, hogy legkésébb a lejaratkor a névértéknek megfelel6 Gsszeget vissza-
fizeti és az addig esedékes kamatokat kifizeti. A kétvényszelvényre jard kamat kétféle
lehet :

— kamatozo kitvény esetében a névértékre juté kamatot a tulajdonosok megha-

tarozott id6pontban (évente, félévente, ritkan havonta) megkapjak,

— nyereménykitvény esetén a koleson elore meghatarozott kamatanak megfelelo

Osszeget nyereményként sorsoljak ki a kotvénytulajdosok kozott.

A kotvény alapvetoen hitelviszonyt megtestesito okirat, tulajdonosa — eltéréen a
részvény tulajdonosatdél — sem valésagosan sem formalisan tulajdonossa — igy val-
lalati vagyon felett tulajdonosi jogok gyakorléjava — nem valik. Kivételt képez az
ugynevezett opcios kotvény. Ez fix — az atlagosnal alacsonyabb — kamatozasi, amely
a kotvénnyel rendelkez6 szamara jogot biztosit meghatarozott idén beliil és arfolya-
mon arra, hogy a kibocsato tarsasiag részvényét megvasarolja. A valtozé kamato-
zasu kotvények hozama jobban fiigg a befektetés jovedelmezOségétol, vagy a piaci
kamatlabak valtozasatol, mint a fix kamatozasiaké, igy tozsdei arfolyamuk is érzé-
kenyebben véltozik. Kotvényt allam, pénzintézet, vallalat egyarant kibocsathat. A
kibocsatas feltételeit, koriilményeit torvény szabalyozza, és pénzintézetek kozremii-

kodésével torténik.

Opcié ¢ Az opcio egy olyan szerzddés mely az egyik félnek jogot biztosit valamely
termék el6re meghatarozott aron valé megvételére vagy eladasara illetve a masik
félnek kotelezettséget jelent az adott termék meghatarozott aron térténo eladasara
vagy megvételére. Az opids ligylet sordan az opcié megvasarldja az, aki joghoz jut,
melynek megszerzéséért ugynevezett opcios dijat kell fizetnie az opcid eladdjanak.
Ha az opcié megvasarldja él a jogaval, azaz meg akarja vasarolni vagy el akarja adni
a szoban forgd terméket, akkor az opcid eladéjanak kotelezettsége van azt az elore
meghatarozott aron eladni vagy megvenni. Ebben a "szerzodésben” az opcié eladdja

vallal nagyobb kockazatot, hiszen annak ellenére, hogy az opcié megvaséarloja opcids
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dijat fizet, 6 dontheti el, hogy él-e a jogaval, és természetesen ezt csak akkor teszi
meg ha ez neki megéri.

Attol fiiggden, hogy az opcid egy termék megvételére vagy eladdsara szol meg-
kiilonboztetiink vételi (ismertebb nevén call) és eladdsi (put) opcidt.

Vételi opcio soran az opcid vevije arra szerez jogot, hogy az adott terméket elore
meghatarozott idoben és aron megvegye. Mig az opcié eladéja kotelezettséget vallal,
hogy ezt a terméket ezen a meghatarozott aron és idoben eladja.

Eladasi opciorol beszéliink, amikor az opcié megvasarldja arra vesz jogot, hogy
az adott terméket elére meghatarozott aron és idoben eladja. Ekkor az opcio eladdja
pedig kotelezettséget vallal, hogy ezt a terméket ezen a meghatarozott arfolyamon
megvegye.

Az opcid soran megvasarolt jog nem hasznalhaté fel a végtelenségig, van egy
lejdrati ideje, ami utan az opcids jog megvasarldéjanak joga elveszik, illetve az opcid
eladdjanak kotelezettsége megsziinik. Az opcidk esetében attol fiiggben, hogy az
opcids jogot megvasarld fél mikor élhet a jogaval, beszélhetiink eurdpai és amerikai
tipusu opciérol.

— Az eurdpai tipusi opcid soran az opcids jog megvasarldja csak a lejarat napjan

élhet a jogaval.

— Amerikai tipusi opcionak nevezziik azt az opciot, amikor is az opcids jogot
megvasarlo a jog megvasarlasanak napjatol a lejaratig barmikor élhet — vételi
vagy eladasi — jogaval.

Az opci6 paraméterei:

— Az opcid alapterméke az az eszkioz, amelynek megvételére vagy eladasara az

opcid jogot biztosit.

— Az opcié lejdrata az az idépont, amikor vagy ameddig az opciét le lehet hivni,

azaz a joggal élni lehet.

— Az opcib kotési drfolyama az az arfolyam, amelyen az opcié lehivasa esetén az

alapterméket meg lehet vésarolni vagy el lehet adni.

— A kovetkezo paraméter eltér az eddigiektol annyiban, hogy a szerzédésnek ma-
ganak nem paramétere, azonban az opcid értékének igen. Az opcié volatilitdsa

az opcid alaptermékének hozamanak szoérasa.

Piacait tekintve beszélhetiink tozsdei illetve tozsdén kiviili, més néven OTC

(Over-the-counter), opciorol.
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— Tézsdei opcick: A tézsdéken az opcids szerzédések tulajdonsagai (alaptermék,
lejérat, kotési arfolyam) szabvényositva vannak. A legismertebb opcids termé-

kek a tézsdeindexekre szl opcidk.

— OTC opciok: A t6zsdén kiviili, azaz bankkozi piacon leginkdbb a devizdkra és
kamatlabakra sz6lo opcidk valamint az tin. egzotikus opciok kereskedése zajlik.
Ezek az opciék mar a kisbefektetok szamara is elérhetéek az egyre szaporodo

elektronikus kereskedési rendszerek segitségével.

Az opciok drazdsa soran a kovetkezo kérdésre kapunk valaszt: mennyit fizetnek
most egy T idopontbeli jovébeni garantalt S 6sszegért ? Az eurdpai opcidk drazdsdra
az elfogadott mddszer a Black-Scholes-formula, amivel a kovetkezo fejezetben ismer-
kedhetiink meg. Amerikai opcick esetében az opcid drazdsa a binomidlis modszerrel
torténik. A binomidlis opcicértékelési modell azt feltételezi, hogy az alaptermék ara
egy egységnyi id6 elmultaval két értéket vehet fel, vagy emelkedik, vagy csokken egy
bizonyos mértékben. A lejaratig hatralevo idét ilyen idéegységekre osztva az alap-
termék ara az egyes lépések végén kiszamithatd. Az alaptermék aranak lejaratkori
lehetséges értékeihez meghatarozhatoak az opcid lejaratkori értékei, és ezekbol az
opcidértékekbol kiindulva visszafelé levezetheté az opcid értéke az egyes idGegysé-
gek végén, amibdl kiszamolhato az opcid jelenlegi értéke. Minél révidebb iddinter-
vallumokra keriil felosztdsra a lejaratig hatralevo id6, annal tobb értéket vehet fel
lejaratkor az alaptermék ara. Végtelen kis részekre szabdalva az id6t, az eredmény
a lejaratkori részvényarfolyamok folytonos eloszlasa lesz. Nagyon sok lépésre oszt-
va a lejaratig hatralevé idét a binomialis modell nagyon nehézkes eszkoz az opcid
értékének meghatarozésara. A probléma megoldasa Black, Scholes és Merton nevé-
hez flizédik, akik egy elsé ranézésre bonyolultnak tiiné, de a gyakorlatban roppant
egyszeriien hasznalhato formulat dolgoztak ki az opcidk értékének megallapitasara.
A Black-Scholes képlet az alaptermék azonnali aranak, a volatilitasnak, a lehivasi
arnak, a kamatldbnak és a lejarati idonek a fiiggvényében meghatarozza egy eurdpai

jellegli opcio értékét.

Portfolié ¢ A portfolié a portfolié-kezelési tevékenységet végz6 szamara atadott
eszkozok, illetoleg ezen eszkézokbol a portfolid-kezelési tevékenységet végzo altal
osszeallitott, tobbféle vagyonelemet tartalmazé eszkozok osszessége. Ilyen eszkozok
lehetnek példaul az értékpapirok és a részvények. Portfolio-kezelés azt a tevékenység
jelenti, amelynek soran a befekteté meghatarozott eszkozei azzal a céllal keriilnek a

portfolid-kezelési tevékenységet végzo szervezet (hitelintézet, befektetési vallalkozas,
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befektetési alapkezeld) rendelkezése ald, hogy meghatarozott feltételek mellett, egye-
di modon, a befektetd dltal adott meghizas alapjan befektetési eszkozokbe fektesse
és kezelje a befekteto javara azzal, hogy a befekteté a megszerzett befektetési eszko-
z0kbol ered6 kockéazatot és hozamot, igy kiilonosen annak nyereségét és veszteségét,

kozvetleniil viseli.

A hatékony piac ¢ A hatékony piacokon erds tendencia mutatkozik az azonos
kockéazattal jaré befektetések jovedelmezdségének kiegyenlitésére. A nagyobb kocka-
zatu befeltetések varhato hozamanak - a kockazat mértékével aranyosan - meg kell
haladnia a kockazatmentes befektetésekét, kiillonben nem akadna vallalkozé ezekre

a tevékenységekre.

3.2. Egy egyszeriu pénziigyi feladat

2 Legyen adott egy részvény melynek dra a to kiinduldsi idépontban Sy. Tud-
juk, hogy a t idopontban ennek értéke S; vagy S, lesz attdl fiiggden, hogy n6 vagy
csokken a részvény értéke, azaz S; < Sy < Sy. Az értéknovekedés vagy csokkenés
bekdvetkezési valdszinliségeirdl nem tesziink fel semmit. Ugyanezen a piacon forgal-
maznak még egy fix kamatozasi kotvényt is, melynek ara a ty idépontban By, és a
t idopontban

Bye't-10),

ahol r a (konstans) kamatlab. Adott egy X kovetelés melynek értéke f(1) ha a rész-
vény értéke csokken, illetve f(2) ha né. A befekteténk egy olyan portf6liét szeretne
Osszeallitani ezen részvény és kotvény segitségével, amivel az X kovetelést teljesite-
ni tudja a t idopontra. A portfolié osszetétele legyen & darab részvény és n darab

kétvény. Ennek ara a ¢ty idopontban
£50 + nBo.
A t id6épontban a portfélié értéke
9y +nBoe™ ") = f(2)
kell legyen abban az esetben, ha a részvény ara no, és

91+ nBoe’ ) = f(1),

2Ez a feladat megtalalhat6 a [4] irodalom 4-5. oldaldn.
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ha csokken. Az ebbdl a két egyenletbdl all6 egyenletrendszert megoldva, £ és n érté-
kére a kovetkezoket kapjuk:

f(2) - f)

R (3.1
n= Bioe_’"(t_“) (f(Q) — %Sg) : (3.2)
Ezek utan a portfolio kiindulasi értéke is kiszamithato,azaz
V =£ESy+nBy =
_ @)=/ (2 — f;fl)so + By ter) (f - 120 (2 — éfl)sz) By =

—Sp So So (i S
— 1 T(t to) 2 T(t to) 1 _ )
fU(&_&+$_&e )+ﬂ)(%_&+e ( &_&Q

Definialjuk a ¢ szamot a kévetkezoképp:

Soe"'(t_t()) _ Sl
S -8

(3.3)
Ekkor a portfolio értékére kapott kifejezés leegyszeriisodik:
V=0 ((1 - q) (1) + qf(2)).
3.2.1. Allitas. Hatékony piacon a fenti g szdmra
0<g<1

teljesiil.

Most pedig nézziink egy konkrét példat!
Tegyiik fel, hogy a kamatlab zérus, azaz a kotvény értéke nem valtozik. A £100
értékli részvény a t idopontban £200-t vagy £50 fog érni. Annak a fogadasnak
szeretnénk az értékét meghatarozni, amely a részvény drnévekedése esetén £100-t,

egyébként semmit nem fizet. Az el6z06 jelolések alapjan:

r=20

So = By = £100
Sy = £50

Sy = £200

£100, ha a részvény ara no,

£0, kiilonben .
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A (3.3) képletbe helyettesitve
C100-50 1

1= 5%0-50 3

adédik. Igy fenti kovetelés értéke:

1 1 100
V=_(1-2)-0+=100=—.
( 3) T3 3

Az igy kapott kovetelést teljesité portfolié a (3.1) és (3.2) egyenletek megoldédsaként

szamolhatd

(_100-0 2
©200—-50 3

1 100 — 0 1
== (100 2" 200) = —-.
1 100( 200 — 50 ) 3

Ez azt jelenti, hogy ahhoz, hogy teljesiteni tudjuk az X kovetelést, % részvényt kell

venniink és % kotvényt kell kolesonadnunk.



4. fejezet

A Black-Scholes egyenlet

A Black-Scholes modell a pénziigyi piac és a szarmazékos pénziigyi eszkozok ma-
tematikai leirasa. A modell a parcidlis differencialegyenletekbol alakult ki és megol-
dasat, a Black-Scholes formulat, széles korben hasznaljak az eurdpai stilusi opcidk
arazasaban.

Ezt a modellt el6szor Fischer Black és Myron Scholes fogalmaztdk meg 1973-as
"Az opcidk arazasa és vallalati kotelezettségek” cimti munkajukban. A Black-Scholes
mélyebb megismerésének alapja az, hogy az opcidkkal kozvetve kereskednek. Robert
Merton volt az els6, aki publikalta az opcidk arazasi modellének matematikai megér-
tését elosegito formulakat, és megalkotta a Black-Scholes opcidk arazasi modelljének
fogalmat.

Merton és Scholes munkdajukért 1997-ben kozgazdasagtani Nobel dijat kaptak.
Mivel Black 1995-ben meghalt, igy nem kapta meg a dijat, de a svéd akadémia

megemlitette kdzremiikodését.

4.1. A Black-Scholes egyenlet

Ebben az alfejezetben [1] irodalom 2. fejezetének 2.2-es bekezdése és a 3. feje-

zetének 3.4-es bekezdése lapjan 1épésrol 1épésre levezetjiik a Black-Scholes parcialis
differencialegyenletet.
Szinte az Osszes opcidarazasi modell az eszkoz aringadozasat irja le szarmaztatott
paraméterek segitségével. Ilyen szarmaztatott paraméterek példaul a torténelmi ada-
tok. Gyakran allitjak, hogy a Hatékony Piac elmélete szerint az eszkozok aranak vé-
letlenszertien kell mozognia. Ennek az elméletnek szamos kiilonb6zo forméja ismert,
kiilonbozo korlatozo feltételekkel, de ezek mind alapvetéen ugyanazt a két dolgot
allitjék:

13
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— A mult torténését teljes mértékben tiikrozi a jelenlegi ar, ami nem tartalmaz

tovabbi informaéciot.
— A piacok azonnal reagalnak minden, az eszkoz arardl szél6 1j informaéciora.

fgy az eszkOz aranak modellezése valéjaban az jjonnan érkezo, az eszkoz arat befo-
lyasold informaciék modellezése. Az el6z0 két feltevéssel az eszkoz aranak valtozasa
egy Markov-folyamat.

Az eszkoz araban torténo valtozast ugy definidljuk, mint az arvaltozas osztva az
eredeti értékkel. Ezt a valtozast hozamnak nevezziik. Most tegyiik fel, hogy az esz-
koz ara a t idében S. Ekkor S egy sztochasztikus folyamat. Nézziik a kovetkezo kis
idointervallumot dt-t. Ezalatt az S ar S + dS-re valtozik. Hogyan modellezhetjiik az
eszkoz megfelel6 hozamat, azaz %—t? A leggyakoribb modell két részre bontja ezt a

hozamot.

— Az egyik rész egy elére meghatarozott, determinisztikus hozam, mely hasonlit

a kockazatmentesen bankba fektetett pénz hozamara. Ez egy
pdt (4.1)

jarulékot ad a % hozamhoz, ahol i az eszkdz aranak atlagos novekedési iite-
me, mas néven drift. Az egyszeri modellekben, mint amit mi is hasznalunk p
allandé. Bonyolultabb modellekben, pl. atvaltasi arfolyamoknal, ;o lehet S és
t fiiggvénye is.

— A mésik tényez6 % hozamban az eszkéz aranak kiilsé hatasokra torténd vé-
letlen valtozasat modellezi. Ilyen hatas lehet példaul egy varatlan hir. Ez egy
véletlen, normalis eloszlasi Wiener-folyamat, 0 varhaté értékkel, o szorassal.

Ez a

odX (4.2)

kifejezésként jarul hozza a % értékéhez. Itt o egy szam, az ugynevezett vola-

tilitas, amely a hozamok szorasat adja meg.

Az el6z6 kifejezéseket Osszeadva, azaz (4.1)-et és (4.2)-6t, a kovetkez6 sztochasz-

tikus differencialegyenlethez jutunk:

% = 0dX + pdt (4.3)
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amely matematikailag megadja a generald eszkoz aranak egy egyszeru leirasat. Az
egyetlen paraméter, amit még eddig nem targyaltunk, a dX. Itt dX az X Wiener-
folyamata dt idében. A o = 0 valasztassal ez a dX-et tartalmazé kifejezés kiesik és

a kovetkezo egyszeri differencialegyenlethez jutunk:

ds

— = udt

S H
vagy

dS

Ha p allandd, akkor ez pontosan megoldhatd, és a megoldas az eszkoz értékének

exponencialis novekedését adja, azaz:
_ p(t—to
S = Spert=to),

ahol Sy az eszkoz (kezdeti) értéke a t = ¢, idépontban. Igy ha 0 = 0, az eszkoz dra
determinisztikus, és pontosan meg tudjuk mondani az eszkéz jovébeni arat.

Itt sziikségiink van egy eredményre, melyet nem bizonyitunk. Teljesiil, hogy
dX? — dt 1 valészintiséggel, ha dt — 0. (4.4)

Vagyis dt minél kisebb, dX? anndl kozelebb van hozz4.

Tegyiik fel, hogy f(.5) egy sima fliggvény és felejtsiik el, hogy S szochasztikus folya-
mat. Ha S-et megvaltoztatjuk egy kis dS mennyiséggel, akkor f is megvaltozik. A
Taylor sor kifejtésébdl a kovetkezot kapjuk:

_df Ldf o
df = 7S + 575 dS + . (4.5)

ahol a pontok a maradék tagokat jelentik, melyek kisebbek, mint barmelyik kifejezés
amit megtartottunk. Most emlékezziink vissza, hogy dS a (4.3) egyenlet segitségével

kifejezhetd. Itt dS egy szam. Emeljiik négyzetre a kivetkezd mddon:
dS? = (08dX + puSdt)?
= 02S%dX? + 20152 dtd X + p?S?dt?.
Vizsgaljuk meg nagysagrendileg az el6z6 egyenlet egyes tagjait. Mivel
dX = O(Vdt),

az elso kifejezés a legnagyobb kis dt esetén, igy a tobbi tag elhanyagolhatd. Tehat
ha dt — 0, akkor dX? — dt és dS* — 02S%dt. Helyettesitsiink be a (4.5) egyen-
letbe és tartsuk meg azokat a kifejezéseket melyek nagysdgrendileg legaldbb O(dt)
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nagysaguak. Felhaszndlva dS (4.3)-ban kapott definic6jét, a kovetkezét kapjuk:

daf o
df = dS(JSdX—i-,uSdt) Se—— dSQ
_qdf 4 1 g 4’ f
anSdX—i—( dS Sd52 dt.

4.1.1. Lemma. [to-lemma Legyen G eqy sztochasztikus-folyamat melyre az aldbbi

sztochasztikus differencidlegyenlet teljestil
dG = A(G,t)dX + B(G,t)dt.

Ekkor tetszdleges f(G) figgvényre

df df f
V=436 ( G " 2 AdG2>dt

osszefliggés igaz.

Most lathatjuk, hogy az el6bb kapott kifajazés az Ito-lemma &llitasa a G = S,
A = o8 illetve B = uS esetre. Az el6z6 eredményt tovabb lehet altaldnositani
a sztochasztikus folyamat és az id6 fliggvényeként, f(S) helyett f(.S,¢)-t irva. Ez
maga utan vonja a parcialis derivalas haszndlatat, hiszen most mar két fliggetlen
véltzénk van: S és t. Az S és t megvaltozasa az f fiiggvényben f(S+dS,t+dt)-ként

irhato. Ezt a bovitést hasznélva és Taylor sorba fejtve a kovetkezot kapjuk:

of —dS + gdt + ——de2

i = 0S ot 20852

Felhasznalva a (4.3) kifejezést dS-re és a (4.4)-et dX%-re, egy 1ij egyenlethez jutunk

o1 0f 1,0 Of
anX+<S—+— S )dt.

df =05 aS 952 T ot

Ez az Ito-lemma egy altalanositott formaja. Ezek alapjan tegyiik fel, hogy van egy
opciénk, melynek értéke, V' (S,t), csak S-t6l és t-t6l fiigg. Nem sziikséges ponto-
sitani, hogy V' egy vételi vagy egy eladasi opcid: valéjaban lehet kiilonb6z6 opcidk
egész portfolidjanak értéke, habar az egyszertiség kedvéért most gondoljunk egy egy-
szerll vételi opcidra, azaz egy darab valamilyen részvényre vonatkozo vételi jogra.
Az el6z6ek szerint, az Ito-lemma altalanositott formajat hasznalva, a V' értékének

valtozasara a kovetkezo egyenletet kapjuk:

ov WV 1 ,,0°V OV
dv = US%dX <,uSaS 50 S 552 + BT ) dt. (4.6)
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4.1.1. Megjegyzés. Itt megkovetelyiik, hogy V -nek t szerint legalabb egyszer, S sze-

rint pedig legaldbb kétszer derivdlhatonak kell lennie.

Most allitsunk Ossze egy portfoliét gy, hogy alljon egy opciobdl és az alapul szol-
galé eszkoz (példaul egy részvény) —A-szorosabdl. Ezt a A szdmot a kés6bbiekben

pontositjuk. Az igy kapott II portfélio értéke a tq idoben:
M=V —-AS. (4.7)
Ezen portfolié értéké a t idépontban, azaz 6t =t — tg id6 mulva:
dll = dV — AdS. (4.8)

Itt A nem valtozik a dt id6 alatt: ha valtozna, akkor dIl-ben a dA mennyiség sze-
repelne A helyett. Az eddig kapott eredményeket a (4.6) egyenletbe helyettesitve a
kovetkezot kapjuk:
oV av 1 0?V (9V
dll=0S (=5 —A)dX S——+-0*S*— pAS ) dt.
7 (as ) +( 95 "27° 957 T )
Ebben az egyenletben dX eltiintethetdo A koévetkez6 médon torténd megvalasztasa-

val:

oV
A= (4.9)

4.1.2. Megjegyzés. A t, kezdeti idopontban a S5 W értéke A.
Ekkor ez egy olyan portfoliét eredményez melynek novekedése teljes egészében

oV 1 0?V
II = 02 S? 4.1
d ( : S Iz )dt (4.10)

Most a II 6sszeget kockazatmentes eszkozbe fektetve, hozama a dt id6é mulva rlldt

determinisztikus:

lesz, ahol 1 a kockdzatmentes kamatlab értékét jeloli. Ekkor a (4.8) egyenletet alkal-

mazva, atrendezés utan a kovetkezot kapjuk:

8V 1 0*V

Idt = 25 dt. 4.11

" < o 270 as2> (4.11)

Behelyettesitve a (4.7) és a (4.9) egyenleteket a (4.11)-be, és mindeniitt dt-vel le-

osztva a

8V 1 52 , O*V ov

- - — = 4.12

(% S 532 +rS—5 55 rV =0 (4.12)

egyenlethez jutunk.

4.1.1. Definicié. A Black-Scholes parcidlis differencidlegyenlet

8V 1 2 , 0*V ov B
825 S852 TS%—TV—O.
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4.2. A Black-Scholes egyenlet megoldasa

1A Black-Scholes parcidlis diferencidlegyenlet:

oV 1, ,0%V oV
- Z T = 0. 4.1
8t+205882+rs<95 rV =0 (4.13)

A kovetkez6 peremfeltételek érvényesek :

V(0,t) =0,

@%1,@“5'—)00

és V(S,T) = max(S — K,0).
Jelolések:
— V(S,t):Az eurdpai vételi opcié értéke
— S Az alapul szolgal6 eszkozok jelenértéke

t:1d6

o: a volatilitas

— r: a kockazatmentes kamatlab
— T': lejarati ido

K : kotési ar

4.2.1. Megjegyzés. - A V(0,t) = 0 peremfeltétel meghatdrozza a megoldds ér-
tékét a probléma eqy €rzékeny hatdrdn. A hatdr érzékeny, mivel az értékpapir
ara csak nulla vagy pozitiv lehet. Ez a peremfeltétel azt mondja, hogy ha az

értékpapir értéke 0, akkor a vételi érték (K kotési drral) is 0 értéki.

— A mdsik peremfeltétel @ — 1, ha S — o0o0. Ez nem pénziigyt érzékenység,

hanem azt mondja, hogy nagyon nagy részvény drndl, a vételi érték K kotési
arral megkozelitoleg S. Ez lényegében benne van a technikai feltételekben, igy

ezt kovetkezmények nélkil figyelmen kiviil hagyhatjuk.

— Mivel itt V(S,t) egy eurdpai vételi opcid, igy opcionkat csak akkor érvényesit-
Juik, ha a lejarati 1do elteltével ez nekiink megéri, azaz az eszkiz értéke és a
kotési dr kilonbsége pozitiv lesz.

! Ebben az alfejezetben a [5] irodalmat kivetem.
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Ezen bevezeto és néhany megjegyzés utan nézziik a Black-Scholes parcialis diffe-
rencidlegyenlet megoldasat. A kovetkez6 atparaméterezésekre és atalakitasokra azért
van sziikségiink, hogy végiil a 2. fejezetben emlitett egyszerti hévezetési egyenlethez
jussunk, melynek megoldasa ismert.

El6szor is legyen

igy a V(S,t) atparaméterezése a kovetkezd:
V(S,t) = Kv(x,T). (4.14)

Kifejezve 7-t és x-et az el6z6 egyenletekbol, a kovetkezot kapjuk:

1
T= 502(T — 1),

- (3)

V-nek t szerinti elsé derivaltja:

oV B ovdr ov —o?

2 KT KZE 7 mivel
ot or dt or 2 Ve
dr —0?
a2
V-nek S szerinti els6 derivéltja:
oV K@v dx Ké?v l ivel

0S ~ oxdS oz S
dx 1

s~ S

Az egyenletben még sziikségiink van V-nek S szerinti masodik derivaltjara is:

V9 [oVN 9 (Ko
W‘%(%)‘%(?%)
Kov K o0 [0Ov
_§%+§%(a_x)
B Kov K o0 [(0v\ dx
__§%+§%(%)d_
Kov Kod*wl

9o T So2S
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A végso allapot
V(S,T) = max(S — K,0) = max(Ke®* — K, 0),

de V(S,T) = Kv(x,0),
igy v(x,0) = max(e” — 1,0).

Helyettesitsiik be az eddigieket a Black-Scholes egyenletbe:

ov [ —o? 1 ., Kov KO K ov
e Z S ——— | —rKv=0. 4.1
KﬁT( 2 >+205 ( 528x+528:v2)+rs(5’0$> riv=0. (415)

Most kezdjiik el az egyszertsitéseket :
— Emeljiik ki K-t, és egyszertisitsiink vele.

— Vigyiik 4t a 7 szerinti derivaltat az egyenlet masik oldalara, és osszunk le

2
ag
5 -vel.

— Vegyiik észre, hogy a méasodik derivaltban S2-tel, és az elsd derivaltban S-sel
tudunk egyszertsiteni, igy

Pv_Ov rov _r v
0 0z 2 ox o_;”_aT'

— Legyen a visszamaradd konstans -z = k. Ekkor k méri a kockdzatmentes
E
kamatlab és a volatilitdas ardnyat.

Ezek utdn az egyenlet igy néz ki:

ov 0% Ov
5 = 53 (k—l)%—kv. (4.16)

Ez jelentos elore 1épés, ugyanis:

— Most mar csak egy dimenzié nélkiili k£ paraméter, a kockdzatmentes kamat-
1ab és a volatilitas tobbszorose, illetve az atparaméterezet lejarati ido, %U2T ,

maradt, nem pedig az eredeti 4 dimenziés mennyiségek, K, T, 0% és .

— Az egyenletet a —o0o < x < oo intervallumon definidljuk, mivel ez az interval-

lum meghatarozza a valtozdk megvaltozasat, S = Ke®, ahol 0 < § < oo.

— Az egyenlet most mér allando6 egyiitthatoju.
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Ezek utan, elvileg, direkt titon is meg tudnank oldani az egyenletet, de ehelyett

egyszerusitsiik tovabb a kovetkez6 atparaméterezéssel:
v(x, ) = 2Ty (z, ), (4.17)

ahol « és 8 konstansok, melyeket késébb definidlunk. Az egyszeriiség kedvéért jelolje
v, a v-nek 7 szerinti derivaltjat, v, pedig az x szerintit. Ezen jelolések és atiréas

alapjan, a szorzat-szabalyt alkalmazva:

v, = Beow—&-[%'u + eaa:+,37'u7_7
Uy = e PTy 4 TPy,

Vpw = 02Ty 4+ 200" BTy, 4 BTy,

Helyettesitsiik be ezeket a (4.16) allandé egytitthatds parcidlis differencidlegyenle-
tiinkbe, majd emeljiik ki mindenhonnan a kozos tényezot, e®* 57—t és osszunk le

vele. fgy

Be Ty 4+ 2Ty = 02Ty 4 20Ty, 4 2Ty, 4
+ (k . 1)(a€ax+ﬁru + eaz+,37'uz) o eafb+67u =

Bu + ur = ou + 20U, + Upe + (k — 1) (ou + u,) — ku.
Rendezziik ezt a kovetkezd alakra:
Uy = Upy + 20+ (k — D]ug + [0 + (k — Do — k — Bu.

Valasszuk meg most a konstansokat az alabb mddon:

kE—1

igy az u egyiitthatdja 0 lesz. Ezekkel a valasztdsokkal az egyenlet a kovetkezore

egyszerisodik

Ur = Ugy

—0o <z <oo,7>0.

Ez egy az egyben a 2. fejezetben bemutatott egydimenzidés hovezetési egyenlet,

1d.(2.1) képlet. Sziikségiink lesz a kezdeti feltételek transzforméldsara is. Ez a transz-
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formacio

2
(ktLl) ).0

u(z,0) = ug(x) = e~ (=Fge=(= v(x,0)

k-1 )$

= (727 max(e® — 1,0)

- e(%)m,()).

kt1
— max(e( 7 )?

Vegyiik észre, hogy ez a fliggvény szigoruan pozitiv, ha az x fiiggetlen valtozé szi-

gortian pozitiv, azaz
uo(x) >0haz >0,
up(z) = 0 ha z <O0.

Most mar alkalmazhatjuk az ismert hévezetési egyenlet megoldasat, azaz a (2.2)
képletet

—(1—5)2

& (s.

(&) = >

u(x,7) =
V2T

El6szor azonban helyettesitsiik a valtozokat a kovetkezé modon:

S —X

~ = s

Ezek utan az integral a kovetkezo:
@) = = [ wlevEr+a)ed
w(r,7) = —— ug(2V2T +x)e 2 dz.
Vorm J_w ol
Ekkor az integralasi tartomany, ahol ug > 0, most z > —\/%. Ezen a tartoméanyon:
_ B @V _ (g @tavar)
fgy az integral

u(z, ) = V) o g —/ (5= 5 g

e 7

Nevezziik ezt a két integralt I1-nek és Ir-nek. Eloszor I1-et értékeljiik ki. Konnyebb,

ha a kitevot teljes négyzetté alakitjuk, azaz

2

k+1 22 1/, k+1
5 <x+zv27'>—5——§<z —\/27’(/@—#1)2’)—# 5%
1 1) 1 1
_ 1 /_27(k+1)z+7(k+ ) +k’+ $+T(k+ )
2 2 2 4
2
1 T (k+1)x  7(k+1)>
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Ezek utan az integral:

x+2\/§) dZ

)L

<k+1)x+f(k+1)
_e3 = 4 / o3 G—y/F R4
V2T _ =z

var

Most ismét helyettesitsiink az integralban a
T
y=2z— §(l<:+1),dy:dz

valasztassal, természetesen ekkor az integralasi hatar is valtozik:

(k+1)z T(k+1)

_ 1.2
e 2 dz.
Z(k+1)

Az egyszeriibb alakban valé felirashoz tekintsiik a normaélis eloszlas eloszlasfiiggvé-

nyét, amit altalaban ®-vel jeloliink. Azaz

o)== [ == [T Eay,
igy
I = S g ),
ahol

dy = — k+1

Az I, ugyanigy szémolhatjuk, csak annyi valtoztatasal, hogy a (k + 1) helyére
(k — 1)-et frunk. Azaz,

(k—1)z l)z T(k 1)

I,=c¢ T B(dy),
ahol

2@\[‘1

Ezek utan a transzformalt hovezetési egyenlet megoldasa a kezdetiérték-prolémara
(kD) | r(k+1)? (k=D | T(k=1)°
u(w,r) =€ T T B(dy) Fe T T B(dy),
Most mar csak vissza kell vezetniink minden helyettesitést. El6szor is (4.15)-be

helyettesitve

L(k—1)z— (k+1)?

v(x,7)=e€"2 u(z,T)
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adodik. Most helyettesitsiik be

L[S
x—nK,

1 2
= o} T —t
T 2 ( )7

V(S,t) = Kv(z, ).
A végs6 megoldas a Black-Scholes formula.

4.2.1. Definicié. A Black-Scholes formula egy eurdpai vételi opcio értékére, T
idében, K kotési drfolyammal, ha az alapul szolgdlo részvény dra a t idépontba S, a
kockdzatmentes kamatlab r és a volatilitds o :

B () + (r+ Z)T —t) irena (2 (r— TNT — 1)
V(S,t)—SCD( T )—Ke ( ><1>( gy >

Ez egy hosszi formula, ezért a kénnyebb érthetdség kedvéért sok helyen az aldbbi

atirasokkal szerepel:

2

In(2)+ (r+ )T —t)

g1 = T —1 s
. In(£) + (r— )T —t)
2 ovi —t ’
igy:
V(S,t) =S ®(g1) — Ke "0 . d(g,). (4.18)

Formalisan a modell a kovetkezo feltételezéseken alapult:

— A részvénydrfolyamra vonatkozo feltételezések: a drift és a volatilitas fiiggetlen

az idotol, azaz p és o konstans.

— A piact kamatra vonatkozo feltételezés: a kockazatmentes kamatlab r, az opcio

futamideje alatt konstans.

— A részvényekre vonatkozo feltételezések: a modell feltételezése szerint a rész-

vény nem fizet osztalékot az opcié futamideje alatt.

— A kereskedésre vonatkozo feltételezések: nincsenek tranzakciés koltségek. Le-
hetoség van az ugynevezett short sellingre, azaz eladhatunk gy egy részvényt

valakinek, hogy az nincs a birtokunkban, csak a megegyezés szerint helyt kell
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allnunk érte valamikor a jovében. A feltételezés szerint a short sellingnek nin-
csenek tobbletkoltségei. Nincs tovabbé koltsége a kolesonvételnek sem, azaz
lehetdségiink van kockazatmentes kamatlab mellett kolesont felvenni. Minden
idépontban lehetoség van a kereskedésre. A befektetét nem befolyasolja a ke-

reskedésben az altala fizetendd ado.

— Az opcidra vonatkozo feltételezések: a modellben eurdpai tipusu opciérol van

sz6, amit az opcidarazasnal ki is hasznalunk.

— A piacra vontakozo feltételezés: nincs lehetGség arbitrazsra.

4.3. A Black-Scholes egyenlet megoldasanak grafi-

kus abrazolasa

2Ahhoz, hogy a Black-Scholes egyenlet megoldésat grafikusan dbrazoljuk tekint-
siink egy konkrét példat. Legyen egy vételi opciénk K kotési arral, ahol K = 150.
A kockazatmentes kamatlab egy évre folyamatos lekotés mellett 6 %, azaz r = 0.06.
Legyen a T lejarati id6 1 év, a részvény hozaménak szérasa, masnéven a volatilitas
o = 0.10. A vételi opcid alapjaul szolgald eszkoz arat jelolje S. Ennek értéke a le-
jaratkor 100 < .S < 200. Tehat a lejaratkor az egyenletiink a konkrét adatokkal a
kovetkezoképp irhato:

. In(5) + (0.06 + %2)(1 - 0)
' 0.1v/I—0 ’
In(5) + (0.06 — %12)(1 - 0)

92 = 0.1v/1=0 ’

azaz

V(S1)=S-®(dy) — 150e 000 . &(d,).

Ezen vételi opcié értékét a lejaratkor a (4.1) dbra mutatja, ahol 100 < S < 200.

Haszndljuk a Black-Scholes formulat a fenti vételi opcié értékének kiszamitasara
a lejarati idot megel6zéen! Az el6z6 paramétereket haszndlva a részvény arat a
lejarati idépontot megel6z6 ¢ idépontban, ahol ¢ = 1,0.8,0.6,0.4,0.2,0, a (4.2) &dbran
szemléltetjiik.

2Ebben a fejezetben a példa grafikus dbrazoldsdhoz a Maple program pénziigyi csomagjanak

blackscholes fiiggvényét hasznaltam.
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4.2. abra. A vételi opcid értéke a lejaratot megel6zo t idopontokban

A Black-Scholes egyenlet megoldasat feliiletként is abrazolhatjuk, a részvény ara

és a lejaratot megel6z6 1d6 fiiggvényeként. A konkrét példankra ezt a feliiletet a (4.3)

abra mutatja.
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