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|. Bevezetés

Tanarképzésem soran és a gyakorlati helyeken t6ltott id6 alatt azt tapasztaltam, hogy az
analizis, mint t¢émakdr nem kap elegend6 figyelmet korunk kozépiskolai tananyagaban, ezért
fontosnak tartom, az analizisoktatasra nagyobb figyelmet fektessiink. Ugy gondolom szamos
olyan feladat létezik az analizis témakorében, melyet a didkok nagyon jol tudnanak
hasznositani a mindennapi életben vagy késdbbi munkajuk soran. Kiilondsen igy gondolom
ezt a sorozatok ¢€s a szélsdérték-meghatarozassal kapcsolatos feladatok esetében.

Az analizis oktatasa azért is fontos szereppel bir, mert a kozépiskolai éveinek befejezésével
a tanuldk tobbsége nem foglalkozik a matematikdval, nem tudjdk a felsdoktatasban
kiegésziteni ismereteiket, igy a kdzépiskolai alapozas nagyon fontos. A késdébbi életiikben a
matematikai ismereteik hidnyéaval szembesiilnek akkor, amikor a természettudomany, ill. a
technika teriiletén akarjak képezni magukat dnmiivelodés utjan vagy akar csak egy-egy
érdekes Ujsagcikket olvasnak és nincs meg hozza az elegendd hattértudasuk.

A masik, amiért fontos szamomra az analizis oktatasa a kdzépiskolai osztalyokban az, hogy
korunk munkavildgdban elsddleges szempont a legtobb munkahelyen a munkavallaldval
szemben az analitikus gondolkoddsmod elsajatitasa, amelynek rendszerint a kdzépiskolas
évek végére mar kifinomult képességnek kellene lennie €s ez el is érhetd kelld gyakorlassal,

sok ,.¢életszagt” példa feldolgozasaval.

Dolgozatomban kitérek a kozépiskolaban alkalmazott analizis feladatok szerepére,
feladattipusaira. Munkdmban bemutatok tobb valosadgkozeli analizis feladatot, gyakorlati
alkalmazast, valamint kitérek ezek tanitasi lehetdségeire is. A kétszintli érettségi matematika
feladatait is attekintem abbol a szempontbdl, hogy az analizis feladatok miként, milyen
gyakorisaggal jelennek meg benne, kiilon kiemelve a szélséérték-szamitassal kapcsolatos

feladatokat.

Il. Analizisoktatas a kozeépiskoldban

A kozépiskolai matematika tanitdsanak egyik teriilete az analizis, amely a kozépfoku
oktatasban négy f6 témakdr koré 6sszpontosul: a sorozatok, a fliggvények hatarértéke és
folytonossagaval, a differencidlszamitds és az integralszamitas. Az aldbbi felsorolas

tartalmazza a négy {6 témakor altémakoreit.



A kozépiskolai matematikai analizis témakorei a kdvetkezok:

e Sorozatok

O

©)

@)

o

o

o

sorozatok megadasa

korlatos és monoton sorozatok
sorozatok ¢€s a veliik végzett miiveletek
nevezetes sorozatok

konvergens sorozatok

részsorozatok

a végtelen mint hatarérték

miveletek és hatarérték

az’e’ szam

a kor kertulete és terulete

o Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

o

o

o

o

o

o

o

fliggvény korlatossaga és hatarértéke

a végtelen mint fliggvényhatarérték

fliggvény végtelenben vett hatarértéke

fliggvény jobb- és baloldali hatarértéke

fliggvény folytonossaga

fiiggvény hatarértékének és a miiveleteknek a kapcsolata

zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

e Differencialszamitas

o

o

o

o

a differencialhanyados

folytonossag és derivalhatosag kapcsolata

a derivalt és a grafikon érintdje

a legegyszertibb elemi fliggvények derivaltja
differencialhat6 fliggvényekkel valé muveletek

helyi és abszolut szélséértékek

a derivalt tulajdonsagaival kapcsolatos kozépérték-tételek
a fiiggvény derivaltja és monotonitasa kdzott fennalld kapcsolat
direkt modszer

magasabb rendll derivaltak

konvex és konkav fiiggvény ismeretek

derivaltak és a konvexitas kapcsolata
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O

teljeskort fliggvényelemzés

e Integralszdmitas

O

O

©)

also és felsd kozelitd Gsszeg szamitasa

hatarozott integralszamitas, tulajdonsagai

az oszcillacids 6sszeg meghatarozasa

a hatarozott integral ¢és a teriilet kozott fennalld kapcesolat vizsgalata
integralfliggvény meghatarozasa

primitiv fliggvények

alapintegral szamitasok

integralszdmitas szabalyai

az integralszamitas alkalmazasi teriiletei

improprius integralszamitas [10.]

I1l. 1. Az analizis oktatasanak elokészitése

Azt leszogezhetjiik, hogy az analizis tanitasat és annak megalapozasat nem a 11. évfolyamon

kell elkezdeni, hanem mar a 9. évfolyamon. Az el6készités a kovetkezo teriileteket érinti:

e avalos szamokkal kapcsolatos ismeretek bdvitése,

e az analizis definicid szintjén vald értelmezéséhez elengedhetetlen algebrai

miiveleteket készség szintre valo emelése,

e afliggvény fogalmanak elmélyitése,

e az analizis mar elsajatitott fogalmainak felhasznalasaval 0 fogalmak értelmezése és

allitasok igazolasa. [9.]

1. 2. Analizis és tanterv

Az analizis oktatdsa az tantervi reformoknak koszonhetéen hol tobb témakorét tekintve
bekeriilt, hol kevesebb figyelmet kapott a kdzépiskolai matematika tantervek tananyagaban.
A figyelem kézéppontjaba voltaképp nem a rutinok elvégzése keriil, hanem maga a probléma

megoldasara alkalmazott matematikai eszk6zok, modellek megtaldlasa. Ez szamos

alkalommal feltételezések tesztelését, a probak és ellendrzések sorozatat jelenti.



A 51/2012. (XIL. 21.) szamt EMMI rendelet 3. melléklete tartalmazza a gimnazista tanulok
oktatasanak kerettantervét, amely a 2012-es Nemzeti Alaptantervhez igazodik.

A kerettanterv leirja, hogy a matematika oktatdsa soran a cél a sajatos emberi
gondolkodasmdd kialakitasa, az 6nalld, szervezett és logikus gondolkodas fejlesztése €s
formalasa, valamint a matematika alkalmazasara képes tudas elsajatitasa. A matematika
tantargy oktatasanak feladata a matematika eltérd arculatainak megismertetése a didkokkal.
Ennek megfeleléen a matematika alapvetd célja a matematikai gondolkodas fejlesztése
annak érdekében, hogy a tanulok meg tudjak vélasztani és gyakorlati szinten tudjak
alkalmazni a természeti €s tarsadalmi jelenségek esetében az odailld6 modelleket, a
kiilonb6zé gondolkoddsmodokat és modszereket. A matematika tanitdsa soran fejleszthetd
a tanulok absztrakcidos és szintetizald képessége is, kutatdsom soran erre is alkalmas

feladatokat is mutattam a tanuloknak.

9-10. évfolyamon oktatott matematika 3. témakorében szerepel az Osszefiiggések,
figgvények, sorozatok tematikai egység, amelyen beliil sor keriil a fiiggvényekkel, a

fliggvényrajzolo programmal és a szélsdértékekkel valdo megismerkedésre.

11-12. évfolyamon jelentds szerepe van az elemz0- €s 6sszegzoképesség kialakitdsanak. E
két évfolyamon fontos szerepet kapnak az el6zd évfolyamokon elsajatitott ismeretek
ismétlésének, begyakorlasanak, készség szintre emelésének.

Viszont nem szerepel a matematika tantargy keretén beliil semmiféle utalas az analizis

tanitasara vonatkozoan. [11.]

A 2020-as NAT-hoz igazodo6 kerettanterv a 2012-es NAT-hoz illeszkedd kerettantervhez
hasonldan targyalja a 9-12. évfolyamon a matematika deduktiv jellegének jelentds szerepét,
a logikus, rendszerezett gondolkodasmaod kialakitasat, fejlesztését. A kerettanterv kiemeli,
hogy a matematika tanulasanak-tanitasanak elsédleges, legalapvetdbb célkitlizése a tanulok
mérlegeld gondolkodasnak, az adatok elemzését, szintézisét és értékelését lehetdveé tevod

készségeinek és képességeinek fejlesztése.

9-10. évfolyamon tanitott matematika témakdrei kozott, a 2012-es NAT-hoz illeszkedd
kerettantervhez hasonlé moédon, helyet kapott az Osszefiiggések, fliggvények, sorozatok
tematikai egység, amelyen beliil sor keriil a fliggvényekkel és a szélséértékekkel vald

megismerkedésre.



A 11-12. évfolyamon el6térbe helyezddik az absztraktabb, formalisabb gondolkodas
fejlesztése. Ebben az id0szakban a legfontosabb didaktikai célként jelenik meg a

szimbolikus gondolkodas mélyebb elsajatitasa. [11.]

Valosagkozeli analizis feladatok

Szakdolgozatomnak a kovetkezd részében szeretnék bemutatni néhany gyakorlati,
valosagkozeli alkalmazast az analizis témakorébdl. A bemutatott feladatok mind olyan
tipustiak, melyeket kdzépiskoldban nagyon jol fel lehet hasznalni a motivacio felkeltésére,
mivel a mindennapi életink soran eléforduld problémakhoz kapcsolédnak. Igy jol
szemléltethetd a didkoknak az, hogy miért is fontos a matematika tanulasa, az 9sszefliggések
megértése. A feladatokban a szovegértési készség is nagyon jol fejleszthetd, hiszen a
feladatok matematikai része sokszor burkoltan jelenik meg és ravilagit a matematika

felhasznalhatosdganak sokszinliségére.

A feladatok dontd tobbségét én is megoldottam kozdsen a didkokkal vagy hospitalasom
soran meg tudtam figyelni a feladatmegoldas 1épéseit. A feladatok bemutatdsa utan a

tapasztalataimat is leirom, melyeket a tandrak alatt szereztem.

A feladatgylijtemények, tankonyvek és az internet a témahoz kapcsolodd oldalainak
attekintése utan a kovetkezd feladatokat tartottam a legfontosabbnak kiemelni,
korosztalyokra elkiilonitve. Bemutatasuk el6tt réviden szeretném attekinteni a
megoldasokhoz sziikséges matematikai ismereteket, definiciokat, tételeket, melyeket a

feladatok megoldasa eldtt meg kell tanitanunk a didkoknak.

A feladatok megoldasdhoz a didkoknak tisztdban kell lenniiik tobb alapfogalommal az

analizis témakorébél. Ezeket altémakorokre bontva mutatom be.

[11. Sorozatokkal kapcsolatos valosagkozeli feladatok

I11.1. A feladatok megoldasahoz sziikséges hattértudas

A sorozatokkal kapcsolatban az alabbiak a nélkiilozhetetlen definiciok, tételek, melyek

mindenképp sziikségesek a feladatmegoldasok soran.
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Definicid: Szamsorozat.

A szadmsorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szdmok
halmaza, értékkészlete pedig szamhalmaz. Az n pozitiv egész szamhoz hozzarendelt szamot

a sorozat n-edik tagjanak nevezziik.
A sorozat jeldlése: (a,,). A sorozat n-edik tagjanak jelolése: a,,.
Definicid: Rekurziv megadas.

Ha egy szamsorozatnak ismerjiik az elsd tagjat vagy néhany elsd tagjat, a tobbit pedig egy
vagy tobb elbtte 1évO tag segitségével fejezziik ki egy képlettel, akkor a sorozat megadasi

modjat rekurzivnak nevezziik.
Definicid: A szdmsorozat monotonitasa.

Egy (a,) szdmsorozatot monoton novekvOnek neveziink, havn € N* esetén a, < a,,;.

A szamsorozat szigorian monoton ndvekvl, haVn € N* esetén a,<d, ;.

Egy (a,) szamsorozatot monoton csokkendnek neveziink, haVn € N* esetén a,, = a,41.

A szamsorozat szigorian monoton csokkend, havVn € N* esetén a,, > a,41.
Definicio: Korlatossdg.

Az a,, sorozat feliilrdl korlatos, ha van olyan K valds szdm, amelynél a sorozat minden tagja

kisebb vagy egyenld, azaz a,, < K,V n esetén.

Az a,, sorozat alulrdl korlatos, ha van olyan k valds szam, amelynél a sorozat minden tagja

nagyobb vagy egyenlo vele, azaz a,, = k,V n esetén.

Egy sorozat korlatos, ha alulrol és feliilrdl is korlatos.

111.2. A HIV-fert6zés matematikaja
[2.] feladatgyiijtemény 112. oldalon talalhato feladata alapjan

A kovetkezo feladat nagyon tanulsagos a didkok szdmara nemcsak matematikai tekintetben,
hanem egészségiik, felelosségteljes gondolkodasuk szempontjabol is, valamint a targyi

koncentréci6 is nagyon jol megvaldsithatd a biologia tantarggyal.

Az AIDS az immunrendszer egy olyan betegsége, amelyet HIV-fertézés okoz. A HIV-
fert6zés lefolyasa harom szakaszra oszthatd, tulajdonképpen az utolsé szakaszat, mely

nagyon sulyos lefolyasu, nevezziik AIDS-nek. Ez a szakasz altalaban 2-3 évig szokott



tartani. Ma mar szamos hatékony gyogyszer létezik a betegség lefolyasanak lassitasara, de

sajnos gyogyitani mai ismereteink szerint nem lehetséges.

1. a, Linearis ndvekedés esetén az el6z6 értékekhez mindig egy konstans érték adodik.
N¢y1 = N¢ + k, ahol N; a mennyiség (a fert6zott személyek szama) a t idépontban,

N, a kovetkezo idépontban adott mennyiség, k a konstans.

b, Exponencidlis ndvekedés esetén nem konstans érték adodik az egyes
idépontokban az el6z6hoz, hanem egy, az el6z6tdl fliggd mennyiség.

Ngyy =Ng+c- Ny, azaz Ngpq = Ne(14¢) = N;(1 +¢)t, ahol ¢ a folyamatra
jellemzd6 tapasztalati iton meghatarozhat6 allando.

Az a, és b, pontokban megadott rekurziv képletekben N, -t fejezd ki az N, kezdeti

érték, k, t és C segitségével!

2. Indokold meg, miért nem linearis a megbetegedések éves szamanak emelkedése a

mellékelt grafikonon!
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AIDS-megbetegedések évenként

3. Az Aids terjedése esetében figyelembe kell venni egyrészt azt is, hogy korlatozott
szamu személy betegedhet csak meg (pl. egy csoport vagy akar a vilag lakossaga).
Masrészt, aki egyszer mar megfert6z6dott, az még egyszer nem betegedhet meg.

fgy a mar megfert6z6dott személyek szama a kovetkezoképpen szamithato ki:

P_Nt

Nt+1 = Nt +cC 'SNt



ahol P azok szama, akik legfeljebb megfertézédhetnek (pl. egy bizonyos
népcsoport). A fenti képlet segitségével szamitsuk ki, hany ember fert6zodhetett meg
1986 és 1991 kozott! Eredményeidet hasonlitsd 0ssze a tényleges adatokkal!

N, = 57372, P=10%, ¢ = 0,95. C a folyamatra jellemz6 tapasztalati uton

meghatarozhato allando, P azok szama, akik legfeljebb megfertézédhetnek.

4. Gyiijts adatokat korabbi évekrél! Abrazold az eldbbiekkel egyiitt kozos grafikonon!
Mi lehet az oka a megfigyelt jelenségeknek?

Megoldas, megjegyzések

A feladat mar csak azért is nagyon tanulsagos, mert bemutathat6 a didkoknak az, hogy mit
jelent a linedris, illetve az exponencialis novekedés, mi a kettd kozotti tényleges kiillonbség,

miként befolyésolja ez mindennapi életiinket.

1, Az els6 feladatrész egyszerlien megoldhatd, csupan ,jaték a betiikkel” - ahogy a

gyerekeknek szoktuk mondani. Rendezések, atalakitasok utan kapjuk:
a, Nt+1 = Nl + kt
b, Neyy = Ny (1 +¢)°

2, Ha ranéziink a fent mellékelt abrara, alapvetden azt latjuk, hogy a megadott értékek nem
egy egyenes mentén helyezkednek el (ekkor lenne ugye a ndvekedés lineéris, erre érdemes
példat mutatni) hanem az 6ket 6sszekotd képzeletbeli vonal erdsen ivel felfelé, vagyis egyre
gyorsabb litemben novekszik. Masként magyardzva, két egymas utani érték kiilonbégének
abszolutértéke is no, nem allando.
Ha a didkok ennek hatterére kivancsiak, elmagyardzhatjuk nekik a betegség azon
komponensét, hogy a jovo évi betegségszam szorosan Osszefligg az adott év betegeinek

szamaval, tehat a novekedés nem lehet linearis.

Készitettem egy Osszehasonlitdé abrat a ndovekedések bemutatisahoz, ami szemlélteti azt,
hogy mekkora kiilonbségek is lehetnek az exponencidlis és a linearis jelenségek kozott. A

képen szerepl6 fliggvények: kék szinnel 2% és zolddel 2x.
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3, A harmadik feladatrészben a sorozat tagjait kellett meghataroznunk, amit egyszer

behelyettesitéssel megkaphatunk.

N1986 = 57372

942628

Niog; = 573772+ 0,95 - 57372 - 06

~ 108749

N1988 = 200837
N1989 = 353282
N1990 = 570426

Gyors internetes kutatomunka utan latjuk, hogy jelentds eltérés mutatkozik a tényleges
adatok ¢és az eldbb kiszamoltak kozott. Ez azt mutatja, hogy valdsziniileg a hasznalt
modellben nem elég pontosak az adatok, lehet, hogy az allando értéke az, amin valtoztatni
kellene. Erdemes lenne jobb kozelitést keresniink, ezt online kutatomunkaba nyugodtan

kiadhatjuk a didkoknak.

4, Szintén online tudunk a leggyorsabban adatokat keresni az elmult évek statisztikdirdl. Az
antsz.hu weboldalon megtalaljuk a legjabb adatokat. Kiemelésre érdemes, hogy csak a
regisztralt esetekkel tudunk szamolni, természetesen nem minden fert6zésr6l van
tudomasunk, a tiinetmentes fertézottek szama akar a négyszerese is lehet a regisztraltakénak.
Sajnos az elmult években, a kordbbi megtorpands utan ismét ndvekedd tendenciat

tapasztalhatunk.



Ugy gondolom, ezért is fontos a didkoknak a feladat bemutatasa, hogy tudatosan
gondolkodjanak sajat egészségiikrol.

111.3. A Fibonacci sorozat

[2] feladatgyiijtemény 84. oldala alapjan

A Fibonacci sorozat témakdre is szorosan dsszefligg az analizissel és nagyon jol beépithetd
a kozépiskolai matematika oktatasba. J6 kapcsolodasi pontot nyujt a térténelem, bioldgia és
miivészetek tantdrgyakhoz is, megteremti a targyi koncentracido lehetdségét. Fontos
megmutatni a diakoknak, hogy a sorozatok is kapcsolatba hozhatok a koriilottiink 1évo

vilaggal.
A Fibonaccirol elnevezett sorozat a kovetkez6 feladatbol sziiletett:

Hany par nyul szarmazik egy évben egyetlen partol, ha minden par havonta egy 0j part sziil,
¢s minden 1 par kéthonapos koratol kezdve valik tenyészképessé és kozben egyetlen nytl

sem pusztul el?

A megoldast a kdvetkezd tablazatbol olvashatjuk ki, ahol n a honapok szamat, f,, az n-edik

honaphoz tartozd nyulparok szamat tiinteti fel:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
fn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 | 55 89 | 144

fn elemek felirasat e szabaly szerint folyatva nyerjiik a Fibonacci-sorozatot. Ennek képzési

szabalyat az eldbbiek alapjan a kdvetkezOképpen irhatjuk fel:

fi=fh=1&fimn=/fut fua

Az 5-6. adattol mar érdemes a didkokat kérdezni a rekurziv adatok jelentésr6l, hogy

ellendrizziik megértették-e feladatot.

Feladatok:
[2.] feladatgyiijtemény 84. oldalon talalhato feladata alapjan

a, Abrazold a Fibonacci sorozat elemeit koordinata rendszerben!

b, Oszd el egymassal a Fibonacci Sorozat szomszédos tagjait, add meg az elsé

tizennégy hanyadost, ¢és vizsgald meg a kapott értékeket!
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C, A természetben és altalaban a kornyezetiinkben szdmos helyen megtaldlhaté az in.
Fibonacci-arany. Ez két, a Fibonacci-sorozatban szerepl6 elem hanyadosat jelenti. A
miivészetben nagyon sokan tudatosan hasznaljdk ezt az aranyt. Keress a
kornyezetben olyan részleteket, példaul butorokon, épiileteken, ndvényeken,

amelyeken megfigyelhetd a Fibonacci-arany.

d, Nézz utana ki volt Fibonacci és mikor élt!

Megoldasok

a, Az elemeket el6szor 6nalloan a flizetbe rajzoltak fel, majd Geogebra segitségével
kivetitettem mindenki szdmara. Fontos jelezni, hogy a pontokat ne kossék Ossze,

ugyanis nem fliggvényrdl van szo.

60
J
[ ]
50
40
|
(]
30
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20 ®
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[}
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-10 0| 10 20 30 40 50

b, A kapott hanyadosok:

f_q L fi_ 15 5=167
fi f2 f3 P
s — 1,6 I~ 1,625 T — 1,62 5 ~1,619
fs 6 7 8

11



fo

13

fo 1, 617 71 =1, 618 Hi=1,617 72 =1,618

10 11 fi2

fis 1 618 %:1, 618

14

A Fibonacci sorozat egymast kovetd tagjainak hanyadosa nem alland6, igy nem

beszélhetiink mértani sorozatrdl, de a tagok sorszamanak novekedésével ez a hanyados

mégiscsak egy allando értékhez kozelit. Ezt az ardnyt nevezziik aranymetszésnek. Erdemes

itt az aranymetsz¢és fogalmaval is megismertetni a didkokat, bar valdszintileg tanulmanyaik

ezen szakaszaban mar néhanyan hallottak ezt a fogalmat (pl. miivészetek ora keretében), igy

tamaszkodhatunk arra is, hogy valaki szivesen bemutatja ezt a tobbieknek.

c, A csoport altal gytijtott példak a Fibonacci sorozat, Fibonacci szamok, Fibonacci spiral

elofordulasara:

a virdgszirmok szama: a liliomnak, a ndsziromnak és a harmassziromnak
harom, a haranglabnak ¢és a vadrozsanak oOt, a szarkaldbnak ¢és a
pillangoviragnak nyolc, a jakabnapi aggofiinek, a hamvaskanak és a
koromviragnak 13, az §szirdzsanak, a borzas kupviragnak és a cikoridnak 21,
a fodroslevelli margitviragnak és egyes szdzszorszépeknek 34, mas
szazszorszép-fajoknak pedig 55 vagy 89 szirma van

a napraforgd tanyérja: a magok elhelyezkedése- altaldban 34 spiralis
kanyarodik az egyik iranyban, 55 a masikban és ezt lathatjuk példaul a
csigakon is

Fibonacci-spiralba  rendezédnek  példaul a  fenyGtoboz és  az

ananasz pikkelyei

d, Egyik didk kb. 5 percben bemutatta a Fibonacci sorozat torténeti hatterét is, az altala

kiemelt f0bb pontok az alabbiak voltak.

Fibonacci eredeti neve Leonardo Pisano volt, matematikusként tevékenykedett Italiaban,

a 12-13. szazad fordul6jan. O honositotta meg a hindu—arab szamirast Eurépaban. Sokan

vélekednek rola tigy, hogy a kdzépkor legtehetségesebb matematikusa volt. Leghiresebb

miive a Liber Abacci volt, melyben bemutatta a fentebb megfogalmazott nytltenyészet

modelljét példaként. Ezt a problémakort rola nevezték el €s a mai napig nagyon sok

matematikus foglalkozik a Fibonacci-szamok, sorozatok érdekességeivel.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Hindu%E2%80%93arab_sz%C3%A1m%C3%ADr%C3%A1s
https://hu.wikipedia.org/wiki/Eur%C3%B3pa

Mivel a feladatok nem kizarolag csak a matematikai ismeretekre hagyatkoznak, ezért azok,
akik kevésb¢ érdeklodoek a matematika irant, Ok is lelkesedéssel szoktak fogadni ezt a

tananyagot, feladattipust, konnyebben be tudtak 6k is kapcsolodni a feladatmegoldasba.

Idén a digitalis oktatas keretei kozott oldottuk meg ezt a feladatot, a ¢, és d, feladatrész a
hazi feladat volt, amit a didkok dnalldan dolgoztak fel. A tanulok rengeteg példat gyujtottek,
nagyon lelkesek voltak az 0j ismeretek irant, kizokkentés volt ez szdmukra a frontalis oktatas

kereteibdl.

Fibonacci sorozatra vezeto egyéb feladatok

Az alabbi feladatok mind a Fibonacci-sorozatok, Fibonacci-szamok témakorével
kapcsolatosak. Hasonldan érdekesek, mint az elébb bemutatott, igy vagy az orai keretben
érdemes még egyet bemutatni vagy hazi, illetve szorgalmi feladatnak is tokéletesen
beilleszthetok, igy azt is tudjuk vizsgalni, mennyire értették meg a feladatot a tanulok az

oran, mennyire tudjak onalloan alkalmazni a tanultakat, esetleg elmagyarazni a tobbieknek.
Kirandulas
[6.] tankonyv 10-11. oldalan talalhato példa alapjan

Egy kirdndulas alkalmaval a résztvevok egy hegyet masznak meg. A hegyre két meredek
Osvény vezet, valamint egy szerpentin, amelyik tobb helyen taldlkozik az dsvényekkel.
Ezeken a helyeken atjarhatoak a szerpentin €s az 6svény (betiikkel jelolve). A résztvevok az
A pontbdl indultak €s az I-be kellett megérkezniiik, ugy hogy mindig a szerpentinen vagy az
egyik Osvényen haladtak. Legfeljebb hanyan lehettek, ha végiil megallapitottak, hogy
mindenki kiilonboz6 tton jutott fel a hegy tetejére? (Két ut kiilonb6zd, ha legalabb az egyik

szakaszuk nem ugyanaz.)

A feladatot a mellékelt dbrakkal modellezhetjiik, melyek koziil az els6t magam készitettem

a feladat megoldasanak segitéséhez és tablarajzként is nagyon jol alkalmazhato.
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[6.] 10. oldal

Megoldas

Erdemes felhivni a didkok figyelmét ara, hogy minden pontba annyiképp juthatunk el, mint
az el6zé két pontba Osszesen, igy sorban a pontokba vezetd utak szama a Fibonacci-

szamokkal egyenlo.

Az abra segitségével konnyen megallapithatd az egyes pontokba vezetd kiilonbozd utak

"o

szama és lathatjuk, hogy az | pontba 34 féle, kiilonb6z6 Gton juthatunk el.

Vagyis a kirandulason maximum 34-en vehettek részt, hogy mindenki mas titon tudjon a

célhoz érkezni.
Dominé jaték
Hazi feladatként feladhatunk egy hasonlo feladatot, akar az alabbi dominds példat.

Hanyféleképpen lehet egy n X 2 -es téglalapot 1 X 2-es domindkkal hézag nélkiil lefedni?

A Fibonacci sorozat tulajdonsagai

Néhany jellemz6, amit érdemes atbeszélni a Fibonacci-sorozattal kapcsolatban, és a diakok

hattértudasa is megvan mar ekkor hozza.
e Korlatos-e a sorozat?

Mivel minden tagja pozitiv és nagyobb, vagy egyenld, mint 1, igy alulrol korlatos,
viszont felsd korlatja nincs. Ennek az indoklésa kicsit nehezebb, de kdnnyen belathato,

fn =n—1¢ésn— 1-rdl tudjuk, hogy az nem korlatos. Ha kdzépiskoldban szeretnénk
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elmagyarazni, akkor a ,,rendérelv” fogalmat is bevezethetjiik, valdszintileg gyorsan meg
fogjak érteni didkjaink.
e Monoton-e a sorozat?

A definiciobol kovetkezik, hogy a sorozat monoton novekszik, sét a harmadik tagtol

kezdve szigoriian monoton modon nd.

IV. Szélsoérték-feladatok megoldasa kozépiskolai tananyagban

Kozépiskolai tanulméanyok soran tobb szinten €s tobb feladattipuson keresztiil talalkozunk a
sz€lsoérték-problémakkal. Ezekre a kiilonbozé évfolyamokon mas-mas megoldasi
modszereket tanulunk, alkalmazunk. A legérdekesebb, legvaldsaghiibb feladatok zommel a
12. évfolyamokon keriilnek el6, de korabban is bemutatunk keriil tobb feladatot, ami a
témakorhoz kapcsolodik. Az emelt szinten tanulok szamara a Mozaik tankonyvcsalad kiilon
analizis tankonyvet és feladatgyiijteményt is készitett, hogy a didkok a tudasukat
gyarapitsak, elmélyitsék az analizis feladatok kapcsan, és felkészitse Oket az egyetemi

tanulmanyokra is.

IV.1. A feladatok megoldasahoz sziikséges hattértudas

A szélsdérték-feladatokat tobbféleképpen is megoldhatjuk, a megoldasi moddszerek
jellemzden attol fiiggenek, hogy milyen tipusu osztalyban, csoportban dolgozzuk fel a
feladatokat. Sok feladat emelt szintli hattértudast kivan, kiilondsen azok, melyeket csak
differencialszamitassal tudunk megoldani. A kovetkezékben bemutatok néhany megoldasi
modszert, melyeknél feltiintetem, hogy milyen szintli feldolgozésra javaslom, hol szokték a

tantervi kovetelmények is elvarni az ezzel kapcsolatos feladatok megoldasat.

IV.1.1. Sz¢Els6érték-meghatarozas differencidlszamitassal

A legtobb hattértudast igényld eljards a differencidlszamitas segitségével torténd
sz¢€ls6érték-meghatarozas. Kozépiskolaban ez emelt szintli csoportok / osztalyok tananyaga,
jellemzden a 12. évfolyamon keriil targyaldsra. Hosszi alapozast igényel, ugyanis a
differencialszamitas fogalmat is ilyenkor sziikséges elsajatitani. Altalaban sok gyakorlast
igényelnek a differencidlszamitas segitségével megoldhatd feladattipusok, ugyanis

jellemzden Gsszetettek, komplex gondolkodast varnak el a didkoktol.
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Definicid: Belsé pont.
Egy P pont bels6 pontja az E halmaznak, ha van olyan P-t tartalmazé nyilt intervallum,

mely része az E intervallumnak.
Definicio: Abszolut maximum, abszolut minimum.

Legyen f egy E halmazon értelmezett fiiggvény. Az f fliggvénynek az E halmaz valamely c

pontjaban abszolut maximuma van, ha

f(x) < f(c), minden x € E esetén.

Az E halmaz valamely ¢ pontjaban abszoliit minimuma van, ha

f(x) = f(c), minden x € E esetén.
Definicid: Lokdlis maximum, lokdlis minimum.

Az f fliggvény értelmezési tartomanyanak egy € belsé pontjaban lokalis maximuma van, ha

van olyan c-t is tartalmazo nyilt intervallum, hogy annak minden x elemére teljesiil
f&) < f(o.

Az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy € belsé pontjaban lokalis minimuma van, ha

van olyan, c-t is tartalmaz6 nyilt intervallum, amely minden x elemére teljesiil f(x) = f(c).

Az abszolut szélséértékek egyuttal lokalis szélséértékek is, viszont ez forditva nem

feltétleniil teljesiil.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az f egyvaltozos fliggvény differencialhaté egy E intervallumon. Ha

f-nek c-ben lokalis szélsdértéke van, akkor
f'(c) =0.

Ha a sziikséges feltételen kiviil az alabbi feltétel is teljesiil, akkor az f fliggvénynek biztosan

létezik szélséértéke a ¢ helyen:
f'(x) eléjelet valt ¢ -ben.

Ha pozitivbol valt negativba, akkor a fliggvénynek lokalis maximuma, ha negativbol valt

pozitivba, akkor a fliggvénynek lokalis minimuma van c-ben.

A sz€ls6érték nagysagat f(c), azaz a vizsgalt fliggvény C helyen vett helyettesitési értéke

adja.

A fliggvények sz¢éls6érték-helyének meghatarozasaban a masodik derivalt is segitségiinkre

lehet.
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Tétel: A masodik derivalt és a lokalis szélséértekek.

Tegyiik fel, hogy f kétszer differencialhat6 a ¢ pontban.

Az alabbi feltételek a szeélsoértékek 1étezésének elégséges feltételei.

1. Haf'(c) =0¢s f"(c) < 0akkor f-nek lokalis maximuma van az ¢ pontban.

2. Haf'(c) =0¢s f"(c) > 0 akkor f-nek lokalis minimuma van az ¢ pontban.

Haf'(c) =0 és f""(c) = 0 akkor semmit nem tudunk a lokalis széls6érték létezésére

vonatkozodan.

IV.1.2. Masodfoku fiiggvény szélsdértekeinek meghatarozéasa

A fliggvények sz¢lsdérték-helyeit mas moddszerekkel is vizsgalhatjuk. Kozépiskolaban
altalaban masodfokl fiiggvények esetében szoktunk mas eljarast valasztani, aminek nem
kovetelménye az emelt szintli matematika tudas, kdzépszinten is jol alkalmazhato, tanulhato.

Az itt targyalt fogalmak, tételek a tantervi haloban a 10. évfolyamos tananyag részét képzik.

Definicio: Mdsodfoku fiiggvény.
A masodfoku fiiggvény egy olyan f:R — R fiiggvény, amelyre f(x) = ax? + bx + c,
ahol a # 0.

A fliggvény képe: parabola, melynek tengelye merdleges az X tengelyre.
Ez a parabola lefelé nyitott (konkav), ha a < 0 : ebben az esetben a fiiggvénynek abszolut
maximuma van, valamint felfelé nyitott (konvex), ha a > 0: ebben az esetben a fiiggvénynek

abszolut minimuma van.

Ahhoz, hogy a széls6értékeket meg tudjuk hatarozni, a hozzarendelési szabaly atalakitidsa
sziikséges, melyeket algebrai modszerekkel tehetiink meg. Ezt a teljes négyzetté valod
kiegészités modszerének nevezziik. Célunk az alabbi alakra hozas: f(x) = a(x —u)? + v,
ahol u és v a parabola tengelypontjanak elsd, illetve masodik koordinataja. Ezt a korabbi

ismeretleneket hasznalva igy irhatjuk:

2 2
b b“—4ac
fx) = a(x+—) -
2a 4a
, b , b%-4ac
Tehatu = ——ésv = —
2a 4a
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Tétel: A masodfoku fiiggveny szélsoertéke.

A fentiekben definialt masodfoku fiiggvénynek abszolut széls6értéke van, az alabbi helyen:

b . s , . .. b\ _ b%-4ac
X=-—, ahol a felvett fliggvényérték igy szamolhato: f (_Z) yranl

Ha a > 0, akkor minimum, ha a < 0, akkor maximum a szélséérték tipusa.

Ezeknek a fogalmaknak, eljardsoknak a legkritikusabb része a teljes négyzetté alakitas
szokott lenni, melyet folyamatosan, nemcsak egy-egy tananyaghoz kotve érdemes

gyakoroltatni a didkokkal.

"o

IV.1.3. Sz¢EIs6érték-meghatarozas a szamtani €s mértani kozEp segitségével

Definicio: Szamtani (aritmetikai) kézép.
n darab nemnegativ szam szamtani kdzepének nevezziik a szamok dsszegének és az n
szamnak a hanyadosat.

Jelolés: A

a,ta;+--+a
A= 1 2 n

n

Definicio: Geometriai (mértani) kozép.
n darab nemnegativ szam mértani kdzepének nevezziik a szamok szorzatanak n-edik

gyokét. Jelolése: G

G="%Ya, a, ..-a,
Tétel: Szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenség.
Ha a,,a, ,a, tetszOleges nemnegativ szamok, akkor az alabbi egyenldtlenség all fenn
szamtani és mértani kozepiik kozott:

a+--+a
G = al-...-an_%zA

Az egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha a; = -+ = a,,.
A szélséérték feladatok megoldasa soran ezt a tételt tudjuk felhaszndlni. Altalaban az
egyenlOtlenség egyik oldala egy allando kifejezés, amit a feladat szovegébdl ki tudunk

kovetkeztetni, az egyenlétlenség masik oldala pedig akkor éri el a kivant szélséértéket

(minimumot vagy maximumot), ha egyenl6 egy adott értékekkel, amit jelen esetben a feladat
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megad szamunkra. Ez akkor lesz lehetséges a tétel szerint, ha a megadott a,, értékek

egyenlok.

Mivel a bizonyitas elemi modszerekkel torténik, ezért érdemes lehet a tétel kimondasa utdn
azt is bemutatni, ezzel is tudjuk mar késziteni a didkokat az emelt szintii érettségi szobeli
részére. Elegend6 két szamra, a-ra és b-re megmutatnunk a didkoknak, ez szamukra is sokkal

konnyebben belathatd €s innen szdban kiterjeszteni n-re.

Bizonyitas

_a+b

Vva-b >

Az egyenldtlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért mindkét oldalt négyzetre emelhetjiik

¢és ez az atalakitas ekvivalens.

a’ + 2ab + b?
arbs——m
4
Rendezziink egy oldalra, vonjunk ki ab -t, hozzunk k6z6s nevezdre, majd szorozzunk be 4-

gyel!
0 < a?+2ab + b? — 4ab
0 < (a — b)?

Két nemnegativ szam kiilonbségének a négyzete pedig mindig nagyobb vagy egyenld, mint

nulla, ezt mar konnyen vagy egy nagyon rovid magyarazat utan belatjak a diakok.

IV.1.4. Hasznos tippek a sz€lséérték-keresési feladatokhoz
A megoldds soran mindenképp figyelniink kell az aldbbiakban ismertetett egyéb
koriilményekre is.

a) Figyelembe vessziik a vizsgalandé fliggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét

¢s a fiiggvény menetét.
b) Zart intervallumon értelmezett fiiggvényeknél megvizsgéljuk az értelmezési tartomany

végpontjaiban felvett fliggvényértékeket is.
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c) Egy fiiggvény szélséértékhelye és tipusa nem valtozik, ha a fliggvényt megszorozzuk egy

pozitiv szammal.
d) Egy pozitiv értékeket felvevo fiiggvénynek és a négyzetének szélséérték helye és tipusa

azonos.

o

IV.2. Szélséérték-feladatok a kozépiskolai tankonyvekben,
feladatgyijteményekben

Az idei tanévben tobb matematika csoportban is volt lehetdségem tanitani, illetve hospitalni,
megfigyelni a mentortanarom alapos és lelkes munkajat. A tanitott csoportokat tekintve volt
alaporaszamos ¢€s emelt oOraszamu (,,faktos”), valamint kimondottan matematika
specializacids csoport is (heti 7 6ra matematika, bontott csoportban). Tobb szélséérték
feladat megoldasara keriilt sor, mind az ¢én tanitdsi tevékenységemben, mind a
mentoroméban, igy lehetdségem volt latni azt, hogy melyek mozgattdk meg jobban a
diakokat, melyek keltették fel jobban a figyelmiiket. Ezek koziil szeretnék most bemutatni
néhdnyat megoldasukkal, valamint a tanitdsi-tanuldsi folyamat sordn keletkezett
meglatdsaimmal egylitt, amiket nagyon jol fogok tudni hasznositani a kovetkez6 években a

tanari munkassdgom soran.

IV.2.1. [7.] feladatgyiijtemény 2215. feladata

Két négyzet keriiletének 0Osszege 200 cm. Mennyi a négyzetek terliletosszegének

minimuma?
Megoldas

A feladat alapvetéen a 10. osztalyos tananyagként keriilt kitlizésre. A feladatok
megoldasahoz tobb modszert is hasznalhatunk, melyeket a tanév ezen részére mar

megtanultak a didkjaink.

Elészor a masodfoku filiggvény szélséérték-helyeinek megkeresésének modszerét

hasznaljuk fel az els6 megoldasi otlethez.

A négyzetek oldalanak hosszait jel6ljik a-val és b-vel, igy fel tudjuk irni a keriiletek
Osszegét, ami a feladat szovege szerint egyenld 200-zal.

200 = 4a +4b
Ebbdl kdnnyen megkapjuk: a + b = 50, igy b-t is ki tudjuk fejezni, b = 50 — a.
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A négyzetek teriiletdsszegét az alabbi mdodon fejezhetjiik ki (itt fel szoktuk hivni a didkok

figyelmét arra, hogy nem az 6sszegiik négyzetére gondol a feladat).
a? +b? = a? + (50 — a)? = 2a® — 100a + 2500 = 2(a — 25)? + 1250

Ez minimalis, ha a négyzetes tag egyenld nullaval! Azaz a = 25, ekkor pedig b is egyenld
25-tel.

Tehat a teriiletdsszeg minimuma: a® + b? = 252 + 25% = 1250 cm?

A masodik megoldasi modszer alapjan a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget

kell felhasznalnunk. A jelolés megegyezik a kordbban hasznalt jeloléssel.

A négyzetek teriiletosszegét kifejezhetjiik az alabbi moédon: a? + b? = (a + b)? — 2ab. Ez
akkor lesz minimalis, ha 2ab maximalis értéket vesz fel. A szamtani és mértani kozép
definicioja és a koztiik 1évo egyenldtlenség alapjan felirhatjuk a kovetkezot:
2

Va-b <=2 italakitas utin 2ab < 2 (7).
Az egyenldtlenség jobb oldalanak kiszamitasahoz minden adatunk ismert, az egyenld
1250-nel, ami azt jelenti, hogy a szorzat maximalis értékéhez fenn kell allnia a
2ab = 1250 egyenldségnek. {gy konnyen megoldhatunk egy kétismeretlenes, két

egyenletbol 4ll6 egyenletrendszert, melynek megoldasa az a = b = 25.

Az els6 megoldasi mddszer altalaban népszerlibb szokott lenni, mivel ott nincs sziikségiink

crer

feladatokhoz hozzakapcsolni.

A 11-12. osztalyos feldolgozasra javasolt Mozaik: Analizis feladatgylijteményben [4.] is
talalunk valosagkozeli analizis feladatokat. Altalaban ezt a feladatgyiijteményt csak az emelt
oraszamos csoportokban dolgozzék fel, nekik van meg hozza a megfeleld hattérismeretiik.
Erdemesebb lenne mas korosztalyoknak és csoportoknak is bemutatni, mert a didkok nagyon
szeretik az ilyen és ehhez hasonlo feladatokat, bar ezt a tandrai keretek kevéssé teszik
lehetové. Két feladatot szeretnék most ezek koziil bemutatni, mindkettdo a szélsoérték-
szamitassal kapcsolatos.
En személy szerint nagyon szeretem az ilyen feladattipusokat, mert ilyenkor latszik a
diakokon, hogy latjak, miért sziikséges megtanulni az adott 9sszefliggéseket, mire is lesznek

ezek hasznosak a késébbiekben. Ez ennél a t¢émakornél hatdrozottan igy van, hiszen ezt egy
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nagyon hosszl, tobbnyire monoton anyagrész el6zi meg, a differencialszamitas elméleti

része.

IV.2.2. [4.] feladatgylijtemény 6095. feladata

Liver Pal gyerekkora 6ta nagyon szeret focizni. UGS

Kisiskolas volt, amikor édesapja vasarolt 150 m

drothalot. A haloval egy focipalyat keritettek el Leend6
focipalya

az udvaron ugy, hogy felhasznaljak a telek
keritését és a 25m hosszt hazfalat. Mekkorak

legyenek a palya oldalai, ha a Iehetd

. " 4 r b4 : 4 ")
legnagyobb teriiletii palyat akarjak kialakitani? [4.] 6095.

(A haz falara és az utcafronti keritésre - ami

gyakorlatilag  tetszOlegesen hosszinak tekinthetd - nem huznak ki halot.)
A mellékelt kép abrazolja a lehetséges bekeritést. Az abra a feladatgylijteményben is
szerepel, a feladat megértését segitheti, de a megoldas végén mellékelek egy sajat abrat /
tablaképet, mely jobban abrazolja a megoldasként kapott értékeket, a fenti abra kicsit

megtévesztd lehet, ha valaki nem rutinos feladatmegoldd ebben a témakdrben.
Megoldas
A pélya fallal parhuzamos €élét x-szel jeldljiik, mértékegysége méter.

A focipalya masik oldalahoz, ami ugyanilyen hosszu, csak x — 25 méter halo sziikséges,

ugyanis X nagysagu részét a haz alkotja.
A keritéssel parhuzamos oldalat pedig az alabbi képlet irja le:
y =150 — x — (x — 25) = 175 — 2x méter
A focipalya teriilete ezek szerint igy alakul:
T(x) =x-y=x(175—2x) = —2x% + 175x
A megoldéashoz ennek a teriiletfliggvénynek a derivalasa sziikséges.
Elvégezve a miiveletet kapjuk: T'(x) = —4x + 175

A kovetkezd 1épés a derivaltfiiggvény zérushelyének meghatarozasa, vagyis hogy mikor lesz

egyenld nulldval. Az X = 43,75 adddik az egyenlet megoldéasa utan.
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Mindenképp ellendrizniink kell, hogy a kapott helyen valdoban van-e szélséértéke a
figgvénynek. A derivaltfiiggvény egy linearis fiiggvény, mely szigoruan monoton csdkkend,
a zérushelynél elbjelet valt, tehat elégséges feltételt kaptunk a szélséérték létezésére. Igy

biztosak lehetiink benne, hogy a teriiletfliggvénynek maximuma van az adott pontban.

A feladat keresett megoldasa a palya méretei: szélessége 43,75 méter, hosszusaga: 87,5

méter (a megoldas elején jelzett képletbe behelyettesitve kapjuk ezeket az értékeket).

Ennek a feladatnak a megoldasa altalaban igen hosszura szokott nytlni és sajnos nagyon sok
hibalehetdség is lapul benne. Magasfoku és hosszt koncentraciot igényel a didktol, valamint
a hozza kapcsolodo tudas sokrétlisége is igényli azt, hogy a tanuldcsoport emelt 6raszamban,
emelt szinten tanuljon matematikat. Altalaban a mérndki palyara késziiléknek szokta ez a

feladattipus kiilonosen megregadni a figyelmét.

A mellékelt segitd abran egy lehetséges oOrai tablavazlatot lathatunk, mely segitheti a

feladatmegoldast, illetve a konyebb megértést.

Focipalya
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IV.2.3. [4.] feladatgylijtemény 6099. feladata

A csomagoldiizembe nemrég 1j gépsor érkezett,

amellyel 30 cm oldalu, négyzet forméju kartonlapokbok
szabalyos nyolcszdg alapii dobozokat tudunk formara
vagni ¢és hajtogatni. Mekkorara allitsuk be a gépen a
doboz magassagat, hogy a lehetd legnagyobb térfogattal
biré dobozokat allithassuk el6? (A doboz térfogatat az

alapteriilet és a magassag szorzataként kapjuk meg.)

[4.] 6099.

Megoldas

Jelolés: X, y, a a rajzon lathatd szakaszokat jeloli. Az abra elemzésébdl mar a didkoknak
észre kell venniiik, hogy az alapteriilet egy db a oldalt négyzetbdl, valamint négy db
(egybevago) y befogoji derékszogli haromszogbdl (ami szintén egy a oldalu négyzetet tesz

ki), illetve négy db egybevagd, a és y oldalu téglalapbol all.

Ezek alapjan az alapteriilet felirasa egyértelmiien szokott menni, a didkok legtobbszor
onalldan elvégzik:

2

T=a2+4ay+4y7

Ennek a kifejezésnek az atalakitdsa mindenképp sziikséges, ugyanis derivalas eldtt a
kifejezésnek a-tol kell fliggenie. Ehhez Osszefiiggést kell talalnunk a és y kozott, segit
nekiink a Pitagorasz-tétel az egyenld szara derékszogli haromszdgekben. Ha a sziikséges
Osszefliggést megkaptuk, fel kell irnunk ujra a tertiletfliggvényt.

Az y befogdju és a atfogdju derékszogli haromszogre a Pitagorasz-tételt alkalmazva kapjuk,

hogy

2y* = a?, ebbdl kivetkezik, hogy y = =.

<7

T(x) az alabbiak szerint modosul:
T(a) = 2a% + 2v/2a? = 2a%(1 +V2).

A lap oldalarol tudjuk, hogy 30 cm-rel egyenld, igy

a 15—x
2x+2\/—5+a—30,ekk0ra—2-1+ﬁ.
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Ha ezt visszahelyettesitjiik a teriiletképletbe, az alabbi 0sszefliggést kapjuk:

(15 — x)?
1++2

A feladat szovege segit a diakoknak abban, hogy a térfogat kiszamitasahoz a fenti teriileteket

T(x) =8

szoroznunk sziikséges a magassaggal, igy a térfogatra vonatkozé 0sszefiiggés:

x(15-x)* 8
1+v2 1++2

A feladat kovetkezd 1épése a derivalas. Altaldban ideig mar csak nagyfoki koncentracio

v(x) =8 (x3 — 30x2 + 225x)

segitségével lehet hibatlanul eljutni. Nagyon fontos, hogy a tandr végig koordindlja a
feladatot, ha k6zben szamoldasi vagy elvi lenne, azonnal javitani tudjék a tanulok. Itt szintén
fontos, hogy felhivjuk a figyelmet arra, hogy a [0 ;15] intervallumon kell keresniink a

szélsoértéket.
A térfogat derivaltjat az alabbi Osszefiiggés adja meg:
V' (x) = =2 (x2 — 20x + 75).
1+V2
A zérushelyeket tigy kapjuk meg, ha a kifejezést egyenld tessziik nulldval és az igy kapott

masodfoku egyenletnek megkeressiik a gyokeit. A kapott gyokok 5 és 15 lesznek.

Ilyenkor kell nagyon hangsulyoznunk a tanuldoknak, hogy a feladatnak még nincs vége,
ellendrizniink kell, hogy valoban szélséérték-helyek lesznek-e a megoldasok és mekkorak

lesznek a kapott szélsdértékek.

A derivaltfiiggvény konvex parabola, a két zérushely kozott negativ értékeket, azonkiviil
pozitiv értékeket vesz fel. Maximuma x= 5-nél lesz, tehat ahhoz hogy maximalis legyen a
doboz térfogata 5 cm-es fiilek hajtogatasa sziikséges. Igy a doboz maximalis térfogata a

képletbe visszahelyettesitve 1656, 85 cm?3.

Mellékelem a fenti dbra segitd betlizéssel ellatott valtozatat.
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30 cm

Ennek a feladatnak a megoldasdhoz altalaban mar tobb segitség sziikséges a didkoknak,
ugyanis mar az alapteriilet kiszdmitasa sem egyszeril, valamint a derivalassal is lehetnek
problémak, igy folyamatos tanari instruélést, segitségnyujtast igényel. Ennek feladatnak a
megoldasat egy hospitalas keretében figyelhettem meg, igy jol lattam, hogy pontosan mik
azok a 1épések, ahol egymas vagy a mentortanarom segitségét kérték a diakok. A feladatot
egy heti 7 matematika o6raszdmmal rendelkezd kiscsoport, ahol tobben mérndknek
késziilnek, nagy lelkesedéssel fogadta, de feladat nehézsége és a hattértudas sokrétiisége

miatt sajnos csak kevés esetben lehet bemutatni ezt az amugy igencsak fontos feladatot.

V. Sz¢lsoertek-feladatok az €rettségiben

A kovetkezdkben az alap- illetve az emelt szintii érettségik kdvetelményeit vizsgaltam végig
a szélséérték feladatokat kiemelve, figyelve arra, hogy vajon milyen jellegli feladatokat
tartalmaznak a kozépiskolai tanulmanyokbol. A bemutatott példakat az elmult néhany év
kozponti érettségi feladatsoraibol valogattam, mellettiik jel616m melyik évben és idészakban
keriilt ez a feladat kitlizésre. A széls6érték szamitasokkal kapcsolatos hosszabb, nehezebb
feladatok igazabol csak az emelt szintli vizsgdkon keriilnek eld, ugyanis a kapcsol6do

hattértudas csak itt jelenik meg kovetelményként.
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V.3.1. 2016. majus 3. Emelt szint

A replilogépek lizemanyag-fogyasztasat szamos tényezo befolyasolja. Egy leegyszerisitett
matematikai modell szerint (a vizsgalatba bevont repililégépek esetében) az egy oOra repiilés

alatt felhasznalt izemanyag tomegét az

1
fx) = %(x2 — 1800x + 950000)

Osszefiiggés adja meg. Ebben az Osszefiiggésben X a repiilési atlagsebesség km/h-ban
(x> 0), f(x) pedig a felhasznalt tizemanyag tomege kg-ban.
a) A modell alapjan hany km/h atlagsebesség esetén lesz minimalis az egy Ora repiilés alatt

felhasznalt lizemanyag tomege? Mekkora ez a tomeg?

Egy repiilégép Londonbol New Yorkba repiil. A repiilési tavolsag 5580 km.

b) lgazolja, hogy v km/h atlagsebesség esetén a repiilogép lizemanyag-felhasznalasa ezen

a tavolsagon (a modell szerint) 279v — 502200 + “220C (v > 0) kg lesz.

A vizsgalatba bevont, Londontol New Yorkig kozlekedd repiildgépek v atlagsebességére
teljesiil, hogy 800 km/h <v <1100 km/h
C) A megadott tartomanyban melyik atlagsebesség esetén a legnagyobb, és melyik esetén

a legkisebb az egy utra jutd lizemanyag-felhasznalas?

A feladat megoldasa, fontos észrevételek a tanulas/tanitas szempontjabol

a, Ha az lizemanyag fogyasztasnak a minimumat keressiik, meg kell vizsgalnunk, hol lesz

nulla az f fiiggvény derivaltja.

1
f'(x) = Ex —-90

A derivalt érteke x = 900 esetén lesz nulla.

Ezek utan ellendrizniink kell, hogy valoban van-e itt minimum. Két lehet6ségiink van, vagy
azt nézziik meg, hogy a masodik derivaltnak milyen az eldjele vagy pedig az els6 derivaltat
vizsgaljuk el6jelvaltas szempontjabol. Mivel f"(x) = 0,1, ezért valdban minimuma lesz a
figgvénynek az x = 900 helyen.

Behelyettesités utan megkapjuk az ezen a helyen felvett értéket, mely 7000 kg oranként.

Ez a feladatrész 5 pontot ért hibatlan megoldas esetén. Altalaban ennél a feladatrésznél
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tipushibaként az szokott eléfordulni, hogy a didkok nem ellendrzik azt, hogy valoban van-e
a fliggvénynek széls6értéke ott, ahol az elsé derivalt nulla. Ezt a tanitasi folyamat soran is
érdemes végig hangsulyoznunk. Ebben az esetben ennek elmaradasatl pont levonasaval

biintetik.

b, A kérdés megvalaszolasahoz fejezziik ki el0szor a repiilési idot 6raban v segitségével.

5580
t= .

v

Az 1t soran elfogyasztott lizemanyag mennyiségének kiszamolasahoz a megadott képletbe

kell behelyettesitentink.

5580 1
t+f(v) = —— =5 (v* — 1800v + 950000)

Ezt tovabb alakitva az alabbi kifejezéshez jutunk, ami mar egyben a feladat megoldasa is.

265050000
t-f(v) = 279v — 502200 + ————

Ez a feladatrész 3 pontot ért, ezek tipikusan jol szoktak sikeriilni a didkoknak.

¢, Ez a leghosszabb és legnagyobb koncentraciot, magas hattértudast igénylé feladatrész,
melynek hibatlan megoldasaért 8 pontot kaphatunk.
Els6 Iépésként szintén sziikséges felhasznalnunk azt a tudést, hogy egy fliggvénynek ott lehet

lokalis szélsoértéke, ahol az elso derivalt értéke nulla.

265050000

g(v) = 279v — 502200 + ————
265050000
g'(v) =279 ————

A g'(v) = 0 egyenlet megoldasa utan azt kapjuk, hogy a derivalt akkor lesz nulla, ha
vg = 100V95 = 974,68. Negativ gyok nyilvan nem johet szdba.

Az elsd derivalt eldjelet is valt a fenti a helyen, ezért ez az érték a g fliggvénynek abszolit
minimumhelye. Ha a masodik derivaltat tekintjiik, az a megjeldlt helyen pozitiv, erre is

hivatkozhatunk a megoldasban, ekvivalensnek tekinthetd az eldjel-valtas vizsgalataval.

Az abszolit maximum vizsgalatdhoz két még meg kell vizsgalnunk a megadott legkisebb és

legnagyobb értéket, hogy ott mekkora értéket vesz fel a fliggvény:
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g(800) = 52312,5
g(1100) ~ 45 654,5
g(vy) =41671,1

Az adatokbol kitlinik, hogy a megadott modell szerint mikodd repiilogép esetén a
legnagyobb lizemanyagfogyasztas 800 km/h atlagsebesség esetén generalodik, a legkisebbet

pedig pontosan (v, =) 975 km/h atlagsebesség esetén éri el egy ttra vetitve.

A feladat hibatlan megoldaséért 16 pont jar, ami egy jelentds részét képezi az emelt
matematika érettségi Osszpontszdmanak. Szerintem a tananyaghoz sziikséges hattértudas

mindenképp megkdveteli a magas pontozasi értéket.

V.3.2. 2018. oktober 16. Emelt szint

Egy zoldségarus vallalkozd egyik reggel 200 kg elsé osztalyu barackot visz eladasra a
piacra. Tapasztalatbol tudja, hogy az els6 osztalyu barack eladasi egységara és a napi eladott
mennyiség kozott (jo kozelitéssel) linedris kapcsolat van (az eladott mennyiség az eladasi
egységar linedris fiiggvénye). Ha egész nap 500 Ft/kg aron kindlni a barackot, akkor
varhatoan a fele fogyna el, mig ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.

a) Mennyi lenne a zoldségarusnak az els6 osztalyl barack eladasabol szarmazo bevétele,

ha egész nap 400 Ft/kg-os egységaron kindlna a barackot?

b) Igazolja, hogy ha egész nap x (Ft/kg) az elsé osztalyu barack egységara, y (kg) pedig a

napi eladott mennyiség, akkor a kozottiik 1évo kapcesolat:

y =—zx+200 (0<x < 1000).

A nap végén a 200 kg-bol megmarado barackot a zoldségarus masnap mar nem adhatja el
elsd osztalytként. Ezért a megmaradé teljes mennyiséget eladja egy gylimolcsfeldolgozo

vallalkozasnak, mégpedig 80 Ft/kg egységaron.

c) Mekkora eladési egységaron kinalja a barackot a zoldségarus napkdzben, hogy a napi
bevétele maximalis legyen? (A napi bevétel az elsd osztalyuként eladott barackbdl szarmazé

bevétel plusz a gyiimdlcsfeldolgozo altal fizetett 6sszeg.)

29



A feladat megoldasa, fontos észrevételek a tanulas/tanitas szempontjabol

a, Mivel a meghatarozott 400 Ft a két aladasi ar (300 Ft és 500 Ft) szamtani kozepe/ atlaga,

ezért az eladds is a két megadott szizalékos adat ugyanilyen értéke lesz.

50+70

fgy szamolhatjuk tehat: = 60%. Igy Osszesen 200 - 0,6 = 120 kg fogyna el 400

Ft/kg-os aron, a Dbefolyd bevétel pedig 120-400 = 48000 Ft Ilenne.
Ez a feladatrész 3 pontot ért. Nem kozvetleniil a szélséérték-szamitassal kapcsolatos tudast
mér ez a feladat, hanem a szazalékszamitési ismereteinket kell felhasznalnunk, igy nagyon

komplex gondolkodast, atlatast igényel.

b, A feladat szovege szerint az egységar és az eladott barack mennyisége kozott a fennallo
kapcsolat linearisnak mondhatd, igy fel kell idézniink magunkban az ezzel kapcsolatos
ismeretinket. Ha x jelzi az egységarat és y az eladott mennyiséget, akkor a kovetkezo

egyenlet igaz rajuk. y = mx + b.

Felirhatunk két egyenletet a megadott adatokbol.
100 = 500m + b
200-0,7 =140 = 300m + b

Az egyenletrendszer megoldasa utan m= —é adodik.
Ha visszahelyettesitiink megkapjuk a b értékét is, ami 200.

Ezekkel az adatokkal mar igazolni tudjuk, hogy azy = — %x + 200 osszefliggés valoban

fennall.
A feladatrész megoldasaért 4 pontot kaphatunk. Itt is sziikséglink van sok hattérismeretre,

foként az egyenletrendszerek megoldasi modszereire €s a linedris Osszefiiggeés képletére.

¢, Most jon a sz€lséérték-szamitas része a feladatnak, ahol minden didknak sziiksége lesz az
analizissel kapcsolatos elsajatitott tudasara.

Az eddigi jeldléseinket haszndlva: X Ft/ kg az eladasi egységar.

Az eladott barackmennyiségbdl szarmazo bevételt megkapjuk, ha az eladasi arral

megszorozzuk az eladott mennyiséget leiro képletet.

_1 1 2
( 5x+200) x = 2x? + 200x Ft
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A nap végén megmaradt barackmennyiség és az abbol szarmazé bevétel az alabbiak szerint

alakul: 200 — (—%x + 200) = %x kg-ban kifejezve.

Bevétel ebbél: %x .80 = 16x Ft

A két bevételt 0sszeadva az Osszes bevétel: — %xz + 216x Ft. Igy megkaptuk azt a
fliggvényt, amit vizsgalnunk kell, nevezetesen a maximumat megkeresniink. Nevezziik el a
fiiggvényt B-vel a bevétel sz0t jelolve. B(x) = —gxz + 216x

Alakitsuk teljes négyzetté, hogy konnyen le tudjuk olvasni a szélséérték-helyet /helyeket!

1
B(x) = — ¢ (x — 540)* + 58320

Mivel a masofoku fliggvény képe lefelé allo, azaz konkav parabola, ezért ez az érték ott lesz

maximalis, ahol (x — 540)% = 0, azaz x = 540 esetén.

Tehat akkor a legnagyobb a bevétel, ha a zoldséges 540 Ft / kg aron arulja termékeit. Ekkor
(a képletbe torténd visszahelyettesités utan kapjuk) 58320 Ft lesz a bevétele.

Ez a feladatrész 7 pontot ¢ért, a feladat teljes egészében 14 pontos.
Ezt a feladattipust altalaban kicsit konnyebbnek szoktuk érzékelni, mint az ezt megel6zden
bemutatott feladatot, ez minimalisan a pontozasban is megmutatkozik. Itt nincs sziikség a
derivaltfiiggvényekkel és az 0Osszekapcsolodo —szélséértékekkel kapcsolatos tudas

alkalmazasara, felidézésére, azonban itt is sziikséges a feladat komplex atlatasara.

V.3.3. 2013.méjus 7. Kozépszint

Adjameg az x - x? + 10x + 21 valds szamok halmazan értelmezett masodfoku fiiggvény

minimumhelyét és minimumanak értékét! Valaszat indokolja!

A feladat megoldasa, észrevételek

A feladat els6 1épéseként a fliggvény hozzarendelési szabalyat kell kiegésziteniink teljes
négyzetté, hogy le tudjuk olvasni a kért adatokat.
x2+10x +21=(x+5)*>—4
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A parabola felfelé nyitott (normal allasu), tengelypontja az x= -5 helyen van, mely egyben a

minimumbhely is. Az itt felvett érték -4-gyel egyenld, mely a minimum értéke.

Ez a feladat az egyszer(ibb, bemelegito feladatok koz¢ sorolhatd, 4 pontot ér, tipikusan a

kozépszintli feladatsorokban szoktunk hasonlokkal taldlkozni.

V1. Vélemények az analizisoktatarol

Szakdolgozatom készitése sordn tobb matematikatandrral is beszélgettem arr6l, miért is
tartjak 0k fontosnak az analizistanitast, mely részeire szoktak nagyobb hangsulyt fektetni,
mik azok a teriiletek, melyekben szerintiik fejlédhetne a tankonyvi feldolgozas. Alapvetéen
mindannyian 0gy vélték, hogy az analizis a kozépiskolai matematikatanitds egyik
leglényegesebb eleme, nagyon fontos az, hogy a gyerekek elsajatitsak és meg is értsék az
ezzel kapcsolatos definiciokat, tételeket és minél tobb feladatot tudjanak megoldani,
valamint lassak ezek valosagkdzeli vagy teljesen valds életbeli felhasznalasanak lehetdségeit
is.

A legtobbet a mentortanarommal, Simonné Baranyai Zsuzsannaval beszélgettem a témarol,
aki mar sok-sok éve tanit a szombathelyi Nagy Lajos Gimndziumban, ahol én az 6sszefiiggd
tanitasi gyakorlatomat végzem. Az iskolardl érdemes tudni, hogy Vas megye legkivalobb
intézmeényei koz¢ tartozik, tobb, mint 500 tanuld jar ide. A 11. évfolyamtdl a didkoknak
lehetdsége nyilik emelt 6raszamu, emelt szintll érettségire készitd orakra jarni, igy van ez
matematikabol is. [8.] Mindemelett az iskolaban a ,,C” osztaly mar 9. évfolyamtol kezdve
egy matematika specializacios osztaly, mely azt jelenti, hogy az ebbe az osztilyba jard
didkok a kozépiskolai tanulméanyaik végig emelt oOraszdmban, emelt szinten,
csoportbontasban tanulnak minden matematikai ismeretet. 11. osztalytol 6k is valaszthatnak,

hogy heti 5 vagy heti 7 6raszdmban szeretnék folytatni matekos tanulmanyaikat.

Zsuzsa, a mentortanarom tobb csoportban is tanit, igy nekem is volt lehetdségem tobb
szinten kiprobalni magam ¢és tobb alkalmam nyilt igy hospitalni is, mind az offline tanitas,
mint a digitalis munkarend soran. Meg tudtam figyelni azt is, mennyivel mésabb a didkok
feladatmegoldéasi modszere/ rutinja, ha alap, illetve, ha emelt 6raszamban nyilik lehetdségiik
gyakorolni.

Zsuzsa mindig nagyon lelkiismeretes, ha tanitasrol van sz6: addig és annyiszor magyarazza
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el a feladatokat, amig kivétel nélkiil mindenki meg nem érti. Az ¢ véleménye szerint az
analizistanitas egy nagyon fontos, kozponti eleme a matematikatanitasnak és a komplex,
tudatos gondolkodasu didkok neveléséhez is elengedhetetlen. Segit abban, hogy a didkok
egyre inkabb megtanuljanak 6nalléan gondolkodni, atlatni az sszefiiggéseket. Ugy véli,
hogy az altalunk hasznalt tankonyvek nagyon jo alapot adnak az analizistudas
megalapozasahoz a feladatgyiijtemények segitségével pedig nagyon jol elmélyitheté a
megszerzett tudas. Mindig készit kiegészitd feladatsorokat is, igy a didkok jobban latjak

tudasuk gyakorlati alkalmazhatdsagat.
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