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1. Bevezeto

A szakdolgozatomban a matematikai analizis egyik kozponti jelentGségl témakorét a
differencidlszamitast, valamint hozza kapcsolédé példakat mutatok be. A
differencialszamitassal mar a kozépiskolaban megismerkediink, de mélyebb ismeretre csak
az egyetemi évek alatt lesz ra lehet8ség. A differencidlszamitds szerepe nem csak a
matematikaban,  hanem mas  tudomanyok  teriiletén (pl.: fizika, kémia,
kdzgazdasagtudomany, stb) is alapvetd. Segitségével szamos elméleti és gyakorlati probléma
megoldasa valik lehet6vé.

A dolgozatot 2 f6 részre lehet osztani. Az els6 felében bemutatom a differencidlhanyados
fogalmat, valamint a legfontosabb tételeket és definiciokat, differencidlasi szabalyokat, ezt
kovetik a lokalis tulajdonsagok, melyek a figgvényelemzés soran segitségiil szolgalnak, végiil
a kétvaltozos fliggvények differencidldsa. A dolgozat masodik felében kilénb6z8 példakon
keresztil szemléltettem a kétvaltozos fliggvények differencialszamitasanak

alkalmazhatdsagat.



2. Differencialszamitas

2.1. A differencidlhanyados fogalma

A kulonbségi hanyados, mint a megfelel6 szel6 meredeksége fontos szerepet jatszik a
differencialszamitas geometriai megalapozdsaban.
A koordinata-rendszer (a, f(a)) és a t6le kulonbozé (x, f(x)) pontjain at fektesslink egy

egyenest (szel6t). Az egyenes meredeksége (irdnytangese)
f(&x) = f(a)
xX—a
Ha x tart a-hoz tartva a szelGk tartanak egy hatarhelyzethez, akkor az igy kapott egyenest
fogjuk az f flggvény a pontbeli érint6jének nevezni, melynek meredeksége a szel6k

meredekségeinek hatarértéke (lasd 1. abra). (Ezt a hatdrértéket nevezzilk majd el

derivéltnak.)
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Ha az f fliggvény értelmezve van az a és b pontokban, akkor az % hanyadost az f

figgvény a és b helyekhez tartozod kiilonbségi hanyadosanak nevezik. Egyértelm(, hogy az

w kilonbségi hanyados megegyezik az (a,f(a)) és (b,f(b)) pontokon atmendé egyenes

meredekségével.

Definicié: Az a valds szdam kornyezeteinek nevezziik az (a — §,a + &) alaku intervallumokat,

ahol § tetszbleges pozitiv szam.

Definicié: Legyen f értelmezve az a pont egy kdrnyezetében. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény

az a pontban differencialhaté, ha a

i L) — (@)
m-————-—-—-
x—a X —a

véges hatarérték létezik. A hatarérték az f figgvény a pontbeli differencialhanyadosa vagy

derivaltja.

Jelolés: Az a pontbeli differencidlhanyadost leggyakrabban f’(a)-val jeloljik. El6forduld
jelolések még

- I dy

f(a)r y (a)r E
Az f figgvény a pontbeli érint6jén azt az egyenest értjik, amely atmegy az (a, f (a)) ponton

és a meredeksége

li

xX—a X

= f'(@).

Az el6bbiek szerint az érint6 egyenesének egyenletét a kdvetkez6 mddon definidlhatjuk.

- f) —f(®)
m—
—a

Definicio: Legyen f differencidlhaté az a pontban. Az f flggvény a pontbeli érintéjén az

y = f'(a) - (x — a) + f(a) egyenlet(i egyenest értjik.

Tétel: Ha f differencialhaté a-ban, akkor f folytonos a-ban.



Ez mutatja, hogy a differencidlhatésag erGsebb tulajdonsag, mint a folytonossag. A
folytonossag sziikséges, de nem elégséges feltétele a differencidlhatésagnak. Van olyan f
figgvény, amely egy a pontban folytonos, de ott mégsem differencidlhaté. Erre egy példa az

f(x) = |x| fuggvény a = 0-ban.

Példa:
fo-tfe, 1IE
tehat
f(x)—f(O):{L ha x > 0,
x—0 -1, hax<0.
gy
limyo0ro 222 Q = 1 65 limy g o L2T @D = g,

x-0 x—-0

ezért f nem differencidlhaté 0-ban.

Definicio: Az f fliggvény derivaltfiiggvényének nevezziik és f-vel jeldljuk azt a flggvényt,

amely értelmezve van mindazon x helyen, ahol f differencidlhatd, és ott az értéke f'(x).

2.2 Differencialasi szabalyok

A kovetkezGkben a differencialdsi szabdalyokkal ismerkediink meg, melyeket szinte minden
feladat sordan alkalmazunk. Az (1)-(7) szabalyok egyszerlen kovetkeznek a

differencialhatdsag definiciojabal.

(1) Konstans differencialhanyadosa.
Ha az f=a (a allandd), akkor f’=0. Tehat a konstansfliggvény derivaltja minden pontban 0.
(2) Allanddval szorzott fiiggvény differencidlhanyadosa.
A (c-f) =c-f', ahol c allandé. Tehat a differencialhanyadost Ugy kapjuk, hogy a
derivdltat megszorozzuk a konstanssal.
(3) Osszegfiiggvény differencidlhdnyadosa.
Az (f+9) =f"+ g, tehat a differencidlhdnyados a tagok derivaltjainak az 6sszege. A

szabdly barmennyi tag differencidldsara vonatkozik.



(4)

(5)

(6)

(7)

Két fliggvény kilonbségének differencialhnanyadosa.

Az (f —g) =f'— g, akilénbséget az 6sszeghez hasonldan tagonként differencialjuk.
Két fliggvény szorzatanak differencidlhanyadosa.

Az (f-g) =("-9)+ (fg), tehat a differencidlnanyadost ugy kapjuk, hogy az elsé
tényez6 derivaltjdt megszorozzuk a valtozatlanul hagyott masodik tényezével, majd
hozzdadjuk a valtozatlan els6 tényez6 és a masodik tényez6 derivaltjanak a szorzatat.

Két fliggvény hanyadosanak differencidlhanyadosa.
Az (i)' =%, ha g # 0, tehat a differencialhanyadost ugy kapjuk, hogy a

szamlalé nevez6jének derivaltjat megszorozzuk a nevezdével, majd ebbdl kivonjuk a
valtozatlanul hagyott szamlaldnak és a nevezd derivaltjanak a szorzatat. Végezetil a
kiilonbséget elosztjuk a nevez6 négyzetével.
Inverz fliggvény differencidlhanyadosa.

Legyen f szigoruan monoton és folytonos az (a,b) intervallumban, és legyen
differencidlhaté a ce(a,b) pontban. Ha f(c)#0, akkor f inverz fiiggvénye, f~1

differencialhato f(c)-ben és

1
f'©

(f 1Y (fle))=

2. abra X



(8) Osszetett fiiggvény differencialhanyadosa.
Ha a g fuggvény differencialhatd a-ban és az f fliggvény differencialhatd g(a)-ban,
akkor a h=fog fliggvény is differencialhaté a-ban, és
h'(a)=f (9(a))-g’(a)

Ezt szokas lancszabalynak nevezni.

2.3. Elemi fiiggvények derivaltja

A legfontosabb elemi fliggvényeket és derivaltjukat mutatjuk be az aldbbiakban.

Nevezetes flggvényderivaltak:
a) (id")’=nid™ !
b) sin’=cos

c) cos’=-sin

, 1

d) tg’=

cos?

, 1
E) Ctg=—m

f) (e*)’=e*, aholx € R

g) (lnx)'%, aholx >0

h) sh’=ch
i) ch’=sh
. ,_ 1
i) th " ch2

, 1
k) cth’= "z

[) arcsin x-\/_ ahol x€(-1,1)

m) arccos’x= - ﬁ' ahol x€(-1,1)

n) arctg’. x=7

o) arcctg’x=

p) arsh x—\/xl— ahol xé R

q) arch’ x—\/_ ahol (x > 1)



12,ahol-1<x<1
1-x

r) arth’x=

1
1-x2"’

s) arcth’x= ahol |x]| > 1

2.4. Magasabb rendii differencialhanyadosok

Egy flggvényt nem csak egyszer lehet derivalni, hanem tobbszor is, feltéve, ha megfelel

azoknak a feltételeknek, melyekkel a alabbiakban ismerkediink meg.

Definicié: Legyen az f fuggvény differencialhaté az a pont egy kornyezetében. Ha az f
derivaltfiiggvénynek létezik a derivaltja a-ban, akkor f a-beli derivaltjat az f fliggvény a-beli
masodik differencialhanyadosanak nevezziik. Jel6lése: f”(a). Definicio szerint

f') =@
mi—>—J %

f(@) = lim ———
Ha f”(a) létezik, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer differencidlhaté a-ban. Az f fliggvény
masodik derivaltfiiggvényének nevezziik és f”-vel jeldljik azt a figgvényt, amely azokban az

x pontokban van értelmezve, ahol f kétszer differencialhato, és ott az értéke f”(x).
A k-adik differencialhdanyados hasonléképpen értelmezheté indukcidval.

Definicié: Legyen az f fluggvény k-1-szer differencialhatd az a pont egy kornyezetében.
Jeloljuk az f flggvény k-1-edik derivéltfiiggvényét f*~D-gyel. Az f*=1D fiiggvény a-beli
differencialhnanyadosat — feltéve, ha létezik — az f fliggvény k-adik differencialhanyadosanak
nevezzik. Ekkor f-et a-ban k-szor differencidlhatonak nevezziik. A k-adik derivaltfliggvényt
£ val jelsljik. El6forduld jeldlések még:

k k
d*f d*f(x) y(k)(a)

dxk’ dxk ’
Ha f(") minden k€ N*t-ra létezik a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f végtelen sokszor

differencialhaté a-ban.



Példa:
Racionalis és egész kitev6jl hatvanyok magasabbrendd derivaltja:
f(x)=x9 xeR*
racionalis g esetén a k-adik derivaltja
O =q(q—1)..(g —k+1x%%, xeR*
pozitiv egész g esetén
f@) =q.,
aholq!=1-2-3...qés f@*D(x) = f@*2(x) =...= 0.
Exponencialis fliggvények magasabbrend( derivaltja:
f(x) =e*, x€ER
ésf'(x) = f'(x) =...= f@(x) = e,
f(x) =eb*, xeR

esetén f'(x) = be?*, ..., f(D(x) = beP*

2.5. Lokalis tulajdonsagok

Ebben a fejezetben a differencidlhatd fliggvények lokalis tulajdonsagainak és derivaltjainak
Osszefliggéseivel ismerkedliink meg. Az itt szerepl6 tételek rendkivil fontosak az adott

fliggvény alaki vizsgalatahoz.

Definicié: Legyen az f fliggvény értelmezve az a pont egy kdrnyezetében. Azt mondjuk, hogy f
lokdlisan novekedd a-ban, ha van olyan 6 > 0, hogy minden a—4§ < x < a esetén
f(x) < f(a),ésmindena < x < a+ § esetén f(x) = f(a).

Analég mdédon értelmezziik az a-ban lokalisan csokkend fliggvényt.
Az el6bbi definicidobdl igazolhaté a kdvetkezs tétel, melyben megfogalmazzuk, hogy ha az f
figgvény lokalisan ndvekedd, akkor az f derivaltjanak az értéke 0 vagy annal nagyobb pozitiv

szam.

Tétel: Ha f differencidlhaté a-ban és f lokalisan néveked6 (csokkend) a-ban, akkor f'(a) = 0

(f'(a) < 0).

10



A fenti definiciohoz hasonléan megfogalmazhatjuk az a-ban szigoruan noveked6,
illetve a szigoruan csdkkend fliggvényt, mely csak abban kilénbozik az el§z6t6l, hogy itt nem

engedjik meg az egyenlGséget.

Definicié: Legyen az f fliggvény értelmezve az a pont egy kdrnyezetében. Azt mondjuk, hogy f
szigorian lokalisan noveked6 a-ban, ha van olyan § > 0, hogy minden a—d <x <a

esetén f(x) < f(a), ésmindena < x < a + § esetén f(x) > f(a).

Az el6z6 definiciohoz ismét megfogalmazhatd egy tétel, mely szintén nagyon hasonld a

fentebb emlitett tételhez, csak forditott iranyu kdvetkeztetést tartalmaz.

Tétel: Ha az f differencidlhatd a-ban és f'(a) > 0 (f'(a) < 0), akkor f szigortan lokalisan

novekedd (szigoruan lokdlisan csékkend) a-ban.

Miutan megismerkedtiink a lokdlisan ndvekedd, illetve lokalisan csokkend fliggvény
fogalmaval, nézziik meg, hogyan allapithatjuk meg egy fliggvény lokalis maximumat, illetve
lokdlis minimumat.

A kovetkezGkben bevezetjik a lokalis maximum, illetve a lokalis minimum fogalmat,
melyeknek a kozds elnevezése lokalis széls6érték. A lokalis maximumhelyet és a lokalis
minimumhelyet pedig kozdsen lokalis szélsGértékhelynek nevezziik. ElGtte viszont még

definialjuk a definicioban szerepl6 kornyezet fogalmat.

Definicid: Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban lokalis maximuma (minimuma)
van, ha a-nak van olyan U kornyezete, amelyben f értelmezve van, és minden x€U-ra
f(x) < f(a) (illetve f(x)=f(a)). Ekkor az a pontot az f flggvény lokdlis
maximumhelyének (lokalis minimumhelyének) nevezzik.

Ha minden xeU\{a}-ra f(x) < f(a) (vagy f(x) > f(a)), akkor a figgvénynek szigoru lokalis

maximuma (szigoru lokalis minimuma) van a-ban.

11



Igazolhato a kovetkezd tétel, mely sziikséges feltételt ad differencialhato fliggvény lokalis

szélsGértékének létezésére.

Tétel: Ha f differencidlhatd a-ban és f-nek lokalis szélsGértékhelye van a-ban, akkor

f'(a) = 0.

Fontos, hogy ez a tétel csak sziikséges feltétel ad a lokdlis szélsGérték |étezésére, és nem

fordithato meg!

Példa: Vegyiik az f(x) = x3 fuggvényt. Mivel f'(x) = 3x2, ezért f'(0) = 0, de f-nek nincs

lokalis szélsGértéke a 0-ban.

SzélsGérték |étezésének elégséges feltétele (2. derivalttal): Legyen f 2-szer differencidlhato

(a,b)-n, x € (a,b) és f'(x) = 0. Ha f (x) < 0, akkor x lokélis maximumhely, ha f (x) >

0, akkor pedig x lokalis minimumhely.

A maximum- és minimumhelyek emlitése kapcsan mindenképpen meg kell emliteniink a
Weierstrass-tételt, mely folytonos fliggvény abszolit maximum- illetve abszolut

minimumhelyének |étezésérdl szol.

Weierstrass-tétel: Ha f € C[a, b], akkor van olyan a € [a,b], és B € [a,b], amelyekre
teljestl, hogy f(a) < f(x) < f(f) minden x € [a, b]-re. Mds széval, egy korldtos, zart
intervallumban folytonos fliggvénynek mindig van abszoliut maximum- és abszolut

minimumbhelye.

2.6. Kozépértéktételek

A differencidlszamitas tételei kozil a kovetkez6 harom (Rolle-tétele, Lagrange-
kdzépértéktétel és Cauchy-kdzépértéktétel) a leggyakrabban hasznalt. Altaldban valamelyik

tételt alkalmazzuk, ha a fliggvény és derivaltjai kozotti kapcsolatot keressiik.

12



Rolle-tétel: Tegyik fel, hogy az f fuggvény folytonos [a, b]-ben és differencialhaté (a, b)-
ben. Ha f(a) = f(b), akkor létezik olyan ¢ € (a, b), amelyre f'(c) = 0.

A Lagrange-kozépértéktétel a fent emlitett Rolle-tétel altalanositasa, és a kdvetkez6t mondja

ki.

Lagrange-k6zépértéktétel: Ha az f folytonos [a, b]-ben és differencidlhatd (a, b)-ben, akkor

létezik olyan ¢ € (a, b), amelyre

, f(b) — f(a)
f1(e) = ———
teljesdl.
A tétel allitasat a kovetkezs dbra szemlélteti:
Ay
|
7 e
| I
[ | |
| | | .
-
a c b X

3. dbra Lagrange-k&zépértakiatel

A Lagrange-kozépértéktétel szemléletes jelentése a kovetkezd: ha az f fliggvény folytonos
[a, b]-ben és differencidlhatdé (a, b)-ben, akkor f grafikonjanak létezik olyan pontja,
amelyben az érint6 parhuzamos a h, ;, harral.

Az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokon atmend hdr egyenesének egyenlete

b) —
ha) =L@ 0y 4 pe

13



A kovetkez6kben a Cauchy-kozépértéktétellel ismerkediink meg:
Ha az f és g fuggvények folytonosak [a, b]-ben, differencidlhaték (a,b)-ben, és
x € (a,b) esetén g'(x) # 0, akkor létezik olyan ¢ € (a, b), amelyre

f'©) _ fb) —f(a)
g'(cy gb)—g(a)

2.7. Kétvaltozos fliggvények differencialdsa

2.7.1. Legfontosabb tételek, definiciok

Legyen f egy kétvaltozos fuggvény, (a, b) pedig értelmezési tartomanyanak egy belsé pontja.
Ha az

fi(x) = f(x,b), (x,b) € Dy
illetve ) = f(ay), (a,y) € Df
egyvaltozds fliggvénynek az g, illetve b pontban differencidlhatok, akkor azt mondjuk, hogy
az faz (a, b) pontban x (els6 véltozd) szerint, illetve y (masodik valtozd) szerint parcidlisan

differencialhatd, és parcidlis differencidlhdnyadosai az (a, b) pontban:
fi(a), illetve £, (b).
A fent emlitett bels6 pontot az a kovetkez6képpen definialjuk.

Definicié: Az u € R? pont kériili v > 0 sugar nyilt gémb: B(u, ) == {x € R%:d(u,x) < r}.

Definicié: Legyen H € R?,u € R%. Az u pont belsé pontja H-nak, ha létezik r > 0, hogy

B(u,r) c H. H bels6 pontjait jel6lje int H.

14



Az egyvaltozds flggvényekhez hasonléan a kovetkezGkben definidljuk a kétvaltozds

fliggvények parcialis derivaltfliggvényének fogalmat.

Definicio: Tegyik fel, hogy az f kétvaltozos fliggvény az A Dy halmaz minden pontjaban
parcidlisan differencialhatd az x (els6é valtozd) szerint. Azt a fliggvényt, amely az A halmaz
minden pontjahoz hozzarendeli az f fliggvény x szerinti parcialis differencidlhanyadosat, az f

fliggvény x szerinti parcialis derivaltfliggvényének nevezzik.
Hasonldan definidlhaté az y szerinti parcidlis derivaltfiiggvény is.

A parcialis derivaltfiggvények jeldlése:

/ of . ’ af
0+f, fx vagy Fw illetve 0,f,f, vagy F

A kovetkez6kben definidljuk mikor differencidlhaté az f fuggvény az (a, b) pontban, valamint

kimondjuk az ezzel kapcsolatos tételeket.

Definicié: Legyen f:R? > R flggvény, (a,b) € int D(f). Azt mondjuk, hogy az f
differencidlhaté az (a, b) pontban, ha létezik olyan £ = £, p): R? > R linearis fiiggvény,
melyre

f(x,y)—f(a,b) —£(x—a,y—b)
im =
(x,y)-(a,b) |(x —a,y — b)|

0.

Tétel: Ha f differencidlhato (a, b)-ben, akkor f-nek léteznek parcidlis derivaltjai (a, b)-ben, és
az el6z6 definicioban

(x,y) = fy(a,b) - x + fy(a,b) - y.
Definicié: Ha f differencidlhaté (a,b)-ben, akkor az V(a,b):= (fi(a,b),f,(a,b)) € R?

vektort a fliggvény (a, b)-beli derivaltvektoranak vagy gradiensének nevezzik.

Jele: Vf(a, b)

15



Tétel: Legyen f:R* = R, (a,b) € int D(f)., és tegyik fel, hogy az fy és az f, parciélis
derivaltfliggvények léteznek az (a,b) pont egy kornyezetében és folytonosak (a, b)-ben.

Ekkor f differencialhaté (a, b)-ben.

Példa kétvaltozds fliggvény parcialis derivaltjaira:

Legyen f(x,y) =x%+xy?% (x,y) € R? Ennek a kétvaltozds fiiggvénynek két
parcidlis derivaltja van. Az x szerinti parcialis derivalt meghatarozasanal az y-t, az y szerintinél
pedig az x-et tekintjik konstansnak. A parcidlis derivaltak ezek utdn a kévetkez6k:

fi(x,y) =2x+y?% Dy =R?

fy’(x;)/) = ZxYI Df; = Rz'

Definicié: Az f:R? - R masodrend(i vagy masodik parcidlis derivaltjait az elsé, illetve a
masodik parcialis derivaltfliggvények tovabbi parcialis derivaltjaibol nyerjik:

fex = Dl foy = Dy fox = Bk oy = (£

Az aldbbiakban megfogalmazzuk a Young-tételt, mely kimondja, hogy egy f fliggvény vegyes

masodrend( parcidlis derivaltjai bizonyos feltételek mellett azonosak.

Young-tétel: Tegylk fel, hogy az f kétvaltozds fuggvény masodrend( parcidlis derivaltjai
léteznek az (a, b) pont kdrnyezetében és folytonosak (a, b)-ben. Ekkor

fey(a,b) = fyx(a,b).
Definicié: Legyen f differencidlhaté az (a, b) € R? pont egy kérnyezetében. Ha f parcialis
derivaltfiggvényei differencialhatdk az (a, b) pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f kétszer

differencialhaté az (a, b) pontban.

A definiciobdl és fenti tételbdl lathatd, hogy a Young-tétel feltételeibdl kovetkezik f kétszeres

differencialhatdsaga.
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A késbbbiekben sziikségiink lesz a kovetkez6 fogalomra.

Definicié: Az f: R? — R fliggvény folytonosan differencialhaté az a € int D(f) pontban, ha f

differencialhatd az a pont egy kdrnyezetében, és parcialis derivaltjai folytonosak a-ban.

2.7.2. Lokalis tulajdonsagok

Ezek utdn lassuk a parcidlis derivalt és a lokdlis szélsGérték kozotti kapcsolatot, hiszen
nemcsak egyvaltozos fliggvény esetén, hanem tobbvaltozds fliggvény estén is Osszefliggés

mutathatd a derivalt és a lokalis tulajdonsag kozott.

Definicié: Az f:R? -» R fliggvénynek lokalis minimuma, illetve maximuma (lokalis
szélsGértéke) van az (a, b) € int D(f) pontban, ha (a, b)-nek létezik olyan U = B((a, b),r)
kornyezete, hogy

f(x,y) = f(a,b)illetve f(x,y) < f(a,b) V(x,y) €U.
Az f(a,b) € R szam az f lokalis minimuma, illetve maximuma (a, b)-ben.
Ha

f(x,y) > f(a,b)illetve f(x,y) < f(a,b) V(x,y) €U
teljestil, akkor f-nek szigoru lokdlis minimuma, illetve maximuma (szigord lokalis

széls6értéke) van (a, b)-ben.

Tétel: (Lokalis széls6érték sziikséges feltétele) Ha az f: R? — R fliggvénynek az
(a,b) € int D(f) pontban lokalis széls6értéke van, és léteznek a parcidlis derivéltjai (a, b)-
ben, akkor

fx'(a, b) = fy’(a, b) = 0.

A lokalis tulajdonsagokkal kapcsolatban meg kell emlitenink egy fontos tételt, mely a
témakorhoz kapcsolddd feladatok megoldasa soran hasznos lesz szamunkra, hiszen erre
hivatkozva tudjuk, hogy egy kétvaltozds folytonos f figgvénynek mikor van legnagyobb és

legkisebb értéke.
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Weierstrass-tétel: Legyen A c R? korlatos és zart, és legyen f: A —» R folytonos. Ekkor f

korlatos az A halmazon, és az A-n felvett értékei kdzott van legnagyobb és van legkisebb.

A kovetkezbkben a célunk, hogy az egyvaltozos esethez hasonldan elégséges feltételt adjunk
kétszer differencidlhaté fliggvények lokdlis széls6értékének létezésére. Ehhez szlkséges

bevezetniink a kvadratikus alak fogalmat.

Definicid: Legyen g: R? - R polinom. Azt mondjuk, hogy g kvadratikus alak, ha

q(x,y) = c13x%+c1xy + c1Yx + c°

Példa: Kvadratikus alakra: f kétszer differencialhaté (a, b)-ben, g = d?f (a, b)
(@*f(a,b))(x,y) = fux(@,b) - x> + fyu(a,b) - x -y + fiy (@, D) - x -y + fy - ¥2.

Definicié: Egy g:R? - R kvadratikus alak pozitiv, illetve negativ definit, ha minden
(x,y) € R?\ {(0,0)} esetén q(x,y) > 0, illetve q(x,y) < 0. A kvadratikus alakot pozitiv,
illetve negativ szemidefinitnek hivjuk, ha az el6bbiekben egyenlGség is meg van engedve.

Egy g: R? - R kvadratikus alak indefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Egy q kvadratikus alak definitsége a q(x,y) = c11x2+cy1xy + c12¥x + ¢, V% egyenletben
szerepl6 egyltthatokbdl képzett
__ (€11 €21
¢= (C12 sz)
matrix definitségével egyezik meg. Ha det C > 0 és ¢;; > 0, akkor C pozitiv definit, ha

det C > 0 és cq; < 0, akkor C negativ definit. A c;; = ¢ (szimmetrikus matrix) esetben, ha

det C = 0, akkor C (pozitiv vagy negativ) szemidefinit, ha det C < 0, akkor C indefinit.
A kovetkezd tétel arrdl szol, hogy ha egy fluggvény kétszer differencidlhaté (a, b)-ben, akkor

a d?f(a,b) kvadratikus alak definitsége hasonlé szerepet jatszik a lokdlis szélsGérték

|étezésében, mint egyvaltozds fliggvények esetén az adott pontbeli masodik derivalt elGjele.
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Tétel: (Lokalis széls6érték létezése) Legyen f: R? — R kétszer differencialhaté az
(a,b) € int D(f) pontban, és tegyiik fel, hogy f;(a,b) = f,(a,b) = 0.
1. Ha f-nek (a,b)-ben lokalis minimuma, illetve maximuma van, akkor a d?f(a,b)
kvadratikus alak pozitiv, illetve negativ szemidefinit.
2. Ha a d?f(a,b) kvadratikus alak pozitiv, illetve negativ definit, akkor f-nek (szigoru)

lokalis minimuma, illetve maximuma van (a, b)-ben.

A kovetkez6kben ismertetjik a Lagrange multiplikator médszert, melyet szintén szélsGérték
keresésnél alkalmazunk, de el6tte definidljuk a mddszerben haszndlatos feltételes

szélsGértéket.

Definicid: Legyenek g1, gz, -, 9q: R? - R fliggvények, tovabba

H:={x e R?|g;(x) =0,..,g,(x) = O},
Azt mondjuk, hogy az f fluggveénynek g, =0,..,g, =0 feltétel mellett feltételes
széls6értéke van az a € H pontban, ha az a pontban az f|y fliggvénynek lokalis széls6értéke

van.
Lagrange multiplikator médszer: Ha f, g: G — R folytonosan differencialhaté fliggvények és
az (xq,¥0) € G pontban az f-nek a g(x,y) = k feltétel mellett szélsGértéke van, akkor vagy

Vg(xo,y0) = 0,vagy 31 € Ramelyre Vf (xq, yo) = AVg(xo, Vo).

2.7.3. Implicit figgvény

Ezek utan ismerkedjink meg az implicit fliggvénnyel.

Probléma: Az f(x,y) = 0 alakt 6sszefliggésbdl kifejezhetS-e az y az x segitségével? Vagyis

van-e olyan ¢ fiiggvény, hogy f(x, (x)) = 0 Vx € D(¢)?
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Tétel: (Egyvaltozds implicitfiiggvény-tétel) Legyen f: R? — R, és tegyiik fel, hogy
f(a,b) =0, (a,b) € D(f). Tegylk fel, hogy f folytonos az (a, b) pont egy kdrnyezetében és
3f, # 0 ebben a kérnyezetben. Ekkor |étezik a-nak, illetve b-nek olyan K(a) c R, illetve
K(b) c R kornyezete, hogy

1. Mindenx € K(a) esetén 3! p(x) € K(b), melyre

f(x, (x)) = 0.
2. A@:K(a) —» K(b) fuggvény folytonos K(a)-n, ¢(a) = b.
3. Ha f folytonosan differencidlhaté (a,b)-ben, akkor ¢ differencidlhaté is az a

pontban, és

oy fi(ab)
@'(a) = @by

A kovetkez6 példdban szemléletes magyarazatot adunk az implicitfliggvény-tétel

feltételeinek szilkségérél, az x? + y2 = 1 egyenlet megoldasaval.

Példa: Az f(x,y) =x*+y?—1 figgvény mindenitt folytonos és mindendtt
differencialhato.

Ha a?+b?=1 és —1<a<1, akkor f,(a,b)=2b+0, tehdt az egyvaltozds
implicitfiggvény-tétel feltételei teljesiilnek. Ennek megfelel6en van olyan, az a pont egy
kdrnyezetében folytonos ¢ fiiggvény, amelyre @(a) =b és x%+ @(x)?—1=0.
Nevezetesen, ha b > 0, akkor ilyen a ¢ (x) = V1 — x2 fiiggvény a (—1,1) intervallumban, ha
pedig b < 0, akkor a ¢ (x) = —V1 — x2 fiiggvény elégiti ki a feltételeket (—1,1)-ben.

Ha viszont a = 1, akkor a semmilyen koérnyezetében nem létezik ilyen fliggvény, hiszen
x > 1 esetén x? + y2 — 1 > 0 minden y-ra. Az egyvéltozds implicitfiiggvény-tétel feltételei
persze itt nem is teljestilnek, hiszen a = 1 esetén b = 0 és f;(1,0) = 0. Ugyanez a helyzet az

a = —1 pontban.
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3. Alkalmazasok, példak

3.1.

Ebben a feladatban példat adunk arra, hogy ha nem folytonosak a fliggvények

masodrend( parcialis derivaltjai, akkor nem feltétlenil teljesiil a Young-tétel (Iasd 16. oldal).

Feladat: Igazoljuk, hogy az

x2 _yz
5 h ) 0,0
fooy) =1 V3T gy a (x,y) # (0,0)

0, ha (x,y) = (0,0)

(x,y) € R?

fliggvény esetében

fiy(0,0) # £,,(0,0).

Megoldas:
Az £,/(0,0), illetve £;(0,0) értékeit az aldbbi médon hatdrozhatjuk meg:
(02-0

- x-0 -0
fx’(oxo) = lirnx—>0 f(x'O)xf(O,O) = limx—>0 —{ (x)2+0} - = (.

X

_ 2
0 @)}_0

4 ] (0! )_ 0,0 . 'y‘ 7
fy (010) = hmy_,ofny() — hmy—>0 {%

=0.

Az f fliggvény x illetve y szerinti parcialis derivaltja a kovetkez§ alaku:

x*-y? 4xy?
fly) =1 vwr T Y G ha (x,y) # (0,0)
0, ha (x,y) = (0,0),

x*-y? 4xy?
fy’(x’ y) = xx2+y2 — Xy (x2+y2)2 ) ha (x’ y) * (0’0)
0, ha (x,y) = (0,0).

Azt, hogy f, fy, f, az origéban folytonos, egyszer(ien igazolhatjuk polarkoordinatakra vald
attéréssel.
Legyen
X% +y? =12,
x=rcosep, r—>0

y=rsing, r—0.
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.. ;o x2—y? 4xy? .. , , S , ey
Vegylk az f,, = yszryZ + xym figgvényt, és helyettesitsik be a polarkoordinatakat,
igy a kovetkez6t kapjuk:

x? —y? 4xy? . 1?(cos*@ —sin*p) ., 4r3cos@sin?
y =rsing + resingcose =

1y Y Gy = r
= r(sinpcos2¢ + cos?@sin3p)

Utolsé Iépésként beldtjuk, hogy lim,_q r(singcos2¢ + cos?@sin3@) = 0, mivel r —» 0 és

(sinpcos2¢ + cos?@sin3p) korlatos, ugyanis —2 < (sin@cos2¢ + cos?@sin3¢) < 2.

Tehat a hatarérték valdban nulla, igy £, folytonos az origéban.

Az f-rél és az f,-rél hasonlé médon beldthatd, hogy folytonos az origéban.

Végiil meghatdrozzuk az f;,,(0,0), illetve f,,,(0,0) értékét:

A definicio szerint:

-2 )
SONFO0) _ 1o biarolo _ _1
y I y -

(x0)2-0
[E0-00) _ . oo _ 1
- x—0 -
X

fey(0,0) = lim,_,

f52(0,0) = lim,_,

A vegyes masodrend( parcidlisok értékei tehat az origdban kiilonboz6ek. Ennek oka az, hogy

a masodik parcialis derivaltak nem folytonosak az origdéban, ugyanis

(x2-3y2)(x2+y?)-2y(x2y-y3) | 12xy?(x2+y?)-16x2y*
fry (. y) = 24y s ha () # (0,0)

-1, ha (x,y) = (0,0).
Itt is a poolarkoordinatdkra attérve: a szamlalé megjeldlt tagja r°szerint, a nevezd r®szerint
tart nullahoz, igy f;, nem korlatos.
A szamlalé megjeldlt tagja a 12xy?(x? + y?), ezen kiviil az 6sszes tobbi tag r°szerint tart a
nulldhoz.

Az f,,,-r6l hasonldan lathaté, hogy nem korlétos a (0,0)-ban.
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3.2.

A kovetkezGkben példat latunk arra, hogy a differencialszamitas hogyan alkalmazhaté

a fizika teriletén.

Feladat: Hatdrozzuk meg soros, illetve parhuzamos kapcsolasok esetén az eredé ellenallas
relativ hibajat!
Ha az ellendllasok névleges értékei:
R, = 150Q, R, = 5001).
Mindkét érték 2% pontossagu, azaz

AR, = 3Q, AR, = 10Q.

A feladat megolddsa el6tt nézzik a fizikai hatteret:

Az elektromos ellenadllas (jele: R, mértékegysége: Q) az anyag azon tulajdonsaga, hogy az
aram folyasat gatolja. Az egyenaramu ellenallas azért keletkezik, mert a t6ltést hordozd
részecskék Gtkoznek az adott anyag atomjaival.

Az Ohm-torvény hasznalataval:
U e s . .
R = - ahol U az elektromos fesziiltség, az | az elektromos aram jele.

Eredd ellendllds: Ellendlldsok kapcsolasa esetén a rendszer eredd ellenalldsa a kapcsolat
madjardl figg:
- Soros kapcsolas:
Soros kapcsolas esetén az eredd ellendllds az egyes ellenallasok 6sszege. Azaz
R =R, + Ry+...+R,
- Parhuzamos kapcsolas:
Parhuzamos kapcsolds esetén az ered6 ellendllds reciproka az egyes ellendlldsok

reciprokainak az 6sszege. Azaz

A feladat megoldasahoz sziikséges definicié a kbvetkezd:

Definicié: Ha f differencidlhaté az (x, y) helyen, akkor abszolit hibdja:

Af = |f{ (6, y)Ax| + |£, (x, ) Ay].
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Elnevezések:

Af abszolut hiba,

A P
f # 0 esetén 7f relativ hiba,

Af—f - 100 szazalékos hiba.

Megoldas:

a, Soros kapcsolas esetén a névleges érték:
R, = Ry + R, = 650Q.

Mivel 6sszeg hibaja a tagok hibainak 6sszegével egyenld, igy:

AR, = 130,
a relativ hiba pedig:
R
= 0,02Q,
Rs

tehat az eredd ellenallas ugyancsak 2% pontossagu.

b, Parhuzamos kapcsolas esetén:

R, = RiRe _ 115,40
P R,+R, P
AR, = |f#, (Ry, R2)ARy | + |fz, (R1, R2)AR,| =
R, (R, +R,) — R,R R,(R, +R,) — R,R
— 2(1 2) 12AR1+ 1(1 2) 12AR2,
(R1 + Ry)? (R1 + Ry)?
rendezve:
R2AR; + R?AR,
AR, = = 2,3Q.
P (R1 + Ry)?
A relativ hiba
AR,
—2=0,020,
RP

tehat az eredé ellendlldas most is 2% pontossagu. Lassuk be altalanosan is, hogy ez nem

véletlenil egyezik meg az 6sszetevSk pontossagaval!
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Alakitsuk at a AR,-re kapott alakot!

A  R3ORy+ REAR, _ RgRlAR—Iil + RfRzAR—iZ_
P (Ry + Ry)? (R1 + Ry)? ’
ha
ARy _ AR,
Ry Ry’

tehat R, és R, azonos pontossagu, akkor e kdzos tényez6t kiemelve:

_ ARy R,Ry(R;+Ry) AR,

ARy Ry (R, +R)?> RV
igy
AR, AR
R, Ry

Azonos pontossagl elemekbdl tehat soros, illetve parhuzamos kapcsoldsokkal ugyanakkora

pontossagu ereddt kapunk.

3.3.

Az aldbbiakban példat mutatunk az implicitfliggvény-tétel alkalmazasara.

Feladat: Hatarozzuk meg, mely pontokban nulla az
flx,y)=x3+y3—3axy =0

egyenlettel definialt y fliggvény derivaltja!

Megoldas:
A feladatban
fOo,y) =x° +y° = 3axy (x,y) € R*\ {(0,0)},
E] = 3x* — 3ay,
Fy = 3y? — 3ax.

Az implicit figgvény-tételt (lasd 20. oldal) hasznalva:

fi  3x*-3ay x*—ay ay-—x’

y'(x) =— y? # ax.

jTy’__3y2—3ax_ y2 —ax y?—ax
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2
Hay' = 0, akkor ay — x? = 0, tehdty = % Ezt az értéket az eredeti egyenletbe
helyettesitve:

5 x® x?
X +—3—3ax—=0,
a a

x3
x3<1 +—3—3> =0,
a

vagyis

amely egyenlet gyokei:

x, =0,
x, = aV2.
Az x; = 0 esetben: y; = 0, igy f, = 0, tehat y'(0) a fenti képlet alapjan nem értelmezheté.
Az
x, = a2 esetében Y, = aV4
és

y2 # ax,, igy e helyen valdban értelmezhetd y' és y'(x,) = 0.

Az abran abrézoljuk az f (x,y) = 0 nivéhalmazt, ahol az a = 2.

4. abra
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Az utolsé két feladatban kétvaltozos szélsGértékkeresésre mutatunk példakat.

3.4.

Feladat: Hatdrozzuk meg a

z=4—x?—2y?

(x,y) € R?

egyenletd felulet z > 0 része és az xy sik altal hatarolt térrészbe irhaté maximalis térfogatu

téglatest oldalait, ha a téglatest lapjai a koordinatasikokkal parhuzamosak!

Megoldas:

rd

4
1 e
T
| A\
| A

-'-"'_'_'--_""-l-. B
- ! !
”~ [ I ~
Fa L . i .z LY -~
et e ame o
X - 2x
__,-" G z’/-
.-/ -
o - g 2y
é--—i- - —-—— -—-_q‘/ — e T o -
|2y
5. dbra
a, Az abrabdl lathatdan
V = 4xyz,
ahol, mivel a P pont a fellileten van
z=4—x?-2y>

Tehat a

V =4xy(4 — x? — 2y?) = 16xy — 4x3y — 8xy53,
Dy ={(x,y) ER?|x,y = 0,x* + y*> < 4}
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kétvaltozods fliggvény abszolut szélsGértékét keressiik. Mivel a fliggvény értéke a hatarokon
mindentt nulla, belll pozitiv, ezért a maximumhely csak lokalis széls6értékhely lehet.
Az els6rend(i parcialis derivaltak:
V) =16y — 12x%y — 8y3 = 4y(4 — 3x? — 2y?),
V) = 16x — 4x> — 24xy* = 4x(4 — x* — 6y?).
Mivel x =0, illetve y =0 esetén a térfogat nem lehet maximalis, igy a lehetséges
szélsGértékhelyeket az alabbi egyenletrendszer szolgaltatja:
3x2 +2y% =4,
x? +6y% =4,

amelynek megoldasa (csak a pozitiv értékek figyelembevételével):

x=1y= g; tehat z = 2. igy a téglatest oldalai: 2,v/2, 2.

Mivel egy korlatos, zart tartomdanyon folytonos fliggvény itt felveszi legnagyobb értékét (a
Weierstrass-tételbdl kovetkezik, 1asd: 18. oldal), s a tartomany hatarain f(x,y) = 0, biztos,
hogy e pont valoban maximumhely. Azt, hogy tényleg a maximalis térfogatu téglatest adatait

hataroztuk meg, az elégséges feltétel vizsgalataval is belathatjuk:

N2
Vi (1,—) = —24xy = —12V/2 < 0,

N2
Vey (17> =16 — 12x? — 24y? = —8.
A determinans
|_12‘/E —8 | —512>0,
-8 242

tehat van szélsGérték, és az maximum, mert V., e helyen negativ, —12v/2.
b, Oldjuk meg a feladatot feltételes széls6értékfeladatként!
Keressiik a
V = 4xyz (x,y,z) € R*3
fliggvény maximumat azzal a feltétellel, hogy a P(x,y,z) pont az x> + 2y +z—4=0
felliileten van.

Ag(x,y,z) =x*+2y%+z— 4 éslegyen f(x,y,z) = 4xyz.
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ElGszor vesszik az g fliggvény, majd az f fliggvény Osszes valtozé szerinti parcialis

derivaltjat:

9x(x,y,2) = 2x,
gy(x,y,2) = 4y,
9:(x,y,2) =1,

ezekbdl megkapjuk,hogy a Vg = (2x, 4y, 1).
fi(x,y,2) = 4yz,
fy(x,y,2) = 4xz,
f2(x,y,z) = 4xy,
ebbdl kovetkezik, hogy Vf = (4yz, 4xz, 4xy).
A Lagrange multiplikator modszert (lasd 19. oldal) alkalmazva:

AVg = Vf, azaz A(2x,4y,1) = (4yz, 4xz, 4xy).

A2x = 4yz
Harom egyenletet kapunk: {14y = 4xz
A =4xy

A hdrom egyenletet atrendezzik ugy, hogy a baloldalon csak a A maradjon és ebbdl

kovetkezik, hogy
bz 22 4xy,
2x 4y
majd koz6s nevezbre hozzuk ket és beszorzunk a kapott nevezével, igy
16y%z = 8x%z = 4x?%y?,
az egyenletet elosztjuk 4-el,
4y?z = 2x%z = 4x?%y?.
Ebbdl:
- 2y%z = 4x?y?, mindkét oldalt osztva 2y2-tel megkapjuk, hogy z = 2x2.
- x%z = 4x?y?, mindkét oldalt x2-tel elosztjuk,igy az eredmény z = 4y2.
Tehat a megoldas a kovetkez8: 2x? = 4y? = z.

A kapott eredményt behelyettesitjik az g(x,y,z) = x? + 2y? + z — 4 = 0 feltételbe és igy

megkapjuk, hogy z = 2,tehatx = 1ésy = g, ami megfelel el6z6 eredménylinknek.
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3.5.

Feladat: Hatarozzuk meg az

f:6y) — (x* — 6x)(y* — 4y) (x,y) € R?
flggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x = 0,y = 0,x + y = 6 egyenesekkel hatarolt

zart tartomanyban!

Megoldas:

P(3:2)

6. ahra

Korlatos, zart tartomanyrél van szo, ezért f itt biztosan felveszi legkisebb, illetve
legnagyobb értékeit (a Weierstrass-tételbél kovetkezik, l1asd: 18. oldal).
Az els6 rendd parcidlisok:
fi (e y) = (2x - 6)(y* — 4y),
fy(xy) = (x* — 6x)(2y — 4).
Lokalis szélsGérték csak azokban a pontokban lehet, amelyekre:
2x-6)y(y-4 =0
és
x(x—6)2y—4) =0.
Az els6 egyenletbdl x = 3 vagy y = 0, illetve y = 4; hasonléan a masodikbdl y = 2 vagy
x = 0, illetve x = 6. Ennek megfelelGen a lehetséges lokalis szélsGértékhelyek:

P1(3,2); PZ(OJO); P3 (0)4)P P4(6,0); P5(6,4)
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A masodik parcialis derivaltak:

fx (6, ¥) = 200% = 4y), fiy(x,y) = 2(x% = 6%), fr(x,y) = 2x = 6)(2y — 4).

A P; pontban a determinans:

| 08 —28' >0,
tehat van lokalis szélséértéke, s mivel f,,(P;) < 0, igy ez lokalis maximum.
E pont a tartomany belsejében van, és itt
f(3,2) = 36.

A tobbi pontrél pedig tudjuk, hogy a P,(0,0); P;(0,4); P,(6,0) pontok tartomany hatérain
vannak, a P;(6,4) pont pedig kivil esik a tartomanyon.
Vizsgaljuk meg az f viselkedését a tartomany hatarain!

Ha x = 0,vagy y = 0, akkor f = 0.

Hax+y=6azazx =6—,
akkor a fuggvény

fO)=02-60*—4y)  ye[06]
Keressiik ezen egyvaltozds fliggvény szélsGértékhelyeit.y = 0, illetve 6 esetén a
figgvényérték zérus, igy csak belsé pontban lehet széls6érték. A fliggvény derivaltja:
ffO=Qy-60?-4)+*-6y)2y - 4.

A derivalt zérushelyei:

=0 = 2(54V) ys= (V)

Mivel x = 6 — y, igy
3 3
X, =6; x =Z(3—\/§; X3 =Z(3+\/§).
f helyettesitési értékei e pontokban:

f(@) =0,
f(Q2) = —2543,
f(Q3) = 33,08.
A flggvény tehat adott tartomdnybeli legnagyobb értékét a tartomany belsejében, a P(3,2)

pontban; legkisebb értékét a tartomany hatdran a Q, (% (5 + \/5),%(3 - \/§)>

pontban veszi fel.
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