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Arthur Cayley



1. fejezet

Bevezetés

Jelen dolgozat téméjaul az opcidok arazasanak probléméjat valasztottam, mely
egy rendkiviil Gsszetett és méig aktualis matematikai és kozgazdasagtani kérdés. Az
opciok arazasara vonatkozo modellek akkor keriiltek az érdeklédés kozéppontjaba,
amikor felismerték, hogy a kiilonboz6 értékpapirok arfolyamainak mozgasat jol le
lehet irni egy sztochasztikus folyamattal. Innen pedig egyenes ut vezetett a tGzsde
valamint a kiilonb6z6 értékpapirok és szarmazékaik arfolyamainak matematikai mo-

dellezéséhez.

Dolgozatomban az opci6 arazasara vonatkozé modellek koziil a binominélis mo-
dell, valamint a Black-Scholes modell elemzését végezem el. Kiindulasként a masodik
fejezetben meghatarozom az opcid, valamint fajtai, az eladési és a vételi opcio fogal-
mat, mivel ezek definidlédsa a tovabbi fejezetek targyalasdhoz sziikséges. A harmadik
fejezetben az opcidk arazaséaval foglalkozom, amely arra a kérdésre ad valaszt, hogy
mekkora értéket rendeljiink az opcidhoz egy adott pillanatban. A negyedik fejezet-
ben targyalom a binomindlis modellt, ami egy olyan fa, amely egy szarmaztatott
termék futamideje alatt az alaptermék arfolyama altal kovethetd lehetséges utakat
jeleniti meg. Ezt tobbperiédust fakon keresztiil mutatom be, ahol a termékek kifi-
zetése nem csak kettd, hanem tetszGlegesen sok értéket felvehet, attol fliggéen, hogy
mekkora idintervallumot vizsgalunk. Az 6t6dik fejezetben az opcidarazas egy mésik
modszerének, a Black- Scholes modellnek az elemzését végzem el, amely sziikségessé
teszi a sztochasztikus modszerek rovid ismertetését is. A Black-Scholes modell jelen-
t6sége abban all, hogy leegyszeriisitette az opcidarazas probléméajat. A formula 6t

paraméter megadaséaval képes meghatarozni az opcio értékét (jelenlegi részvényéar-



folyam, kotési arfolyam, szamitott hozam éves szorasa, lejaratig hatralévs ids, éves

kamatlab). A képletet nap mint nap hasznéljak az opcios t6zsdék tizletkotoi.

Hal4dsan koszonom Sikolya Eszter tandrnének, hogy odaadd, preciz munkajaval,

hasznos tanacsaival hozzajarult a szakdolgozatom elkészitéséhez.



2. fejezet
Opciok

Dolgozatom f6 téméaja az opcidk, elGszor az ezekre vonatkoz6 definiciokat vezet-

ném be.!

2.1. Definicibé. Az opcio eqy olyan jog, amely lehetdséget ad eqy bizonyos cselekvés-
re, a tulajdonos azonban nem koteles €élni a jogdval. Az opcid a latin “optio” szdbol
szarmazik, ami szabad akaratot jelent. Két fajtdja van, a vételi (call option) és az

eladdsi opcid (put option).

Vételi opcidé: Olyan jog, mely lehetévé teszi a tulajdonosanak, hogy az alapter-
méket egy adott id6pontban (lejaratkor) egy adott aron (kotési arfolyamon)

megvasarolja.

2.2. Példa. Az ”A” személy fizet "B’-nek C' = 9 dollar-t, vagyis vaséarol egy
call opcidt, hogy egy bizonyos terméket 17" = 1 év milva, K = 100 dollar-
os arfolyamon megvehessen ”B”-t5l. 7A” akkor fog vésarolni, ha a termék
arfolyama 100 dollar folott lesz, ekkor 6 nyer, ”B” pedig veszit. Ha a termék
ara 100 dollar alatt lesz, akkor ”A” nem fog élni az opcidval. Lathatjuk azt is,

hogy ”B” vagy veszit vagy nem nyer.

Eladasi opcié: Olyan jog, mely arra jogositja fel a tulajdonosat, hogy eladjon egy
terméket egy meghatarozott aron egy meghatarozott idépontban. Ez egyfajta

biztositék, hogy az opcié birtokosa j6 aron el tudja adni a termékét.

LA kovetkezd fejezet az [5] forras felhasznalasa alapjan késziilt.



2.3. Példa. Az ”A” személy fizet "B’-nek P = 6 dollart, hogy egy bizonyos
terméket 7" = 1 év mulva, K = 100 dollar-os arfolyamon eladhasson ”B”-
nek. Ilyen opcidt akkor vesznek igénybe, ha attél lehet tartani, hogy a termék

arfolyama alacsony lesz.

Ezekben az esetekben a meghatarozott idépontot lejdratnak hivjuk (expiration date,
exercise date, maturity), az ligyletben szereplg arfolyamot pedig lehivdsi drfolyam-
nak (exercise vagy strike price) nevezziik.

Az opcié mogottes termékei lehetnek barmilyen termékek, egyedi részvények, rész-
vényindexek, adossagpapirok, devizak, arucikkek, vallalati ktvények, hataridés iigy-
letek, stb.

Minden opciénak két résztvevije van. Az opcié megvasarloja a jogosult, az elado6-
ja a kiir6 vagy kotelezett. Az opci6 birtokosa jogosult az alaptermék megvasarlasara,
vagy eladasara. Az opcio kiiroja koteles az opcids szerz6désnek megfelelGen teljesi-
teni.

Az opcids iigylet egyik szereplGjére azt mondjuk, hogy hosszii pozicioban van (6
vette meg az opciot), méasik szereplGje pedig révid pozicioban van (6 adta el, vagy

irta ki az opciot).
lejaratkor

nyereseq

t
lehivasi ar alaptermek ara
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2.1. 4bra. Hosszu pozicioban allé6 befektets

Az opci6 kiirdja kezdetben pénzt kap, de a késébbiekben potencialis kotelezettsé-

gei lehetnek. Az elad6 nyeresége vagy vesztesége ellentéte annak, amit a vasarlo kap.

Az opciok jellegiik szerint kétfélék lehetnek:

1. Eurdpai opcio: a joggal csak az opcio lejartakor lehet élni. A lejaratkori
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2.2. dbra. Rovid pozicidban 4ll6 befektetd

értéke megegyezik a jegyzési ar és az alaptermék aranak kiilonbségével,

vagy nullaval.

2. Amerikai opcio: a joggal az opcié lejarataig barmikor lehet élni. Az op-
ci6 lejaratkori értéke (lehivas kori értéke) megegyezik a jegyzési ar és az

alaptermék aranak kiilénbségével, vagy nullaval.

Opci6 eladasanal vagy vasarlasanél tisztaban kell lenni azzal, hogy nem az alap-
termékre iranyul az {izletk6tés, hanem a jogra: az alaptermék vasarlasinak vagy
eladasanak jogara.

Az opcids pozicicknak négy lehetséges fajtdja lehet:
1. wételi opcidban hosszi pozicid (long call- LC)
2. eladdsi opcidban hosszi pozicid (long put- LP)
3. wételi opcidban révid pozicid (short call- SC)
4. eladdsi opcidban révid pozicid (short put- SP)

Ha az eur6pai opcids poziciokat lejarati kifizetésiikkel jellemezziik, és K-val jelol-
jiik a kotési arfolyamot, Sp-vel az alaptermék lejarati arfolyaméat, akkor egy eurdpai

vételi opcidban valo hosszt pozicidbol szarmazo kifizetés:
max(Sr — K, 0).

Vagyis az opcié akkor keriil lehivasra, ha Sp > K, és ha S;p < K, akkor nem keriil

lehivésra.



A Kifizetés
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2.3. dbra. Opcids poziciok lehetséges fajtai
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2.4. dbra. Opcids poziciok lehetséges fajtai

Eurépai vételi opcidoban valo révid pozicid esetén a kifizetés:
—maz(Sr — K,0), vagy min(K — Sr,0).
Eurépai eladasi opcioban vald hosszu poziciobol szarmazo kifizetés:
max(K — St,0),
eladasi opcioban valo révid pozicio kifizetése pedig:
—maz(K — Sr,0),vagy min(St — K, 0).

Felmeriil a kérdés, hogy mennyi kifizetést érhetiink el ezeknek az opcids straté-
gidknak, pozicioknak az alkalmazésaval. A valasz attol fiigg hogy milyen moédon
alkalmazzuk 6ket. Lehet kiilonbizeti kereskedési stratégidt kovetni, ebben az eset-
ben két vagy tobb egyforma tipust opcidban vallalunk poziciot. Ennek tipusait csak

felsoroljuk részletesen nem fejtjiik ki:

e Erdésodé kiilonbozeti tigylet,



e Gyengiil§ kiilonbozeti iigylet,
e Pillang6 kiilonbozetek,
e Vizszintes kiilonbozetek,

o Atlos kiilonbozeti iigylet.

A kilonbozeti kereskedési stratégia helyett alkalmazhatunk kombindcidt. Ez egy
olyan opcidkereskedési stratégia, melynek soran egy adott termékre vonatkozo el-
adasi és vételi opcidkban is vallalunk pozicidkat. Legnépszertibb kombinaciok kozé
tartozik a terpesz (straddle). Ebben az tigyletben egy azonos lejarati ideji és kotési
arfolyamu eladéasi és vételi opciot alkalmazunk. Ha a vételi és az eladasi jogot meg-
vasaroljuk, akkor a legkedvezGbb esetet kapjuk, mert abban az esetben is nyeriink,
ha az arfolyam felmegy, de akkor is ha lemegy. Az el6zdekben emlitett két példa
jeloléseivel C' = 9 dollar, P = 6 dollar, ez &sszesen 15 dollar. Akkor fogunk nyerni,
ha az arfolyam 115 dollar {616tt lesz, vagy 85 dollar alatt.

\ Terpesz

N

|

I

!
8 qpp 115

kifizetés

Lejdratkori &rf.

2.5. abra. Terpesz

Ezzel a pozicioval arra tesziink fogadast, hogy az arfolyam valtozni fog — vagy fel-
megy vagy lemegy —, a lényeg, hogy ne maradjon 100 dollar. Ténylegesen viszont
csak akkor nyeriink, ha az arfolyam 85 dollar ala vagy 115 dollar f6lé emelkedik. A
mésik fél épp az ellenkezGjére fogad: 6 azt szeretné, ha az arfolyam nem valtozna.
Neki az lenne a legjobb, ha az arfolyam 85 dollar és 115 dollar kéz6tt maradna. A
legjobb helyzetbe akkor keriilne ha az arfolyam 100 dollar maradna.

Az el6bbiekben emlitett terpesz kombinacio tovabb is fejleszthetd.
e Bal terpesz (strip): ez egy olyan kombinéacio, mely egy vételi opcioban és
két eladéasi opcioban valé hosszii poziciobol all, a kotési arfolyam és a lejarat

azonos.



e Jobb terpesz (strap): ez egy olyan kombinaci6, mely két vételi opciéban és
egy eladasi opcidban valé hosszii poziciobol all, a kotési arfolyam és a lejarat

az0onos.

e Széles terpesz (strangle): ez egy olyan kombinécid, ahol a befektetd vesz egy

azonos lejarati idejt, de eltérd kotési arfolyami vételi és eladasi opcidt.

A fenti poziciok nyereségfiiggvényeit a kovetkezé dbra mutatja:

kifizetés kifizetés kifizetés
b / \ /
* i \ i
A / \ /
"\ K K o ‘(1 K;,

\/ . V st --\\“-~/ s

bal terpesz jobb terpesz

széles terpesz

2.6. abra. Bal, jobb és széles terpesz

Opcidk ma mar szdmos t6zsdén forognak vildgszerte, de nagy mennyiségi opciod
cserél gazdat t6zsdén kiviil is, piacokon, bankokon, és mas pénziigyi intézményeken
keresztiil.

A t6zsdéken forgalomba hozott opcidk szabvanyositva vannak. A tézsdék a piaci sze-
repl6k igényeinek szem elGtt tartasaval, a piac likviditasdnak biztositasa érdekében
meghatéarozzak az egyes opcids paramétereket: azok tipusat (vételi, eladasi), jellegét
(amerikai vagy europai), a lejaratokat, a kotésegységeket, a lehivési arak lehetséges

értékét és a teljesités modjat.
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3. fejezet
Opcidk arazasa

L' Az razas probléméja abbol 4ll, hogy mekkora értéket rendeljiink az opcidhoz
egy adott pillanatban. A vev6 kockdzatmentes profitra tehet szert, ha nem fizet
"belépési dijat” azért, hogy a lejart napjan az opciét kedvezGen lehivhassa. Ha ez a
dij tal magas, és a termék arfolyama kozel marad a kotési arfolyamhoz, akkor senki
se venné meg az opcidt ezen az aron.

Ha a lehetséges kereskedési id6pontok halmazat T-vel jeloljiik (T = {0,1,2..,T}),

akkor egy (S;)ier arfolyamattal rendelkezd részvényre szolo eurdpai opcié vevGje a
Cy = max(S; — K, 0)

kifizetésben részesedhet a ¢ id6pontban. A vevd akkor fogja csak lehivni az opciot,
ha Sr > K.

Ha az opcio arat C, al jeloljiik, abrazolhatjuk az opcié vevGjének és kiirojanak
nyereség-veszteségfiiggvényét. Tegyiik fel, hogy a kockdzatmentes kamatlab 0, a
pénz értéke konstans marad. Az opcié dranak megéllapitasdhoz elGszor a mél-
tanyos arat kell meghatarozni, amibe mindkét fél beleegyezik. Ezt az arat ugy
kapjuk meg, hogy azon portfolié pillanatnyi arat hatarozzuk meg, amely pontosan
ugyanazt a jovedelmet adja a 7" id6pontban, mint az opcio.

Ez az ar csak a kifronak méltanyos, az a legkisebb 6sszeg, amely egy olyan részvény-
bl és kockazatmentes kotvénybdl (vagy bankbetéthol) allo portfolio elgallitasahoz
sziikséges, amely lehet6vé teszi, hogy az opcid értékét reprodukélja 7" idGpontokban.
Masrészt a vevd fedezni akarja minden potencidlis veszteségét gy, hogy az opcid

aranak megfelel6 6sszeget kolcsonvesz és azt befekteti a piacon.

'Ez a fejezet az [5] forras alapjan késziilt.
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4 Kifizetés 4 Kifizetés

7 vevé lehive
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3.1. abra. Vevs nyereség- illetve veszteségfiiggvénye
Kifizetés

'y Kifizetés 4

Y ] ..
vivh lehive

o Co

Co Vs

3.2. 4dbra. Kiiré nyereség- illetve veszteségfiiggvénye

A kovetkezGekben kizérjuk az arbitrazs lehetGségét, azaz egyetlen befekteté sem
képes kockdzatmentes profitot realizdlni. Ez a feltételezés alapvets az opcidarazas
elméletében, mert masképp nem 4llhat fenn a piaci egyensuly.

Legyen C; (ill. P;) az (S;) részvényre sz616 eurdpai call (ill. put) opcio értéke a ¢
id6pontban. A kockdzatmentes kamatlab 0. Jelolje

x, haxz >0,

T =

0, haz<O0.

Ekkor az eurdpai call opcio kifizetése (St — K)™, a megfelel§ put opcioe (K — Sy)*.
A definiciobol nyilvanvald, hogy a T id6pontbeli lejaratkor:

CT—PT:(ST—K)+—(K—ST)+:ST—K.

12



Ahhoz, hogy arbitrazs ne keletkezzen, a call és put araknak minden ¢t = 0,1,..,T

idépontban ki kell elégiteniiik az aldbbi Gsszefiiggést:
Ct — Pt — St - K

Vegyiink a t € T id6pontban egy részvényt Si-ért, egy put opciot Pi-ért és adjunk
el egy azonos K kétési arfolyamu és T lejarata call opciot Cip-ért. A tranzakcidk
egyenlege Cy — P, — .S,.
A T id6pontbeli lejaratkor ha Sr > K, akkor a callt lehivjak, ez K 0Osszegi kész-
pénzbevételt eredményez. A put opciét viszont nem fogjuk lehivni, mert akkor
kevesebbért adnank el, mint amennyit ténylegesen ér.
Ha S; < K, akkor lehivjuk a putot, ilyenkor kapunk a részvényiinkért K dollart.
A vev6 nem hivja le a callt, mert nem érné meg. Ebbdl latjuk, hogy egy put opcio
vételével és egy call eladasaval a T" id6pontban K Gsszegii kockazatmentes profithoz
jutottunk:

Pr+Sr—Cr=K.

Az opci6 értékének meghatarozasara két fajta modellt szoktak alkalmazni. Az egyik
csoportba tartoznak a binomidlis és binomiélishoz hasonlé modellek, a masikba pe-
dig az olyan modellek, melyek soran el6re meghatarozzak, hogy a részvényarfolyam
milyen sztochasztikus folyamatot kévessen.

A kovetkez§ fejezetekben ezen modelleket szeretném bemutatni.

13



4. fejezet
Binomialis modell

Az aldbbiakban az opcidk arazasanak egyik népszerd modszerével, a binomidlis
faval foglalkozunk. Ez egy olyan fa, mely a szarmaztatott termék futamideje alatt az
alaptermék arfolyama altal kovethets lehetséges utakat jeleniti meg. Ezt a témakort

az |1] forras masodik fejezete alapjan mutatjuk be.

A binomialis modellek k6zott 1éteznek egy- és tobbperiodusi valtozatok. A tobb-
periddusit modell rugalmasabb, mint az egyperidodusi, hiszen a termékek kifizetése
nem csak 2, hanem tetsz6legesen sok értéket felvehet, attol fiiggGen, hogy mekkora

id6intervallumot vizsgalunk.

4.1. Egyperiédusa binomialis fak

4.1. Példa. Tekintsiink egy olyan modellt, melyben nem szerepel semmi mas, csak
egy részvény és egy fix kamatozést kotvény. Tegyiik fel, hogy a részvény éara a
kiindulasi id6pontban S7, ennek értéke At id6 milva S,, vagy S3 lesz. A részvény
arfolyama vagy lemegy, vagy felmegy: ha lemegy, S3, ha felmegy, S, értéki lesz.
Ezek bekovetkezési valdsziniiségeir6l semmit nem tesziink fel. A fix kamatozasu
kotvényre azért van sziikségiink, mert ez fogja mutatni a pénz idéértékét. Megadunk
egy r nagysagu folytonos kamatldbat, melyet a vizsgalt 0 és At id6pontok kozdtt
allandénak tekintiink. A fix kamatozasa kotvény kiindulési dra By, ennek értéke At

Atr

id6 mualva Bge~'" lesz.

14



Célunk, hogy megtalaljuk a részvénynek és a kotvénynek azon kombinaciojat,
mely elGallitja az opciobol szarmazo lehetséges jovedelmeket. Az opcid értéke f(3),
ha a részvény értéke csokken, ha pedig ng, akkor f(2). A részvény és a kotvény
segitségével a befektetd (az opcio eladdja) egy olyan portfoliot akar Osszeallitani,
amivel ezt a kovetelést teljesiteni tudja At id§ milva.

Legyen a portfolionk Osszetétele & db részvény, és ¥ db kétvény. Ezek ara a kiin-
dulasi pontban
o5, + ¥UDB,. (4.1)

A At id6 mulva a portfolio értéke attol fiigg, hogy a részvény ara né vagy csokken:
S,y + UBye™ = f(2), ha a részvény ara né,

S5 + WBye™ = f(3), ha a részvény ara csokken.

Szamitsuk ki a részvények és a kotvények szamat

- f6)
?= 58 2
v= gt - L8210,

Ha ezeket behelyettesitjiik a (4.1) egyenletbe, megkapjuk a portfolionk kiindulési

értékét V-t:

f(2) = f(3) f2) - fB)
SQ — 53 82 - SS

Nézziik meg, mi torténik akkor, ha a kovetelést a V' kiindulasi értéknél alacsonyabb

V= )Sy + (Byle A f(2) — 2)) Bo. (4.3)

aron jegyzik vételre/eladéasra. Ilyenkor a derivativat barki megvéaséarolhatja, és ezzel
parhuzamosan el is adhatja. Ebben az esetben a derivativak és a részvényportfolio
idGszak végi, Osszesitett netto értéke 0 lesz, fiiggetleniil a részvény arfolyamvaltoza-
satol.

Abban az esetben, ha V' értéknél magasabb aron (jeloljiik N-el) jegyzik a kovetelés
értékét, akkor az idészak végi értéke N — V lesz.

A (4.3) egyenletet atrendezziik,

Si
Sz — 53

Sa
Sz — 53

_ —51 et 52
V—f(3)(52_53+6 82—33>+f(2)(

Vezessik be a

+ 6—7“At<1 _

) (4.4)

SlerAt _ Sg

4.
5, S, (4.5)

q:
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konstanst, melyrdl tegyiik fel, hogy értéke 0 és 1 kozotti tartomanyban helyezkedik
el. Ezt behelyettesitve a (4.4) képletiinkbe megkapjuk a portfolio kiindulasi értékét:

V=e"((1-q)f(3) +af(2). (4.6)

4.2. Kétperiodust binomialis fak

Ebben a modellben az el6z&ekhez hasonléan képzeletbeli pénziigyi vilagunk to-
vabbra is két eszkozt tartalmaz, részvényt és kotvényt. Lényeges valtozas viszont,
hogy most mar tobb id&szakot vizsgalunk és a periodusonként bekovetkezé valtoza-
sokat egymasra épitjiik.

A részvény arfolyamat a tovabbiakban is S-el jeloljiik. A részvényiink kiindulési ara
S1 marad, ennek alakulasat elére nem tudjuk. A részvényiink ara, ha felfelé megy
S, ha lefelé megy S3 értéket veszi fel. A bekévetkezési valoszintiségekrsl még min-
dig nem tesziink fel semmit. Az eltérés a kétperiédust modellekben abban nyilvanul
meg, hogy a részvények tjabb két értéke At id6 elteltével fiiggeni fog mar az elsé
idépontban felvett értékektdl is. Tehat, Sy értéke valtozhat Sy-re vagy Ss-re, attol
fiigg6en, hogy novekszik vagy csokken. S3 értéke valtozhat Sg-ra, ha né vagy Sr-re,
ha csokken. A kétperiodust modell felbonthaté harom egyperiodusi modellre.

A (4.1) abran lathato kétperiodusos modell két agbol all, (2—4—15) és (3—6—7).

4.1. dbra. A részvény lehetséges értékei két periodusra

Ebbdl kovetkezik, hogy f(2) értékét f(4)-bdl és f(5)-bdl szamithatjuk ki a (4.6)
alapjan.

F(2) = (1~ q2) f(5) + g f(4)),
f(3) ertekét pedig f(6)-bol, és f(7)-bdl lehet kiszamolni

F(3) = e2((1 — g3) F(7) + a3 £(6)).
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A képletekben szerepld g;-k a (Sje"™> — Sqi11)/(S2; — Saj41) konstansokat jellik, a
(4.5) alapjan. Ebben a példaban:

B SzerAt _ 515 . B SgerAt _ 57
Q2 = S, — S- qs = S5 — S-
Ezzel kiszamitottuk az elsé idépontbeli lehetséges értékeket, ami felfelé 1épéskor

f(2), lefelé lépéskor f(3) lesz. A nulladik id6ponbeli érték

F(1) =1 = q) f(3) + a1 f(2)).

A kétperiodusu fat fel tudtuk bontani harom egy peridodusi fara, ha minden fanal
hasonloképpen jarunk el, akkor tetsz6legesen nagy periddusszamu fakkal is tudunk

szamolni.

4.3. Tobbperiédusi binomialis fak

Az el6z6ekben targyalt modellt szerenénk &ltalanositani. A kdtvény és a részvény
arvaltozasat t = nAt hossza idGintervallumban vizsgaljuk. A koétvény kamatrataja
a [0, t] intervallumban konstans r marad, ebbdl kovetkezéen B, = Bpe™. A részvény
arvaltozasat binomidlis faval lehet abrazolni, ahol S; érték At id¢ elteltével Sy;, vagy

ng+1 értéket vesz fel. 52j+1 < Sj < ng

s

S3 3 Sz

51/ S g Si A
ol N
Sk

4.2. adbra. A részvény arvaltozasa

Adott egy X kovetelés, ami f(k)-t fizet, ha a részvény arfolyama Sy. Arra keressiik
a valaszt, hogy ez a kovetelés milyen konstrukcioval érhets el, és mi ennek a kdvete-

lésnek az értéke a kiindulasi idépontban.

Tekintsiik a modellben hasznalt fa egy kisebb részletét, ahol a koveteléseink f(27)
és (25 +1).
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4.3. abra.

5;

f2j+1)

A kovetkezGkben szeretnénk kiszamolni a portfolio kiindulasi értékét, az elézGekben
kiszamolt (4.6) képletet f(j) értékid portfoliova atalakitva:
F(G) = e (1 = ¢;) f(25 + 1) + ¢;£(2))),
ahol
o S;eAt — Soiiy
TS =S
A fa megfelel§ két éléhez a g;, illetve (1 — ¢;) szamokat rendeljiik.

Egy n periddusu fat alapul véve, induljunk el a legutols6 agaktol. Barmely
(n — 1) idépontbeli allapotbol két n idépontbeli allapotba juthatunk el. Szamitsuk
ki minden (n — 1) idépontbeli allapotra a részvényt és a kotvényt tartalmazé (W)
portfoliot. Igy tehat visszafelé haladva kitolthetjiik a fat. A fadgak legvégét kifize-
tésekkel toltjiik fel, ezt kovetGen idében visszfelé haladva (W) portfoliokat allitunk
el minden egyes allapotra, ami 1épésenként garantalja a helyes eredményt. A kez-
deti id6ponthoz érve végiil egy eredményt kapunk, a nulladik id6pontbeli értéket,

ezen az aron tudjuk a kezdeti portf6liot megvasarolni.

Az el6zGekben leirtakat szemléltessiik egy példan keresztiil.

4.2. Példa. ! Kiilonbozs S részvényarfolyamokat tiintetiink fel egy osszedlelkezd
fan. Osszuk fel 4 idGintervallumra az dbrankat. (0.,1.,2.,3.)

A részvény éara a kezdeti idépontban 100$. Ez az els6 idészakban vagy 120%-ra
emelkedik, vagy 80$-ra csokken. A masodik idGszakban a részvény ara 140$-re
emelkedhet, vagy 100$ lehet ismét, vagy 603$-ra cs6kkenhet. A harmadik id6szakban

YAz emlitett példa a [1] forrasbol szarmazik.
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4.4. abra. Részvényar-folyamat 6sszedlelkezé fan

hasonl6 modon az el6zéekhez 1603, vagy 120%, vagy 80$, vagy 40$ lehet. Feltessziik,

hogy a kockazatmentes kamatlab r = 0.

Hatarozzuk meg a 3. id6periodus végén lejaro, a részvényre vonatkozod 100$-os

lehivési arfolyamu vételi opcio értékét.

Hatarozzunk meg 1j ¢ valoszintiségi mértékeket, melyek sziikségesek az f kifizeté-
sek/derivativértékek meghatérozasdhoz. A kamatlabunk nulla, ezért a felfele illetve
lefele 1épések kockazatmentes valosziniiségét meghatarozhatjuk g-val (4.5) alapjan.

Smost - Sle

q —=
Sfel - Sle

A tovabbiakban f értékét ugy hatarozhatjuk meg a (4.6) alapjan:

fmost - (1 - q>fle + q.ffel~

A valosziniiségi képletbe behelyettesitve megkapjuk, hogy a ¢ értéke mindenhol 1/2.

(qi = M0-120 _ 100—80
41 = 160=120° 92 = T20—=80’""

az utolso el6tti idépontokra. Az opciod értékei az utolsé idGperiodusban fentrdl lefele

) Ezek utdn mar megtudjuk hatarozni az opcio értékeit

haladva (60, 20,0,0). Ezeket ugy kaptuk meg, hogy a részvény idszak végi értéke-
bél levontuk a kezdeti értéket.

A 2. periodusban:

fimost = 0,560+ 0,5 - 20 = 40

fomost = 0,5-204+0,5-0 = 10

famost =0,5-0+0,5-0=0
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Az 1. periodusban:

fimost = 0,540 +0,5-10 = 25
fomost = 0,5-104+0,5-0=5
A 0. periddusban:

fmost =0,5-254+0,5-5 =15

/All 25\|\1r}/'

T
\RSQP:D/T/D
TN

4.5. dbra. Az opci6 értékeit dbrazold fa

Kovessiik nyomon a fedezetiinket, ehhez hasznéljunk ® darab részvényt. Egyperio-
dusos modellnél ezt (4.2) képlettel szamoltuk.

ffel - fle

b =
Sfel - Sle

Nézziik meg mi torténik akkor, ha a részvényarfolyam az elsé lépésben felfele mozdul
el, ekkor a

0. periodusban:

¢ = % = 0,5 ez azt jelenti, hogy 0,5 darab részvény vasarlasa 50$-ba keriil
(0,5 - 100), igy tovabbi 35% (50 — 15) nagyséagu hitelt kell felvenniink.

Ha a részvény arfolyama a tovabbiakban felmegy 120-ra, akkor

1. periodusban:

__ _40-10
® = 140—-100

azaz 30$ (0,25 - 120)-al fog néni a felvett hiteliink nagysaga, igy Gsszesen 65$ hite-

= 0,75 ez azt jelenti, hogy 0,25 darab részvényt kell @j aron vasarolni,

liink lesz.
Ha a részvény arfolyama a harmadik 1épésben felfele 1ép, 140-re, akkor

2. periodusban:

__ _60-20
¢ = 160—-120

= 1 ez azt jelenti, hogy a portfolioban 1év6 részvények szaméat 1-re
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noveljiik, ezzel az 6sszes adossag 100$-ra emelkedik

Ha a részvény arfolyama lemegy 120ra, akkor a

3. periodusban:

Tal kell adnunk a részvényen, az eladasi arbol kiegyenlithetjiik a fenallo 100$-os
tartozast.

A kovetkez§ tablazat az egyes folyamatok idébeli valtozasait mutatja:

Részvény| Opcio
Idépont | Utolsg |darfolyam| értéke |paszvény| Kotvény
(i) lépés (s5) (Vi) pozicié | pozicié
0 = 100 15 - Z
1 fel 120 25 0.50 -35
2 fel 140 40 0,75 -65
3 le 120 20 1,00 -100

4.6. abra. Az opcio6 érték és a fedezeti portfolio valtozéasa (fel)

Ha a részvényarfolyamunk a kezdeti lépésben lefelé mozdul el, a tablazatunk a ko-

vetkezSképpen alakul:

Részvény| Opcid
Id6pont | Utolsg |drfolyam| értéke |paczyeny| Kétvény
{i) lépés (s) (vi pozicié | pozicid
0 = 100 15 = =
1 le 20 5 0,50 -35
2 fel 100 10 0,25 -15
3 le 20 0 0,50 -40

4.7. dbra. Az opcio érték és a fedezeti portfolio valtozasa (le)

Az opcid értéke, a részvényarfolyam, a részvénypozicio és a betétpozicio a konkrét
fel, le lépésektdl valtozik. A részvénypoziciok és a betétpoziciok kiszamithatdak, mar

a korabban megtett 1épések alapjan meg lehet 6ket hatarozni.
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5. fejezet

Black-Scholes Arazas

I A tovabbiakban az opcidarazas egy masik modszerét, a Black-Scholes képlet se-
gitségével torténd arazast szeretném bemutatni. Ehhez sziikség van a sztochasztikus
kalkulus ismeretére, amelybdl a szamunkra legsziikségesebb alapokat az alabbiakban

roviden Gsszefoglalom.

5.1. Bevezetés

Sztochasztikus folyamatoknak mondjuk azokat a folyamatokat, amelyeknél egy
valtozo értéke idGben bizonytalanul valtozik. Egy sztochasztikus folyamat lehet
id6ben diszkrét és lehet idében folytonos folyamat. Abban az esetben amikor a val-
toz6 értéke csak meghatarozott rogzitett id6pontokban mozdulhat el, iddben diszkrét
sztochasztikus folyamatokrol beszéliink. Ha a valtozo értékének valtozasa barmikor
bekdvetkezhet, folytonos vdltozoji sztochasztikus folyamatrol beszéliink.

Olyan specialis sztochasztikus folyamatokat, ahol csak a valtoz6 mostani értéke lé-
nyeges a jovl elérejelzése szempontjabol, Markov-folyamatoknak neveziink. Lénye-
gében a valtozo miltbeli alakulésa és az, hogy hogy jutottunk el a multbol a jelenbe,

nem szamit.

Wiener folyamatok

A részvényéarfolyam-modelleket Wiener-folyamatok segitségével irjuk le. A Wiener-

'Ez a fejezet a [5] forras alapjan késziilt.
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folyamatok specialis Markov-folyamatok. Tegyiik fel, hogy g valtoz6 Wiener-folyamatot
kovet, nézziik meg At kis idGintervallum alatt bekovetkezd valtozasat amit jeloljiink
Ag-vel. Ekkor

Ag = eVAL, (5.1)

ahol ¢ standard normaélis eloszlasu valosziniségi valtozo (nulla varhato értékkel és 1
szorassal). Ag értékei barmely két kiilonb6z6 At idéintervallumra fiiggetlenek, Ag
normaélis eloszlasi, varhato értéke 0, szorasa v/ At, varianciaja At.

Tekintsiik egy T hosszt idszak alatt g megvaltozasat, jeloljiik ezt g(T') — g(0)-al.
Ekkor

T

=% & i=L2.N

N
g(T) = g(0) =Y _eVAL, ahol N
i=1
Itt e,-k standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozok és fliggetlenek egymastol.
Ebben az esetben ¢ megvéltozasa normalis eloszlast, varhato értéke 0, szorasa /T,
variancidja NAt = T. A sztochasztikus folyamatoknak a variancidjuk és nem a
szorasuk aranyos a tekintett idGintervallummal.

Irjuk fel Ag hatarértékét, ha At — 0:
dg = eVdt.

Tekintsiink egy altalanositott x Wiener-folyamatot, melynek idébeli megvaltozasat

a kovetkez6, in. sztochasztikus differencidlegyenlet irja le:
Az = alAt + bAg, (5.2)

ahol a, b konstansok, g Wiener-folyamat. Latjuk hogy az egyenlet két részbél all. A
Ax = a At azt jelenti, hogy x-nek egységnyi id6szakra a varhaté névekedési iiteme
(driftje) a. Ha kifejezziik a-t azt kapjuk, hogy

Ax_
At

a?
amit felirhatunk tgyis, hogy
T = xy + at,

ahol xg az x nulla id6pontbeli értéke. Az egyenlet masik tagja bAg. Erre tgy

tekintiink mint egy "zajra”, valamilyen kiils6 hatasra, mely valtozékonysagot ad az x
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altal kovetett palyadhoz. b-t szorasnak (volatilitasnak) nevezziik. Az x értékének At

id6 alatt torténd Az megvaltozasa az (5.1) egyenlet felhasznéalasaval felirhaté mint
Ax = aAt + bevV At,

ahol € standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo.

Ito-folyamat
Az Ito-folyamat egy altalanositott Wiener-folyamat, melynek idébeli valtozasat az

alabbi sztochasztikus differencidlegyenlettel jellemezhetjiik:
dx = a(z,t)dt + b(x,t)dg, (5.3)

ahol a és b adott fiiggvények, g Wiener-folyamat. Az x névekedési iiteme a, varian-

ciaja b?.

5.1. Lemma (Ito-lemma). Ha a H(x,t) figgvény x-nek és t-nek olyan figgvénye,
ahol x az (5.3) egyenlettel meghatdrozott Ito-folyamat, akkor

oH  OH 10°H
0z " ot T 2002

OH
2 —
B)dt + 5 b dg. (5.4)

dH = (

A H novekedési titeme
o0H OH 10°H 9

22 T

varancidja
oH

(%)252-

5.2. Black-Scholes differencialegyenlet

Az F részvényarfolyam mozgasait a kovetkezd egyenlet segitségével modellezhet-
jiik:
dF = pFdt + oFdg, (5.5)
ahol p és o konstansok, g Wiener-folyamat.

Ahhoz, hogy a Black-Scholes differencidlegyenlet jol alkalmazhato legyen bizonyos
feltételeket kell kikotni:

e a részvény ara Ito-folyamatot kovet (1d. (5.5) egyenlet),
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e az r kockdzatmentes kamatlab allando,

e nem adbédhatnak osztalékok és kockazatmentes arbitrazslehetdségek,
e az értékpapir-kereskedés folyamatos,

e nincsenek tranzakcios koltségek és adok.

Legyen H(F.,t) az F arfolyamu részvényre vonatkozo vételi opci6 arfolyama. Az
[to-lemmabol kévetkezGen az F-t6l és t-t6l fiiggs H fiiggvény a kovetkezSképpen

valtozik:

OH O0H 1 0*H OH
dH = (nF == + — + —0*F?——)dt F—dg. 5.6
WESE T o T2 g ol R (5:6)

[rjuk fel az (5.5) és az (5.6) egyenletek diszkrét formdjat.

AF = pFAt + oFAg, (5.7)

OH 0H 1 0*H OH

AH = (uF ==+ — + —0*F*—)A F—A .

WESE +ar T30 1 gp) M T ol A (5:8)

ahol AF és AH a At rovid idsintervallum alatt bekovetkezett valtozasai F-nek és
H-nak.

Tekinsiink egy olyan II portfoliot, melyben eladunk egy fenti vételi opcidt és

vasarolunk g—g részvényt. Ekkor a portfolionk értéke,

OH
II=—-H+ —F. 5.9
+ o5 (5.9)
Nézziik meg At id6 milva a portfolionk értékét:

OH
Al = ~AH + S-AF. 1
+ 55 (5.10)

Az el6z6ekben (5.7) és (5.8) altal felirt egyenleteket visszahelyettesitve az (5.10)-es

egyenletbe azt kapjuk, hogy

H H 1 H H H
AIl = —(uFa— + o + —02F28—)At — UFa—Ag + a—(uFAt + oFAg)

oF ot 2 OF? oF OF
Az egyenletet rendezve, azt kapjuk, hogy:
0H 10*°H
All = (—— — ——— % F?)At. 11
(=5 ~aam A (5.11)
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A portfolié kockdzatmentes a At iddszakban, ezért ugyanakkora hozamot kell neki

elérni, mint barmely mésik révid lejarata értékpapirnak. Ebbdl az kovetkezik, hogy
All = rIIAt.

Ebbe az egyenletbe beirva a fentebb kiszamolt (5.9) és (5.11) egyenleteket, azt kap-
juk, hogy:

OH 10°H oOH
(E + 58F2 02F2)At = T(H — —F)At.

oF
Elhagyva At-t, atirva az egyenletet:

OH OH 1 . . 0°H
AL R ) A -
o T ar T g T

megkapjuk a Black-Scholes differencidlegyenletet.

5.2. Definicié. Black-Scholes parcidlis differencidlegyenlet

oH  OH 1 2
oi Rl L ot 5.12
ot T eE T3 g T (5.12)

ahol H(F,t) jeloli az opcid értékét, F a részvénydrfolyamot, r a kockdzalmentes

kamatlabat, o pedig a variancidt.

Az egyenlet megoldasa a felhasznalt peremfeltételektdl fiigg.

Europai vételi opcio esetén a peremfeltétel:
H(F,t) = max(F — K,0), ahol K a kotési afrolyam.
Eurépai eladasi opcié esetén a peremfeltétel:
H(F,t) = max(K — F,0).

Miel6tt levezettiik volna a differencidlegyenletet, tettiink bizonyos feltételeket,
példaul, hogy osztalékot nem fizetd részvényekrol van szo, az » kamatlab allan-

do. Ezek nagyon fontos feltételek.
Az els6 fejezetben kifejtettek szerint felirhatjuk egy hossza hataridés pozicibban

1év6 opcid lejaratkori értékét
FT - Ka
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itt Fp-vel jeloljiik a T idépontban lejaro részvény arat. Diszkontaljuk ¢ idépontra a

hataridds pozicio értékét, egy kockazatmentes vilagban. Ekkor
H(F,t)=e " T YE(Fr — K),

ahol E—jeléli a varhato értéket. Mivel a kikotésiinkben szerepel hogy a kotési arfo-

lyam allandd, ezért az egyenletet atrendezhetjiik.
H(F,t)=e " T OE(Fp) — Ke "™ (5.13)

A tovébbiakban fel fogjuk tenni, hogy Fr lognormaélis eloszlasi. Egy valtozonak
lognormélis az eloszlasa, ha természetes alapu logaritmusa normaélis eloszlasi. Ez
azt jelenti, hogy In Fr normalis eloszlasi, szérasa aranyos a /1T — t-vel. Igy In Fr

eloszlasa felirhaté mint
InFr~®[InF+(r—o*/2)(T —t),0VT — 1], (5.14)

ahol ®(m, s) jeloli az m varhato értékd, s szorasi normalis eloszlast.
Egy kockazatsemleges vildgban az F' részvényarfolyam novekedési iiteme (), meg-
egyezik a kockdzatmentes kamatlabbal, r-el. Feltéve, hogy Fr lognormalis eloszlési,
igazolhato, hogy

E(Fp) = Fe'™=,

Ezt visszairva az (5.13) egyenletbe
H(F,t)=F — Ke "7, (5.15)

ami kielégiti a Black-Scholes differenciilegyenletet.
A kovetkezSkben azt nézziik meg, hogy a hataridés poziciok elemzésével hogyan

tudjuk levezetni a vételi és eladasi opcidkra vonatkozo arazasi képleteket.

Egy eurdpai vételi opcio varhato értéke lejaratkor egy kockazatsemleges vilagban:

~

E[max(Fr — K,0)].
Kockézatmentes kamatlabbal diszkontalt értéke:

¢ = e "7 (Emax(Fr — K, 0)] (5.16)

27



Az (5.16) egyenlet jobb oldalat integralva és felhasznalva a Black-Scholes egyenletet,

megkapjuk egy eurdpai vételi opcid arazasahoz hasznélt pontos képletet? :

¢ =FN(dy) — Ke "I N(dy), (5.17)
ahol
5 In(F/K)+ (r+0%/2)(T —t)
! o1 —1t
4, — In(F/K) + (r —o?/2)(T —t) 4 oT

oI —t

és N(z)-el jeloljiik a standarad normaélis eloszlast valoszintiségi valtozo valoszind-
ségeloszlas fiiggvényét.

Hasonl6é modon ki lehet szamolni egy eladési jog értékét is. Ennek eredménye:
p=Ke "TUN(dy) — FN(—dy). (5.18)

Ezt a két képletet (5.17), (5.18) Black-Scholes féle drazdsi képleteknek mondjak.

A kovetkezd példaban megmutatjuk a fentiek egy alkalmzasat.

5.3. Példa. ® Nézziink egy olyan esetet, amikor egy részvény arfolyama 6 honappal
az opcio lejarata el6tt 42 dollar, az opci6 kotési arfolyama 40 dollar, kockdzatmentes
kamatlab (éves) r = 10%, a volatilitas 20%. Azaz F =42, K =40,r =0,10 =0, 2,
T —t=0,5. Ekkor

o In(42/40) + (0,1 +0,2/2)(0,5) _ In1,05+0,12x 0,5

— 0,7693
1 0,2,0,5 0,24/0,5
4, — 0(42/40) + (0.1 — 0,2%/2)(0,5) _ I1,06+0,08 x0.5 _ ) o0
0,2,0,5 0,2+/0,5 5

Ke "™ = 40e~%105) = 38,049
Ha az opcid egy europai vételi jog, akkor arazasahoz az (5.17) egyenletet hasznaljuk,
igy
c=42N(0,7693) — 38,049N(0, 6278).
Ha az opcid egy eurdpai eladasi jog, akkor arat az (5.18) egyenlettel szamolhatjuk
ki:
p = 38,049N(—0,6278) — 42N (-0, 7693)

2Reészletesebben az [1] forrdsban megtalalhato.
3Az emlitett példa a [5] forrasbol szarmazik.
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A sziikséges normalis eloszlasfiiggvények kozelits értékei
N(0,7693) ~ 0, 7791 N(0,6278) ~ 0, 7349

N(—0,7693) ~ 0,2209  N(—0,6278) ~ 0, 2651

Ezeket visszahelyettesitve a kovetkezG arfolyam értékeket kapjuk meg:
c=4,76, p=0,81.

Ez azt jelenti, hogy a részvényarfolyamnak a kovetkez6 6 honapban 2,76 dollarral
kell emelkednie ahhoz, hogy a vételi jog vasarloja elérje a nyereségkiiszObot, mivel
40%-o0s kotési arfolyamon fogja megvasarolni a részvényt, vasarolt 4, 76$-ért opciot,
a részvényarfolyam pedig most 42%. Ahhoz, hogy az eladasi opcio vasarloja, elérje

a nyereségkiiszobot, a részvényarfolyamnak 2,81 dollarral kell csokkennie.

Most nézziik meg mi torténik akkor, ha a részvény osztalékot fizet. Ebben
az esetben ezt egy részvényarfolyam-csokkenésként lehet felfogni, melyet az osztalék
kifizetése utani napon érvényesitenek. Nézziik meg mi torténik az arazési képlettel a
folytonos osztalékot fizet§ részvényekre szolo europai opciok esetében. Egy ¢ iitemii
folytonos osztalékfizetés miatt a részvény arfolyaménak novekedési iiteme kisebb
lesz (¢g-val). Egy T ideig érvényben 1év6 ismert ¢ nagysagu osztalékozamot fizets
részvényre sz0lo eurdpai opciot arazunk. Ekkor a jelenlegi részvényarfolyamot F-
6l Fe~1T=!_re csokkentjiik. Irjuk at a (5.17) és (5.18) egyenletekben szerepls F

értékeket erre, igy megkapjuk az a folytonos osztalékozamot fizet vételi opcio dijat:
c=Fe "TON(dy) — Ke "T"UN(d,), (5.19)

és az eladasi opcio6 dijat:
p=Ke "IN (—dy) — Fe 1T N(—d,). (5.20)

A hozzajuk tartozd dy és ds a kovetkezSképp adhatod meg:

g In(F/K)+ (r—q+0%/2)(T —t)
! oVl —t

 W(F/K)+(r—q—0?/2)(T —1t) — T —
dy = = =dy —oVT —t.
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5.4. Példa. Az el6z8 példankat bovitsik ki évi 5%-os osztalékhozammal. Ebben
az esetben a részvény arfolyama F = 423, az opcid kotési arfolyama K = 408, a
kockazatmentes kamatlab r = 10%, a volatilitas o = 20%, az osztalékhozam g = 5%,
T—t=0,5.

Az (5.19) és a (5.20) képletek alkalmazasaval szamitsuk ki az opciok értékét. Ekkor

o In(42/40) +(0,1-0,05 4 0,2%/2)0.5 _ n1,05+0,07x0.5 _ .
1 — 072 /075 o 0,2\/0,5 - 3

dy = 0,5926 — 0,2+/0,5 = 0, 4512,

Ke "Mt — 40e~0105) — 38 (49,
Fe—q(T_t) — 426_0’05(0’5) = 407 963

Ezeket az értékeket behelyettesitve az (5.19) képletbe, megkapjuk az osztalékhoza-

mot fizets vételi opcid értékét:
¢ =40,963N(0,5926) — 38,049N(0,4512).

Az (5.20)-as képletbe valé behelyettesitéssel megkapjuk az osztalékhozamot fizets

eladasi opcio értékeét:
p = 38,049N(—0,4512) — 40,963N (-0, 5926).
A sziikséges normalis eloszlasfiiggvények kozelits értékei
N(0,5926) ~ 0,7233 N(0,4512) ~ 0,6740
N(—0,5926) ~ 0, 2767 N(—0,4512) =~ 0, 3260
Ezeket visszahelyettesitve a kovetkezG arfolyam értékeket kapjuk meg:
c= 3,98, p=1,07.

A Black-Scholes drazasi képletek kiterjesztése nem csak a folytonos osztalékhoza-
mot fizetd részvények értékelésére hasznalhato, lehet alkalmazni indexekre, devizakra

és hataridds iigyletekre szo6lo opciok arazasara is.
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