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1. fejezet: Bevezetés

A szakdolgozatomban az analizis néhdny alkalmazasat mutatom be olyan feladatokon
keresztiil, amelyek megoldhatoak 4altalanos- ¢és kozépiskolaban tanult modszerekkel,
valamint az egyetemi analizis kurzusok sordn tanult fogalmak, tételek segitségével is.
Tanarként ezzel az lenne a célom, hogy a matematika irant érdeklddd tanuloknak — akik
esetleg késobb e targy valamely teriiletével szeretnének tovabb foglalkozni —
megmutathassam az egyszeriibb megoldasok mellett a felsébb matematikaval valo
kapcsolddasi pontokat, €s ezzel egyiitt a tantargy szépségét.

Haromféle témakdrbdl mutatok be néhany alkalmazast, amelyeknek analizist alkalmazo
megoldasai soran foként az integralszamitds felhaszndldsdval dolgozom: ez a teriilet-, a
térfogat-, valamint a felszinszamitas.

A dolgozat felépitése soran elséként az elméleti alapfogalmakat tekintjiik at. Minden
olyan analizissel, valamint kis részben geometridval kapcsolatos tudnivalot sorra vesziink,
amire sziikségiink lehet a feladatok kapcsan — mintegy alapot teremtve a dolgozat tobbi
részének —, majd utana kovetkezik a dolgozat {6 része, amely a munkam legnagyobb részét
képezi: a feladatok, amelyekhez jo részben kétféle megoldas tartozik. A kovetkezo
fejezetben a feladatok szakkori feldolgozasat tekintjiik 4t néhany oldalban, végiil pedig
Osszegzem a tapasztalataimat. Az egyik feladat egyetemi modszerekkel megoldott valtozata
a mellékletben kapott helyet, a hosszadalmas, bonyolultabb szdmit4sai miatt.

Az elméleti attekintésben az egyetemi jegyzeteimet (Bevezeto analizis 2. [2], Egyvaltozos
analizis 1-2. [3] és [4], valamint Bevezetés a geometriaba [5]), tovabba Sikolya Eszter
Analizis jegyzet [1], Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometriaba [6], Laczkovich Miklos és T.
So6s Vera Valos analizis 1. [7] cimii konyveit hasznalom fel. A dokumentumban szerepld
abrakat, képeket (a szakkori képek kivételével) sajat magam készitettem, ebben a Geogebra,
illetve a Microsoft Office Word programja volt a segitségemre. A szakkdri képek
forrasjegyzéke a Képjegyzékben érhetd el.

Az alkalmazasok soran egy kivétellel (a Gabriel harsondjaval kapcsolatos térfogat- illetve
felszinszamitasi feladat, mely sordn leginkabb Julian F. Fleron megoldasat elemeztem)
onalloan dolgoztam ki. A feladatok egy része a Szorakoztato szakkori feladatok cimii —
Gémes Margit altal vezetett — szabadon valaszthat6 tantargy [8] feladatai koziil kertilt ki,

illetve szerepelnek sajat 6tletbdl szarmazé példak is a dolgozatban.



2. fejezet: Fogalmi attekintés, felhasznalt tételek,
definiciok

Ahogy a bevezetésben mar emlitettem szakdolgozatomban szereplé feladatok egyik
megoldasaban leginkdbb az egyetemi analizis, illetve néhany esetben a geometria eszkozeit
fogom haszndlni. A konnyebb attekinthetdség érdekében ebben a fejezetben gyiijtdttem
0ssze azokat a fogalmakat, allitdsokat, amelyekre sziikségem lesz, és a szakdolgozat soran
az itt leirt sorszam alapjan fogok majd hivatkozni rajuk. Az ebben a fejezetben szerepld
fogalmakat az egyetemi tanulméanyaim soran hasznalt tankonyvekbdl, illetve az egyetemi
jegyzeteimbdl gylijtottem Ossze. Az idézett allitasokat, tételeket bizonyitas nélkiil kdzlom.

Az Gsszes feladat azon megoldasaban, ahol az egyetemen tanult analizisbeli eszk6zok
felhasznalaséval oldom meg a feladatokat, elsdsorban fliggvényekkel fogok dolgozni, ezért
kovetkeznek eldszor az ezekkel kapcsolatos fontos fogalmak. A témakor dsszefoglalasahoz
a Bevezeto analizis 2. tantargy soran irt jegyzeteimet [2], illetve az [1]-es sorszamu irodalom

14-15. oldalat hasznaltam fel.

2.1. Fiiggvények

A fiiggvény (mas néven leképezés, hozzarendelés) fogalmat alapfogalomnak tekintjiik, a
halmazok kozotti egyértelmii hozzarendelést értjiik alatta.

Az x-hez hozzarendelt elemet f (x)-szel jeloljiik. Ha X és Y tetszéleges halmazok, akkor
f:X = Y egy olyan fiiggvény, amelyre V x € D(f) = X esetén f(x) €Y.
Tehat szavakkal leirva X, Y tetszOleges halmazok, és az f fiiggvény az X halmaz minden

eleméhez hozzarendeli az Y halmaznak pontosan egy elemét.
2.1.1. Definicié: D(f) = X, D(f) # @ jeloli az f figgvény értelmezési tartomanyat, vagyis

D(f) ={x € X: x-hez f hozzarendel valamit},

ami az X egy nem iires részhalmaza.

2.1.2. Definicié: Az f fiiggvény R(f)-el jelolt értékkészlete Y -nak részhalmaza és
R(f) ={y €eY:y = f(x) valamely x € D(f)-re}.

2.1.3. Definicio: A C c X halmaz f fiiggvény altali képe f(C) = {f (x):x € C}.

2.1.4. Definicié: Egy f: X — Y fiiggvény grafikonja a D(f) X R(f) Descartes-szorzat alabbi

részhalmaza:



graph(f) = {(x, f(x)): x € D(f)},

vagyis az (x, f (x)) alaka pontok halmaza, ahol x az f értelmezési tartomanyabdl valo.

Egy f: R — R fiiggvény grafikonja tehat az R x R = R?, vagyis a sik egy részhalmaza,

¢s az (x, f (x)) alaka pontokat tartalmazza.

A szakdolgozat soran szilikségiink lesz az integralszamitds egy alkalmazasara — az
improprius integralasra —, azonban ehhez a fliggvények hatarértékét is fogunk alkalmazni,
igy a kovetkezdekben ezt fogjuk definidlni, amelynek definialasdhoz Egyvdltozos analizis 1.

eldadasjegyzetet [3] hasznalom.

2.2. Fuggvények hatarértéke

2.2.1. Kornyezet és pontozott kornyezet

2.2.1. Definicio:

a € R kornyezetei: (a—6,a+6)(6>0)
a € R pontozott kbrnyezetei: (a—96,a+ 6)\{0}
400 kirnyezetei: (K, +o0) (K € o)

+ 0 pontozott kérnyezetei: (K, +o0) (K € =)

—oo kornyezetei: (—00,K) (K € )

—00 pontozott kornyezetei: (—0,K) (K € »)

2.2.2. Jelolés:

a + 0 (a*, a +) pontozott kornyezetei az (a, a + §) intervallumok (mas szdoval az a-nak
jobb oldali pontozott kornyezetei.
a — 0 (a~, a —) pontozott kérnyezetei (a — &, a) intervallumok (azaz az a-nak bal oldali

pontozott kornyezetei.
2.2.2. Hatarérték fogalma

2.2.3. Definicio: Legyen f értelmezve az a pont egy kipontozott kdrnyezetében. Ekkor az
mondjuk, hogy az f fliggvénynek az a pontban vett hatarértéke a b € R szam, ha Va > 0
36 > 0, hogy Vx esetén (0 < |[x —a| < §) = |f(x) — b| < a.

2.2.4. Jelolés: lim f(x) = b.
xX—a



a€eR

a+0 beR
2.2.5. Definicié (Egységes definicio): Legyen a = { a — 0 valamelyike ¢és f =1 4o
400 —00

\ oo

valamelyike. Ekkor lim f(x) = B, ha f értelmezve van a egy pontozott kdrnyezetében,
X—-a
tovabba a B barmely V kornyezetéhez van az a-nak olyan U pontozott kérnyezete, hogy Vx

(xEU:f(x)EV).

A primitiv fiiggvényhez sziikségilink van a derivalt fogalmara, igy a kdvetkezd pontban

ezt irom fel, amelyhez az Egyvaltozos analizis 1. eléadas jegyzetét [3] hasznalom fel.

2.3. Differencialszamitas

2.3.1. A derivalt fogalma

2.3.1. Definicié: Legyen f értelmezve az a € R pont egy kornyezetében. Ekkor azt

mondjuk, hogy az f fliggvény differencialhato (derivalhatd) az a pontban, ha

i [P =@ g
x—a X —a

és véges. Ez a hatarérték az f differenciahanyadosa (derivaltja) az a pontban.
- , df
2.3.2. Jelolés:  f'(a) vagy = ()
X

A teriilet- illetve a térfogatszamitds nagyon fontos analizisbeli eszkdze az
integralszamitas, ami az egyik legfontosabb része a szakdolgozatomban szerepld feladatok
megoldasanak, ezért most ezt fogom Osszefoglalni az egyetemen Egyvdltozos analizis 2.
eléadas [4] sordn tanult, illetve az [1] szamu irodalom 172, 159. oldalén, valamint a [7]

szamu konyv 316-320. oldalan szerepld definiciokkal, tételekkel, allitasokkal.

2.4. Integralszamitas

Elészor a primitiv fiiggvénnyel (hatdrozatlan integrallal) kapcsolatos fontos
informaciokat gyljtottem Ossze. A differencialszamitas soran az f fliggvénybdl a derivalasi
szabalyok alkalmazasaval kapjuk meg az f' fiiggvényt. Az integralds soran az f’

fliggvénybdl fogjuk megkapni az f fliggvényt.



2.4.1. Primitiv fiiggvény

2.4.1. Definicié: Az f:(a,b) - R fiiggvénynek az F:(a,b) - R filiggvény primitiv
fiiggvénye, ha F’ = f az (a, b) intervallumon.

2.4.2. Tétel: Ha f-nek F primitiv fliggvénye (a, b)-n, akkor f 0sszes primitiv fliiggvénye
F + ¢ alakt, ahol ¢ € R tetszbéleges valos szam. (A primitiv fiiggvény additiv konstans
erejéig egyértelmil.)

2.4.3. Definicié: Tegyiik fel, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye (a, b)-n. Ekkor f primitiv

figgvényeinek halmazat az f fliggvény hatarozatlan integraljanak nevezziik.

2.4.4. Definicié: Adott f fliggvény esetén jeldlje

|1
(,,integral” f) az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat (a, b)-n.
Szokéasosak még az [ f(x) és [ f(x)dx jeldlések is a primitiv fliggvény x pontbeli
helyettesitési értékére.
2.4.5. Megjegyzés: Ha F’ = f, akkor [ f = {F + c:c € R}, ahol ¢ € R tetszbleges, illetve

[ f jeldlheti az f egy primitiv fiiggvényét.

2.4.6. Tétel: Alapintegralok:

xa+1

fx“dxz a+1+C'
In|x| +¢, haa#=-1,x#0

haa #—-1,x>0

1
jexdx=ex+C faxdx=ma"+6,(a>0,a¢1)
fsinxdxz—cosx+C fcosxdxzsinx+C
1 T
fcoszxdx:tgx+6,(x¢§+kn) fsinzxdx: —ctgx + C, (x # km)
! dx = i C 1,1 !
]ﬁ x = arcsin x + ,(xe(—, )) f1+xzdx—arctgx+C

2.4.7. Allitas (Integrdlds és miiveletek): Ha f-nek és g-nek van primitiv fiiggvénye, akkor

az f + g-nek és a A - f-nek is van, és egy primitiv fliggvényiikre fennall

L [ora=[r+]s



2. f(/l-f)zl-ff, (ahol 1 € R).

2.4.8. Allitas (Linedris helyettesités): Ha F’ = f, akkor
F(ax + b)
jf(ax +b)dx = — + C, (ahol a,b € R tetszbleges, a # 0).

2.4.9. Allitas: Ha f differencialhato, akkor

a+1

a+1

1. ff“(x)-f’(x)dxz +C, haa#-1ésf>0.

f'(x)
f(x)

dx = In|f(x)|+C, haf(x)+ 0Vx-re.

2.4.10. Tétel (Parcialis integralas): Legyenek f ¢és g differencialhatok az (a,b)
intervallumban, és tegyiik fel, hogy 3f - g'-nek primitiv fiiggvénye (a, b)-n. Ekkor

ff’-g=f’-g—ff-g’-

2.4.11. Tétel (Helyettesitéses integralas elve). Legyen F' = f, és g differencialhatd
fiiggvény, ahol R(g) < D(f). Ekkor

[r@ac=[ 1) g @ac = Fg@) +c

Masképpen felirva:

[Goag=([1)e0

A kovetkez6 fontos téma, amit hasznalni fogok a szakdolgozatomban az integralszamitas

témakorén belill, az a Riemann-integral, és a vele kapcsolatos definiciok, tételek.
2.4.2. Riemann-integral

2.4.12. Definicio: Az [a, b] korlatos és zart intervallum egy felosztasa F = (xq, X1, .., Xp)

véges sorozat, ahol

a=xy<x <%, <+ <xp,=h.

| | | —>
a=x, X1 X, Xp=b

Az x;-k a felosztas osztopontjai, az [x;_4, x;] intervallumok a felosztas osztéintervallumai.



2.4.13. Definicié: A felosztas finomsdaga: §(F) := max{x; —x;_:i =1, ...,n}.
%(_J
osztointervallum hossza

2.4.14. Definicio: A G felosztas az F felosztasnak finomitasa, ha G az F-bodl véges sok (lehet
0 is) osztopont hozzavételével adodik. Ez ekvivalens azzal, hogy F minden osztopontjaa G-

nek is osztopontja.

—
a=% vxl\\xz - - |

1j osztopontok

2.4.15. Definicié: Az alabbiakban legyen f: [a, b] — R adott korlatos fiiggvény, korlatos
fliggvény, és legyen F egy felosztasa az [a, b] intervallumnak. Ekkor az f fiiggvénynek az

F felosztashoz tartozo also osszege

Sp = Z inff (x; —x;_1),
=1 [xi—1, %]

ﬁ_}
€ R, mert korlatos

az f fliiggvény F-hez tartozo6 felso dsszege pedig

n

Sp ‘=Z [supf (x; = xi-1)-

i=1 xi—1;xi]
‘_Y_J
€ R, mert korlatos
2.4.16. Allitas: Uj osztopont hozzavételével az alsé 6sszeg nem csokkenhet, a felsé nem

novekedhet.
2.4.17. Kovetkezmény: sp < S; VF, G felosztasra.

2.4.18. Kovetkezmény: Az {sp: F felosztas} feliilrol korlatos, {Sg: F felosztas} alulrol

korlatos halmazok.
2.4.19. Definicio: Az f:[a,b] » R korlatos filiggvény also integrdalja az [a,b]

intervallumon

b
f f := sup{sg: F felosztas},
a

¢s felso integralja az [a, b] intervallumon
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b
j f := inf{Sg: F felosztas}.

a

2.4.20. Definici6: Egy korlatos f:[a,b] = R fliggvény Riemann-integralhato vagy
integralhato, ha

Ekkor f Riemann-integralja az [a, b] intervallumon az also és felsd integralok kozds értéke:

b b =b
frrefr-]
a Ja a
¢s jelolése az alabbi mddon torténik:

fa ey | F dx

a
2.4.21. Tétel (A Riemann-integrdlra vonatkozo miiveletek):

Ha f, g fiiggvények Riemann-integralhatok az [a, b] intervallumon, akkor f + g és A - f is
integralhato [a, b]-n, és

f(f+g)—fbf fbg,
fu f=12 ff

2.4.22. Tétel (A szorzat integralhatésaga): Ha f, g integralhatd az [a, b] intervallumon,
akkor f - g is integralhat6 [a, b]-n

2.4.3. Primitiv fiiggvény és Riemann-integral kapcsolata

2.4.23. Tétel (Newton—Leibniz-tétel): Ha az [ fliggvény integralhatd az |[a,b]
intervallumon, és F fliggvény differencialhaté az (a, b) intervallumon, valamint folytonos

az [a,b]-n, és F' = f az (a, b)-n, akkor
b
[ 7=Fo>-F@=1rR.

2.4.24. Tétel (Parcialis integralds Riemann-integralra): Tegyik fel, hogy az f és g
fiiggvények folytonosak [a, b]-n, differencialhatéak (a, b)-n, és f', g’ integralhatéak [a, b]-
n. Ekkor

11



fbf'-g=[f-g]2—jbf-g'.

a a

2.4.25. Tétel (Helyettesitéses integralas Riemann-integralra): Tegyiik fel, hogy f folytonos
[a, b]-n, g differencialhatd (a, b)-n, és g integralhat6 [a, b]-n. Ekkor
g(b)

b
[Fe©)-gwa=["rwa

g(a)

A teriilet- és térfogatszamitas sordn sziikséglink lesz a Riemann-integrdl néhany

alkalmazasara, most az ehhez sziikséges elméletet tekintjiik at.
2.4.4. A Riemann-integral néhany alkalmazasa

2.4.26. Definicié: Legyenek f,g:[a,b] > R, f < g fiiggvények. Az Ny, halmazt

normaltartomanynak nevezzik, ha
Neg={(x,y) ER*:a<x<bf(x) <y<g)}

2.4.27. Tétel: Ha f, g: [a, b] - R fiiggvények integralhatoak, akkor N ;-nek van teriilete,

¢s ez a teriilet a kovetkezOképpen irhato fel:
b
T(Nf,g) = f g-1.
a

2.4.28. Definicio: Legyen f: [a, b] — R fuggvény, és f > 0. Ekkor az f grafikonjanak az x
tengely koriili elforgatasaval nyert forgastest:

{(x,y,2) ER3:a<x<b;y?+ 2% < f2(x)}
2.4.29. Tétel: Ha f: [a, b] — R fiiggvény, f = 0, és f integralhato [a, b]-n, akkor az el6bbi
forgastestnek van térfogata, és ez a térfogat a kovetkezdképpen irhato fel:

b
f - f2(x) dx.

2.4.30. Definicio: Tegyiik fel, hogy f:[a,b) = R integralhatdé minden [a,u] C [a, b)
intervallumon. Ekkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény improprius integralja az [a,b)

intervallumon létezik és véges, ha

u
3 lim ff(x)de]R{.
u—-b-0 a
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A kovetkezé témakort csak roviden érintjiik. Ezek a végtelen sorok, amelyekrdl az
Egyvaltozos analizis 2. eldéadas soran tanultunk, és az ott irt jegyzeteimbdl idézem a

sziikséges definiciokat, tételeket.

2.5. Sorok

2.5.1. Végtelen sorok

2.5.1. Definicio: Legyen (a,) valoés szamsorozat. Ekkor a Y., a, végtelen sor

részletosszegeri:
S = aq S3=a;t+a,+as Spi=ag+a;+--+ay
Sy = aq + ay

¢és (sp)-nel jeloljiik a részletosszegek sorozatat.

2.5.2. Definicié: Azt mondjuk, hogy a Y. a,, végtelen sor konvergens, és Osszege A € R, ha

lim s,, = A, azaz a részletosszegek sorozata konvergens, és hatarértéke A.

n—-oo
2.5.3. Definicio: Ha (s,,) divergens, akkor a ), a,, végtelen sor divergens.

Ha s, — oo (vagy s, — —o), akkor a sor dsszege 0 (— o).

o8] oo oo
Zan:A, Zan:m, Zanz_m.

n=1 n=1 n=1

2.5.4. Jelolés:

2.5.5. Tétel (Trividlis kritérium — a sor konvergencidajanak sziikséges feltétele): Ha a Y, a,,
sor konvergens, akkor a,, = 0. (Tehat a sor tagjaibol képzett sorozat sziikségképpen 0-hoz

tart, ha a sor konvergens.)

2.5.6. Tétel: Ha a,, = 0 Vn-re, akkor a }; a, sornak van 0sszege (A € R vagy A = +00), és

a sor pontosan akkor konvergens, ha a részletosszegek sorozata feliilr6l korlatos.

Végiil pedig néhany geometridval kapcsolatos fogalmat kell attekinteniink: Az egyenes
¢s a kor egyenletét, illetve — hogy a kor masik egyenletét is megkapjuk — az ellipszis
egyenletét, melynek specidlis esete lesz a kor masik egyenlete. Ezek a fogalmak az [5] konyv

8. €s 332-333. (egyenes), 30. és 343. (kor), 405. oldalardl (ellipszis) szarmaznak.
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2.6. Geometriai attekintés

2.6.1. Egyenes

Legyen a tér pontjainak halmaza X. Az X részhalmazai az alakzatok (ponthalmazok).

Térelemek: a pont, az egyenes ¢és a sik. Ezek alapfogalmak, ezért nem definialjuk 6ket.

Ha mégis definialni szeretnénk, az egyenes egy mindkét irdnyba végtelenbe nyul6 vonal.

2.6.1. Definicié: Az egyenessel parhuzamos, nullvektortdl kiillonb6zo, egymassal esetleg

ellentétes iranya vektorok mindegyikét az egyenes iranyvektoranak mondjuk.

Ha P; (x4,y1) és P,(x5,y,) az egyenes két pontja, akkor P; P,(x, — X1, Y, — V1) az egyenes
egy iranyvektora.

2.6.2. Definicié: Ha az egyenes az y tengellyel nem parhuzamos, akkor

Y2—W1
m:
Xy —Xq

az egyenes iranytangense.

2.6.3. Tétel: A Py(xq,y,) ponton athaladd, az y tengellyel nem parhuzamos, m
irdnytangensii egyenes egyenlete
y = Yo = m(x = xo).

2.6.2. Kor

2.6.4. Definicio: Legyen rogzitve egy C pont (a kor kozéppontja) a tér egy sikjaban. A kor
(korvonal) azon pontok mértani helye a sikban, amelyek az C pontt6l adott pozitiv r
sugadrnyi tavolsagra vannak.
2.6.5. Tétel: A C(a, b) kozeppontu, r sugaru kor egyenlete:

(x—a)*+(y-b)*=r
2.6.6. Allitas: A kezddpont (origd) koriil irt v sugara kor egyenlete:

x*+y2=r2
Aky




2.6.3. Kupszeletek

2.6.7. Definicié: Legyen adott a tér egy sikjaban két pont, F; és F, (fokuszpontok), valamint
egy a pozitiv valos szdm (fél nagytengelyhossz), amelyre teljesiil, hogy 2a > F, F,. Az

ellipszis azon pontok mértani helye a sikon, amelyeknek a két fokuszponttdl mért tavolsaga

Osszegiil 2a-t ad (ami a két fokuszpont tavolsaganal nagyobb).

a3 4

2.6.9. Tétel: Ha a ¢s b az ellipszis nagy ¢s kis féltengelye, akkor kanonikus egyenlete

xz yz
E-I_ﬁ: 1.

2.6.10. Specialis eset: Kor esetén a nagy és kis féltengely is a sugar hosszaval egyezik meg,

ebben az esetben a kor kanonikus egyenlete

2 2
X y
Zt==1

Ez ekvivalens az 2.6.5. Allitasban szereplé egyenlettel.
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3. fejezet: Alkalmazasok

Ebben a fejezetben alkalmazasokat néziink meg, melyek megolddsa soran az el6zo
fejezetben ismertetett definicidkat, tételeket, allitasokat fogjuk felhasznélni. E16szor a sz¢&ls6
érték, utdna a teriiletszdmitds, majd a térfogatszamitds, végiil pedig a felszinszamitas

témakorébol nézlink meg néhéany feladatot.

3.1. Teriiletszamitas

A kovetkez6 feladat szovegét a [8] Szorakoztato szakkéri feladatok c. egyetemi kurzus 4.

feladatsorabol irtam ki, ahol a gyakorlatvezeté Gémes Margit volt.

3.1.1. Feladat: Korok

Bendeguz egy lapra ugy rajzolt 3 azonos sugaru kort, hogy barmely 2 kor metszéspontja
egybeessék a harmadik kor kozéppontjaval. Vajon nagyobb-e a harom kor metszetének a

teriilete, mint egy kor teriiletének a negyede?

Erre a feladatra kétféle megoldast néziink meg. Az els6 megoldasban nem hasznalok fel
tételeket. Itt csak a sajat gondolatmenetem, és korzovel vald probalkozas alapjan haladva
oldom meg a feladatot. (A feladat megolddsanak lejegyzése utan talaltam Gémes Margit
honlapjan egy ehhez hasonldé megoldéast, ami szintén a kordk felbontdsan alapul, csak
rovidebben, kevesebb magyarazattal leirva. Ezt a [10] sorszamu forrasnal szerepld linken
lehet elérni.) A masodik megoldasban altalanos- és kozépiskolai eszkozoket bevetve jutok

végeredményre.
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Készitettem egy harmadik megoldast is, amelyben az egyetemi analizis tanulmanyaim
soran szerzett ismereteimet hasznalom fel, és ezek alkalmazasaval oldom meg a feladatot,

viszont sok oldalnyi szamoléast tartalmaz, ezért ez a dolgozat mellékletében tekintheté meg.

1. Megoldas: (Korzo felhaszndlasaval, tételek felhaszndaldasa nélkiil)

Egészitsiik ki az alabbi modon a fenti abrat korzo segitségével!

\@%/

Azért van sziikség erre a kiegészitésre, mert igy a kort — illetve a metszetet is — feloszthatjuk
korivekkel hatarolt részekre. Ezeket a késdbbiekben konnyebb megemlités végett az alabbi

modon nevezzik el:

<>

,,Szirom”
,,K0zZEp”

metszet
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Ha megnézziik azt az abrat, amit mar felosztottuk a fenti | e, L
modszerrel, akkor lathatjuk, hogy a harom kor metszetében 3 db

»szirom” és 1 db ,,k6zép” van.

T Ty
Ha felosztunk egy egész kort is ilyen részekre, akkor abban 12
»Szirom” €s 6 db ,,k6zép” lesz. \
t\“———’/ S~

Az egész kor negyede 14—2 = 3 ,,szirom”, ¢és %= 1,5 ,kozép”
alakzatot tartalmaz. Ez 0,5 ,,k6zép”-pel (egy kozép felével) nagyobb, mint a metszet teriilete.

Ebbdl mar latszik, hogy a harom kor metszetének teriilete kisebb, mint a kor teriiletének

negyede, tehat a feladat kérdésére nemleges a valasz. m

2. Megoldis: (Altaldnos- és kozépiskolai eszkizok felhaszndldsdval)

A terliletképleteket altalanos- és kozépiskoldban Ko
(nem matematika tagozatos osztalyban) altaldban
nem vezetjik le, igy most a kész képleteket
hasznaljuk fel a feladat megoldasahoz, amelyek a [9]
szamu konyv 54, 59 és 60. oldalan taldlhatok meg.
A kor teriiletét a kdvetkezOképpen szamithatjuk ki:

Tyor = T°T

A korok A, B, C betlikkel jelolt metszéspontjait
Osszekotve szabalyos haromszdget kapunk, melynek
mindharom oldala a harom (azonos sugarti) kor sugaraval, r-rel egyenld. A haromszog
teriiletét ugy szamitjuk ki, hogy az alapot megszorozzuk a hozzé tartoz6 magassaggal, majd
ennek a felét vessziik. A feladatban szerepld hdromszog teriiletét ennek felhasznalasaval az

alabbi modon szdmithatjuk ki:

r-m,
Théromszt')g = T A r B
A magassag kiszamitasahoz Pitagorasz tételét hasznaljuk fel:
m
r
72
— ) . :
( 2) +m, T
2 2,.2 2 2 _ .2 2 2
m2:r2_(£) :2r_r_:4r r:3r zg(t)
" 2 2?2 2?2 22 22 2 C
V3
m,=—r
T2

Ezt behelyettesitve a teriiletképletbe a kdvetkezdt kapjuk:
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r .
Théromszég = >

S

2

r

r V3
4

A k; kor BC korivének hosszat az i =a-r képlettel
hatarozhatjuk meg, ahol a a sz6g radianban mért nagysaga. Ennek
felhasznalaséaval a korcikk teriilete a kovetkezoképpen irhaté fel:

2

i'r a-r
Tksrcikk =5 T3 G

Mivel a szabalyos haromszog mindharom csucsahoz tartoz6 szoge megegyezik, és tudjuk,

hogy a haromszog szdgeinek 0sszege 180°, igy mindharom szoge

Tehat a korcikk teriilete

2

T
Tisrcikk = > g "

Ebbdl kivonva a szabalyos haromszdog teriiletét, megkapjuk az i korivhez tartozé korszelet

teruletét.

o, V3, 2wrt-3F (2m-3V3)

Tisrszetet = Tkorcikk — Théromszég = g T 4 r 12 12

A harom kor metszetének terilete:

(2m—3v3) , 3
1t —r° =

Tnetszet = 3 * Tkorszeter + Théromszt')g = 12 4
2m—3V3++V3 , 2m—-2V3 |, m—-+3 ,
= re = re = r
4 4 2
A kor teriiletének negyede:
Tior T°T
4 4
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Az Osszefliggés a metszet teriilete és a kor teriiletének negyede kozott:

N - B, 0 % J4
(2m — 2V3)r? é rim /ir? (r>0)
2 — 23 E?I T /-
m—2V3 |——3| 0 /+2v3
314~1 [l 2v3 ~ 3,46

Mivel 3,14 < 3,46, ezért az egyenlOtlenség soran végig a < jelet irhatjuk a négyzetek
helyére. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az elsé sorban sem valtozik az
relacid irdnya.

Tehat ebbdl a megoldasbdl is az dertil ki, hogy a harom kor metszetének teriilete kisebb,

mint a kor teriiletének negyede. m

A kovetkezd feladat szovege sajat otletbdl szarmazik. Ahogy az ellipszis egyenletét irtam
az elméleti attekintést tartalmazo fejezetben — ahhoz, hogy a specialis eseteként 1étrejovo
kor egyenletéhez jussunk —, eszembe jutott, hogy fel lehetne haszndlni az ellipszist, mint
tojashoz hasonl6 format. Analizishez kapcsolodva pedig szintén az ellipszis alsé €s felso ivét
normaltartomanyként alkalmazva kiszdmithatjuk az ellipszis teriiletét. A megoldasként

kapott teriileteket pedig akar 0ssze is hasonlithatjuk.

3.1.2. Feladat: Tojas

Tojashoz hasonlo formdakat szeretnénk kivagni papirbol, hogy

késobb  kidiszithessiik husvétra. Téglalap alaku papirjaink

vannak, amelyeknek oldalai 4 cm és 7 cm hosszuak.

a) Hatarozzuk meg egy "tojas" teriiletét!

b) Ha 70 db papirunk van, szamitsuk ki, mekkora teriiletet kell
lefesteniink, hogy tudjuk, mennyi festékre lesz sziiksegiink!

¢) A maradék papirbol hany tojas jonne még ki, és utana mekkora

teriiletii papir maradna, amit mar nem tudunk hasznositani?
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1. Megoldas: (Altalanos- és kozépiskolai eszkozok felhaszndlasdaval)

a) feladatrész

A feladat megoldasa sordn egy olyan ellipszissel fogunk dolgozni, amelynek nagytengelye
7 cm, kistengelye pedig 4 cm hossza. A [9] konyv 60. oldalan talaljuk az ellipszis

tertiletének meghatarozasadhoz sziikséges képletet:
Teipszis =T a-b

Mivel az ellipszis nagytengelye 2a, kistengelye pedig 2b hosszl, igy a és b hosszat ugy
kapjuk meg, hogy megfelezziik éket. igya=7cm:2=35cm,b=4cm:2=2cm.
Tehat az ellipszis teriilete:

Tenipszis =T 3,5cm-2cm =m-7 cm? = 21,99 cm?,
Tehat egy tojas teriilete 21,99 cm?.
b) feladatrész

Ha 1 db tojas teriilete 21,99 cm?, akkor 70 tojas teriilete a kovetkezoképpen szamithato ki:

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Darabszam Teriilet
Tojdsok """"""" 1 'dB'féjé's'""""""E """""" 2199 cm? |
""""""" 70dbtojas ¢ xem?

70 - 19,79 cm? 5
T70t0jé'15 = 1 = 1 539,3 cm

70 db tojas teriilete 1 539,3 cm?.
¢) feladatrész

Ennek a feladatnak a megoldasdhoz eldszor a téglalap teriiletét kell kiszamitanunk,
amelynek képlete szintén a [9] szdmu irodalomba, csak most az e€l6z0d, 59. oldalon talalhato

meg (mas betliket haszndlok, mert az a és b jelolést mar az ellipszisnél is hasznaltuk:

Ttéglalap =xy
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Ebbe a képletbe helyettesitjiik be a téglalap adatait: x = 7 cm, y = 4 cm.
Teeglalap = 7 cm -4 cm = 28 cm?.
Ezutan egy tojas papir tertiletét kivonjuk a téglalap teriiletébdl igy megkapjuk a maradék
papir teriiletét.
Tmaraask = Ttégiatap — Teipszis = 28 cm? — 21,99 cm? = 6,01 cm?.
Mivel 70 db papirunk van, ezt is meg kell szoroznunk 70-nel, hogy az 6sszes maradék papir
teriiletét megkapjuk:
Toomaraask = 70+ 6,01 cm? = 420,7 cm?.
Ahhoz, hogy megkapjuk, hogy ebbdl mennyi tojas jonne még ki, el kell osztanunk egy tojas
tertiletével:
420,7 cm? : 21,99 cm? = 19,13 db
Tehat 6sszesen 19 egész tojas jon még ki beldle. Ahhoz, hogy megkapjuk, mennyi a teriilete
a maradék papirnak, azt kell kiszamolnunk, hogy 19 db tojasnak hany cm? a teriilete.
Tiotojas = 19+ 21,99 cm? = 417,81 cm?.
Ezt pedig mar csak ki kell vonnunk a 70 tojas maradékabol:
Tyégiegesmaradek = Tromaradsk — T1otojas = 420,7 cm? — 417,81 cm? = 2,89 cm?.

Azt kaptuk megoldasként, hogy dsszesen 19 db tojas jonne még ki a tojasok maradékabol,

és végiil 2,89 cm? papir maradna, amit mar nem tudunk felhasznalni. m

2. Megoldas: (Az egyetemi analizis eszkozeinek felhasznadldasaval)
a) feladatrész

A feladat megoldasahoz az ellipszis kanonikus egyenletét fogjuk hasznalni, amelyet a 2.6.9.
Tételben irtunk fel:

xZ y2
2 p=t

ahol a és b az ellipszis nagy ¢és kis féltengelye. Mivel megvannak a papir méretei, ezeket

hasznalhatjuk a nagy- és kistengely hosszaként. Ebben az esetben

7 cm . 4 cm
=35cm €s b=

> > =2cm.

a =
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Elészor az ellipszis ivét felbontjuk két részre: egy felsd, és egy also ellipszisivre. A 3.1.1.
feladat 3. megold4sahoz hasonléan (ami a mellékletben taldlhatd) — ahogy a korivnél is volt
mar errdl sz6 — nem létezik olyan fiiggvény, amelynek a grafikonja ellipszis, viszont olyan
igen, aminek a grafikonja a kékkel, illetve a pirossal jelolt ellipszisiv.

A

y

v

—a=-35 a=3,5

A kovetkezdekben az ezen két ellipszisivet meghataroz6 fiiggvényt fogjuk levezetni
ekvivalens atalakitasokkal. Ehhez a fent kiszdmolt a és b értékét helyettesitjiik be a szintén

fent talalhaté egyenletbe, majd az alabbi miiveleteket végezziik el:

xZ 2
L
352 " 22
X Y /-12,25
12,25 4 /4
4x% +12,25y% = 12,25 - 4 /—4x?
12,25y% = 49 — 4x? /:12,25
49 — 4x2
2 e ]
Y 12.25 W

iyl = |4 4x2
Y= 12.25

L

16x2
49

y== |4



Tehat az ellipszisiveket a kovetkezo fliiggvényekkel irhatjuk fel:

16x2

Felsd ellipszisiv: f(x) = 19 € [-3,5;3,5]
16x2

Also ellipszisiv: gx)=—[4— 29 € [-3,5;3,5]

Ezutan pedig a két iv altal kozbezart normaltartomany segitségével hatarozzuk meg az

ellipszis tertiletét. (2.4.26. Definicio)

A normaltartomany teriiletének kiszamitasahoz pedig a 2.4.27. Tételt fogjuk felhasznalni:

a 16x2 16x2
Tellipszis = t(Nf,g) = f (g _f) = f dx —f 4 —
—-a
f3'5 A 16x2d +f 16x2d f 16x2
= — X X =

35 49

196 16x2 _y 196 . 162 e

dx = 29 196 )~

3514 3,5 2.X'
=2-f 1-— dx—2 j dx =4 f 1— dx
—357 3,5

Erre alkalmazzuk a éx =sint, azaz x = %sin t, t€E [—g,g] helyettesitést. Mivel

7 .
dx = 5 €os t dt, ezért

Nl

Vi

77 27 2 _
4-] Ecost- 1—(7-§smt> dt=14-] cost 1 —sin?tdt

NI

Mivel sin?t + cos?t = 1, igy 1 — sin®t = cos? t
s

2
= 14fﬂcost- cos?tdt = 14] cost - |cost|dt =
2

B

|
I
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Mivel cos |[_EE > 0, ezért
2’2

T
7 7 sin 2t 2
=7f 2-cosztdt=7f (cosZt+1)dt=7[ +t] =
_r _r 2 _T
2 f 2
| cos2t = cos? ¢ —sin?¢ |
E cos?t = cos2t+ sin?t \
1 1—c052t:
E (sin®t + cos?t = 1) :
1
E 2cos’t =cos2t+1 |
. Vs . Vs
sin2-5 g 51n2-(—7) n sinm m sin-m 7w T
=7 - ——= =7< +=— +—>=7(2'—)=
2 2 2 2 2 2 2 2 2

=7-m = 21,99 cm?
Tehét az ellipszis teriilete:  Topipszis = 7 T = 21,99 cm?
b) és c) feladatrész,

Ez a két feladatrész egyetemi eszkozok nélkiil oldhaté meg, és a megoldasa ugyanaz, mint

az el6z0 megoldas b) és c) feladatrésze. m
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3.2. Térfogatszamitas

A kovetkezd feladat a [8] Szorakoztato szakkori feladatok c. egyetemi kurzus 9.

feladatsorabol valo, ahol a gyakorlatvezetd Gémes Margit volt.

3.2.1. Feladat: Oszibarack

Oszibarackot visdrolunk. A nagyok dtmérdje 10 cm, a kicsik datmérdje 7 cm. A nagyok
kilogrammja 800 forint, a kicsiké 500 forint. Modellezziik a barackot is, és a magjat is

gombbel, és tegyiik fel, hogy mag datmérdje a teljes gyiimélcs atmeérdjének a harmada.

a) Melyiket érdemes venniink, ha az egyetlen szempontunk az, hogy minél tobb dszibarackot

ehessiink ugyanannyi pénzért ugy, hogy a barackok stiriisége megegyezik?
b) Miben valtozik a megoldasunk abban az esetben, ha eltéro a két barack stiriisége?

Ennél a feladatndl els6ként az altaldnos- illetve kozépiskolaban szerepld fogalmakat,
képleteket hasznalva, a masodik esetben pedig gdmb forgastest tulajdonsagat kihasznalva —

forgastest térfogataként — integralszamitas segitségével jutunk megoldésra.

1. Megoldds: (Altaldnos- és kizépiskolai eszkizok felhaszndldsdval)
Eldszor is tekintsilk meg egy abran a barack, illetve a benne talalhaté mag modelljét

1
(mindkettét gdbmbként abrazolva), amin a mag atmérdje 3 része a barack atmérdjének.

Az 3.1.1. Feladat 2. megoldasdhoz hasonloan a kiszdmitashoz sziikséges képleteket a [9]
konyvben talalhatdo formaban fogjuk haszndlni. Az ehhez a feladathoz sziikséges gomb

térfogatanak képlete a 67. oldalrél szarmazik:

V_4-r31t
-3
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A feladat szovegebdl tudjuk, hogy a nagy Oszibarack atmérdje dyqg4, = 10 cm, tehat a
sugara Tyq4y = 5 cm, akicsi€ pedig dy;cs; = 7 cm, tehat a sugara ry;.; = 3,5 cm. A magok
atmerdje a teljes gylimoles atmerdjének harmada, tehat dyqgymag = ? ~ 3,33 cm, igy
Thagymag = g ~ 1,67 cm. A kicsi barackoke pedig dyismag = g ~ 2,33 cm, igY Tkismag =
33;5 ~ 1,17 cm. Ezek alapjan a barackok husanak térfogata ugy szamolhat6 ki, hogy a barack
térfogatabol kivonjuk a mag térfogatat.

Tehat a nagy Oszibarack térfogata (a maggal egyiitt):

4-537 4-125m 5007
Yhagy = =3~ =3 =3

A magjanak térfogata:

~ 523,599 cm3

5\3 53 125
nagymag 3 3 3 81

A nagy barack huséanak térfogata:
Vaagynis = Vaagy — Vnagymag = 523,599 — 19,39 = 504,209 cm?
A kicsi 6szibarack térfogata:

4-35°m  4-42,875m 1715w 538,78

Viicsi = 3 = 3 =— 3~ 179,59 cm?
A magjanak térfogata:
3,5\° 3,53 42,875
4 - (T) T 4 33 T 4 27 T 171,5% 3
Vkismag = 3 = 3 = 3 = 81 ~ 6,65cm

A kis barack husanak térfogata:

Vkishﬁs = Vkicsi - Vkismag = 179,59 - 6,65 = 172,94 Cm3

a) feladatrész
Egy altalam talalt, [11]-es forrasként szerepld cikk alapjan 0,9986‘# ~ 1g/cm® az

dszibarack slirlisége, ezért koriilbeliil 1 000 cm? barack felel meg ~ 1 kg = 1 000 g-nak.
Mivel az a) részben a barackok silirlisége megegyezik, nem sziikséges tomegben szamolnunk,
hanem maradhatunk a térfogatnal, hiszen a mérészamok ugyanazok maradnak. A fenti
(1 000 cm3-es) térfogathoz legkdzelebb 2 db nagy barack térfogata 4ll:

Vinagy = 2 523,599 cm® = 1 047,198 cm?

melyek htsa
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Vanagynis = 2 * 504,209 cm® = 1008,418 cm?
Ennek ara a kovetkezOképpen szamithat6 ki:

Halkg ~ 1000 c¢m?3 nagybarack 800 Ft-bakeriil, akkor 1 047,198 c¢m3 (melynek hiisa,
amit meg tudunk enni 2 - 504,209 cm3 = 1 008,418 cm3-es)

Térfogat Ar
Nagy barack . ~1000cm® . 800Ft
""""" 1047,198 cm® | Xnggy

_____________________________________________________________________________

1 047,198 cm?3 - 800 Ft
1000 cm3

Ha 179,59 cm3-es 1 db kis barack, akkor kozel 1kg ~ 1000 cm3® tomegii barack

= 837,76 Ft =~ 840 Ft.

3
darabszama 1000cm  _ 5,57 = 6 db.

179,59 cm3
Vekicsi = 6 179,59 cm® = 1 077,54 cm3
Ennek htisa, amit meg tudunk enni
Verisnas = 6 172,94 cm3 = 1037,64 cm3
Ha 1kg ~ 1000 cm? kis barack 500 Ft-ba keriil, akkor 1 077,54 cm® (melynek husa
1037,64 cm3-es):

Térfogat Ar
Kis barack o 1000cm3 . 500Ft |
"""""" 107754cm® | Xgew |

1077,54 cm3 - 500 Ft
1000 cm3

= 538,77 Ft = 540 Ft.

Ezzel koriilbelil 1 kg tomegli barack térfogatat hatdroztuk meg (egész barackok esetén)
kiilon a kis-, illetve nagy barackra vonatkoztatva. Most pedig azt szamoljuk ki, hogy
1 000 Ft-ért milyen térfogata barackot (Ynagy €8 Viicsi), illetve barackhlst (z,44y €8 Ziicsi)
kapunk, hogy lassuk, melyiket érdemes megvenni (melyik esetben jutunk tobb

barackhtishoz):

Ar Teljes barack Barackhus
Nagybarack J | 835Ft | 1047,198 cm® | 1008418cm? |
1000 Ft Ynagy Znagy
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1000 Ft-1047,198 c¢m?

Ynagy = 335 it ~ 125413 cm?3
1000 Ft-1008,418 cm3
Znagy = 935 Ft ~ 1207,69 cm?
o Ar Teljes barack | Barackhis |
Kisbarack i  540Ft |  107754cm® |  1037,64cm® |
________ 1000Ft | Yeesi ¢ Zest

________________________________________________________________________________________

1000 Ft-1077,54 cm?

Viicsi = 520 Ft ~ 199544 cm3
1000 Ft-1037,64 cm3 3
Zyicsi — 540 Ft ~1 921,56 cm

A szamitasunk végén azt kaptuk eredményként, hogy 1 000 Ft-ért 1 254,13 cm? térfogath
nagy barackot (amelynek hiisa 1207,69 cm?®), illetve ugyanezen az aron 1995,44 cm3

térfogatu kis méretii barackot (1921,56 cm3 hussal) tudunk venni.
A kett6 kiilonbsége:
|Znagy — Zicsi| = 11 207,69 cm® — 1 921,56 cm®| = 713,87 cm®

Tehat kis barackbél 713,87 cm3-rel tobbet tudunk enni ugyanannyi pénzért, mint nagy

barackbol. m

b) feladatrész

Az eldz6 feladatrészben azt néztiik meg, hogy akkor melyik barackot érdemes megvenni,
ha a sirliségiik azonos. Most olyan eseteket probalunk ki, amelyben a stirliségek
kiilonbozdek. A mag térfogatat most minden esetben kiilon nézziik a hus térfogatatol, és a
két barack magjanak stirtisége azonos lesz. (Csak a hus stirtisége lesz eltérd.)

Eldszor azokat az adatokat nézziik végig, amelyekbdl minden esetnél kiindulunk:

1 db nagy észibarack térfogatadatai

Teljes nagy barack Vaagy = 523,599 cm?
Magja Vaagymag = 19,39 cm®
Husa Vnagynas = 504,209 cm?

Vnagy = V;lagymag + Vnagyhﬁs
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1 db kicsi oszibarack térfogatadatai

___________________________________________________________________________________________________________________

Teljes kicsi barack Viiesi = 179,59 cm3
Magja Viismag = 6,65 cm?
Husa Viisnas = 172,94 cm3

Viiesi = Vkismag + Vkishas

Aztan pedig azt szamoljuk ki, hogy 1 000 Ft-os aron mekkora lesz a barackok tomege

(maggal egyiitt).
"""""""" Tomeg |  Ar
Nagy barack o kg 800 Ft |
"""""""""" x . 1000Ft |
1000Ft-1kg 5 0 125kg=1250g
800 Ft 4
"""""""" Tomeg .  Ar
Kicsi barack o 1kg 1 500Ft |
"""""""""" x . 1000Ft |

1000 Ft-1kg
500 Ft

=2kg=2000g

1. eset: Kis barack husanak stirlisége a nagyobb

A stirtiségek legyenek a kovetkezoek:

! g
Kis b k husdnak siiriisé, : =12—;
is barack husdnak siiriisége i Pk o
. v o g
Nagy barack husdanak siiriisége Pn = 0,9%
Mag siiriisé | =147
ag siiriisége : Pm = LA 03

A tomeget a kovetkezo fizikabol tanult képlettel tudjuk kiszamolni:
m=p-V
Ezt a képletet kiilon kell alkalmazni a nagy barack husara és magjara, majd ezek 6sszegeként

kapjuk meg a teljes barack tomegét.

Mnnas = Pn " Vaagy s = 0,9%- 504,209 cm3 = 453,79 g
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g
Mpmag = Pm * Vnagymag = 1,4%- 19,39 cm3® = 27,146 g

My = Mppes + Mumag = 453,79 g + 27,146 g = 480,936 g

Utana ugyanezt fogjuk elvégezni a kis barackra is:

Minas = Pk " Viisnis = 1,2%' 172,94 cm3® = 207,528 g

9
mkmag =Pm" Vkismag = 1'4% 6,65CTn3 = 9,31g

My = Mypgs + Mimag = 207,528 g +9,31 g = 216,838 g
Most pedig megnézziik, hogy az 1 000 Ft-os aron melyikbdl hany darabot kapunk (ehhez
fent mar kiszamoltuk, hogy az aruk alapjan hany g fér bele 1 000 Ft-ba). Mivel a barackokat
egészben arusitjak, igy kerekiteni fogunk:

Nagy barack 12509 :480,936 g = 2,6db = 3db

Kicsi barack 2000g :216,838g =9,22db = 9db

Végiil pedig arra vagyunk kivancsiak, mennyi lesz a histomeg a kétféle méretii baracknal
1 000 Ft-bol, hiszen ebbdl tudjuk meg, hogy melyiket érte meg megvenni. Ehhez meg kell

szorozni a darabszamot az el6bb kiszdmolt barackhustomegekkel.

El0szor nem egész barackra nézziikk meg:

Nagy barack | Mynisiooore = 2,6 db - 453,79 g ~ 1179,854 g

Kicsi barack Mynasiooort = 9,22 db - 207,528 g = 19134 g
A kett6 kiilonbsége: |
|Mnris1000Ft — Mintsiooo | =11179,854 g —1913,4 g| = 733,546 g

Egész barackokkal szamolva pedig (nyilvan igy az ar is valtozik a tdmegbeli eltérések miatt):

Nagy barack Moniskbiooors = 3 db 453,79 g ~ 136137 g
Kicsi barack Mynaskbiooor: = 9 db - 207,528 g = 1 867,752 g
A kett6 kiilonbsége: |

| My naskpiooore — Minaskbiooorel = 11 361,37 g —1867,752 g| = 506,382 g

Tehat igy méginkabb a kicsi barackot érdemes venni.
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2. eset: Nagy barack husanak stirlisége a nagyobb

A stirtiségek legyenek a kovetkezoek:

Kis barack husdanak siiriisége

g
=04—
Pk Cm3
. " g
Nagy barack husdanak siiriisége Pn = 2 p
o | g
Mag siiriisége : Pm =5—3

Ugyanugy kezdjiik, ahogy az el6z6 esetben: élészér a nagy barack tomegadatait szamoljuk
ki:

Munts = Pr " Vnagyhts = 2%- 504,209 cm3 = 1 008,418 g

9
Mpymag = Pm* Vnagymag = 3%' 19,39 cm3 = 58,17 g

My = Mppgs + Mpmag = 1 008,418 g + 58,17 g = 1 066,588 g

Utana ugyanezt végezziik el a kis barackra is:

Minis = Prc - Viishas = 0’4%' 172,94 cm3 = 69,176 g

9
Mrmag = Pm* Vkismag = 3%' 6,65cm3 = 19,95 g

My = Mypgs + Migmag = 69,176 g + 19,95 g = 89,126 g
Most pedig megnézziik, hogy az 1 000 Ft-os aron melyikbdl hany darabot kapunk:

Nagy barack 1250g9:1066,588g ~1,17db =~ 1db

Kicsi barack 20009 :89,126 g = 22,44 db = 22 db

A hustomeg 1 000 Ft-bol (nem egész szamu barackkal szdmolva):

Nagy barack Mynasiooort = 1,17 db-1008,418 g = 1179,85 g

Kicsi barack Mynasiooort = 22,44 db - 69,176 g = 1 549,54 g
A kett6 kiilonbsége: |

|Mnnisi000re — Minasi00ore] = [1179,85 g —1549,54 g| = 369,69 g
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Egész barackokkal szamolva a kdvetkez6 hustomegeket kapjuk (igy az ar is valtozik):

Nagy barack Munaskpiooore = 1 db-1008,418 g = 1 008,418 g

Kicsi barack Mynaskbiooor: = 22 db - 69,176 g = 1 521,872 g
A kett6 kiilonbsége: |

| My naskbiooort — Minaskbiooore] = 11 008,418 g —1 521,872 g| = 513,454 g

Tehat igy még mindig a kicsi barackot érdemes venni, de mar kevesebb az arkiilonbség.

3. eset: Nagy barack husanak stirisége sokkal nagyobb

A striiségek legyenek a kovetkezdek:

! g
Kis b k huisanak siiriisé : =02—
is barack husdnak siiriisége . Pk -
N b kh r _r k oo _ g
agy barack husdnak siiriisége Pn = g
Mae siiriisé 5 _ 49
ag siiriisége | Pm = oo

Ugyanugy kezdjiik, ahogy az el6zd esetben: élészér a nagy barack tdmegadatait szdmoljuk
ki:
Mpnas = Pn " V5 i =3L-504209cm3=1512627g
nhus n  Ynagyhus cm3 ’ ’

9
Mpmag = Pm * Vnagymag = 4%' 19,39 cm3 = 77,56 g

My = Mypgs + Mpmag = 1519,627 g + 77,56 g = 1590,187 g

Utana ugyanezt végezziik el a kis barackra is:

Menis = P Vieishis = o,zc%- 172,94 cm?® = 34,588 g

g
Mymag = Pm* Vkismag = 4%' 6,65cm> = 26,6 g

My = Mypgs + Migmag = 34,588 g + 26,6 g = 61,188 g

Most pedig megnézziik, hogy az 1 000 Ft-os aron melyikbdl hany darabot:

Nagy barack 12509 :1590,187 g = 0,79db =~ 1db

___________________________________________________________________________________________________________________

Kicsi barack 2000g:61,188g ~ 32,686 db =~ 33 db

A hustomeg 1 000 Ft-bdl (nem egész barackokkal szdmolva):
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Nagy barack Mynasiooort = 0,79db-1512,627 g = 119498 g

'
__________________________ T T NN N .
'

Kicsi barack Mynasiooor: = 32,686 db - 34,588 g = 1 130,54 g
A kettd kiilonbsége: |

IMphis1000Ft — Mihas1000rt] = 11 194,98 g — 1 130,54 g| = 64,44 g

Egész barackokkal szamolva pedig (az &r megvaltozasaval):

Nagy barack Munaskbiooort = 1 db-1512,627 g =~ 1512,627 g
Kicsi barack Mynaskbiooort = 33db 34,588 g ~ 11414 g
A kettd kiilonbsége:

|MphaskbioooFt — Mihaskbiooort] = 11 512,627 g —1141,4 g| = 371,227 g

Tehat most mar a nagy barackot érdemes venni.

4. eset (utolsd): Nagy barack huisanak stirlisége ismeretlen

A stirtiségek legyenek a kovetkezoek:

: g
Kis b k husanak siiriisé; : =02—
is barack husdnak siiriisége | Pk o
. " 9
Nagy barack husdanak siiriisége Pn = xﬁ
Maw siiriise | _ 49
ag surusege Pm = %

Ugyanugy kezdjiik, ahogy az el6z0 esetben: eldszor a nagy barack tomegadatait szamoljuk
ki:

Munas = Pn * Vnagynis = XCJ# + 504,209 cm3 = 504,209 - x g

g
Muymag = Pm* Vnagymag = 4%' 19,39 cm3® = 77,56 g

My = Mppes + Mumag = 504,209 -x g+ 77,56 g
A kis barack stirlisége maradt az, ami az elézében:

Mynas = Pk " Viisnis = O,ZCJ#- 172,94 cm® = 34,588 g

g
Mrmag = Pm* Vkismag = 4%' 6,650m3 =266g

My = Mypgs + Mygmag = 34,588 g + 26,6 g = 61,188 g
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Most pedig megnézziik, hogy az 1 000 Ft-os aron melyikbdl hany darabot kapunk:

Nagy barack | 1250 g : (504,209 - x g + 77,56 g) db

___________________________________________________________________________________________________________________

Kicsi barack 2000g:61,188g =~ 32,686 db ~ 33 db
A hustomeg 1 000 Ft-bol:

Nagy barack | Mupis1000re = 1250 g ¢ (504,209 x g + 77,56 g) - 504,209 x g

___________________________________________________________________________________________________________________

Kicsi barack Mynasiooor: = 32,686 db 34,588 g =~ 1130,54 g
Akkor éri meg egyforman mindkét barack vasarlasa, ha azonos aron ugyanolyan tomegi
barackhust tudunk enni mindkettdbdl. Tehat

Myhis1000Ft = Mkhas1000Ft

1250 : (504,209x + 77,56) - 504,209x = 1 130,54

1250 504,209x = 1 130,54
504,209x + 77,56 ~ 400% T '
630261,25x 13054
504,209x + 77,56 ’ /- (504,209x + 77,56)

630 261,25x = 1 130,54 - (504,209x + 77,56)

630 261,25x = 570 028,443x + 87 684,68 /—570028,443x
60 232,757x = 87 684,68 /:60 232,757
x =146 = p,

Most csak a nagy barack adataival fogunk szamolni, hiszen a kis barack silirtisége nem
valtozott az el6z0 feladatban szerepléhdz képest, tehat ahhoz az ott kiszamolt értékeket

fogjuk hasznalni, nem szamoljuk ki még egyszer.

Probaljuk ezt a stirliséget behelyettesiteni a nagy barack tdmegadatainak kiszdmitasanal:
Manis = P Vnagy s = 1,46%- 504,209 cm3 = 743,45 g

g
Mpmag = Pm * Vnagymag = 4%- 1939 cm3® =7756¢

My = Mupgs + Mpmag = 743,459+ 77,56 g = 821,01 g

Most pedig megnézziik, hogy az 1 000 Ft-os aron hany darabot kapunk:

Nagy barack | 1250 g :821,01 g ~ 1,52db =~ 2 db
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A hustomeg 1 000 Ft-bdl (nem egész barack esetén):

Nagy barack Mynasiooort = 1,52+ 743,45 g =1130,044 g

A kettd kiilonbsége:
|Mpnas1000rt — Minasiooore] = 11 130,044g — 1 130,54 g| = 0,496 g

Egész barackkal szdmolva (kb. 2 000 Ft esetén) pedig

Nagy barack Mounisaooore = 3 * 743,45 g = 2 230,35 g

Kis barack Mynaszo00rt = 66 db - 34,588 g =~ 2 282,89
A kettd kiilonbsége:

|Mpnas2000 = Minaszooorel =12 230,35 g —2282,8 g| =52,45¢g

Tehat most kézel azonos tomegiit kaptunk mindkettdbdl, igyhogy igy ugyanannyira éri meg

megvasarolni 6ket. m

2. Megoldas: (Az egyetemi analizis eszkozeinek felhasznaldsaval)

a) feladatrész

Ebben a megoldasban, mivel nem altalanos gombokkel szamolunk — mint ahogy a 2.1.1.
feladat esetében altalanos korok teriiletével dolgoztunk —, ez a megoldas csak abban tér el
az el6z6tdl, hogy a gdmb térfogatanak képletét integralszdmitassal vezetjlik végig. Az ezutan
szerepld szamitdsokkal — ahol a konkrét adatokat helyettesitjiik be a képletbe — mar
ugyanugy dolgozunk tovabb, mint az 1. megoldas esetén, igy azt mar nem fogom teljes
egészében még egyszer leirni.

A gomb térfogatanak kiszamitasdhoz eldszor az origd kozépponti kor egyenletére van

sziikségiink, amely az 2.6.6. Allitas alapjan:

(1) x2+y?=1r?
Vagy kanonikus alakban—az ellipszis 2.6.10. Specidlis eseteként — a kovetkezd alakban
irhato fel:
X2 y?
(2) T_z + T_z =1

Mindkét alak esetében r > 0.

Mivel nincs olyan fliggvény, melynek a grafikonja egy kor lenne, olyan viszont van,

amelynek a grafikonja félkor, ezért a kort két félkorre bonthatjuk fel, ezeket a fliggvényeket
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pedig ugy kaphatjuk meg, ha az elézdleg felirt kor egyenletébdl kifejezziik az y-t. Most az
(1) egyenletet fogjuk ehhez felhasznalni segitségképpen:
X2 +y? =12 /—x?
y2 =12 — 2 / \/_
Iyl =Vr2—x?
y= =
Ha a felsd félkor egyenletét forgatjuk meg az x tengely koriil, akkor épp a nekiink sziikséges

gombot kapjuk meg, igy a kovetkezd 4bra alapjan fogunk dolgozni:

A

y

f) =yrz—x2

A barackok térfogatanak kiszamitdsakor integralni fogunk, amihez a sziikséges elméleti
attekintést az 2.4. Integralszamitas cim alatt taldljuk meg. Mivel a gdbmb forgastest, igy a
forgastest térfogatanak kiszamitasdhoz sziikséges 2.4.29. Tételben szerepld szabalyra van

sziikségiink a gdomb térfogatanak kiszamitasahoz:

r r r
szn-fz(x)dxzfn-(rz—xz)dxzn-frz—xzdxz
-r =T -r
T T T T x3-r-
=m- frzdx—n-szdx=r21'tj1dx—n-szdx=r2n-[x]ir—n-[?l =
-r -r -r -r -r
r (-7)? r3  [—r3
— 2. —(— — T I — 2. — e — [ — —
rem ((r) ( r)) T ((3) < 3 ) r‘m-(r+r)—m 3 <3 )
_ 2y r3+r3 oy 2r’n _6rim 2rinm _ 4r’m
A LY R T 3 3

A nagy barack sugara r = 5 cm, tehat az elézdleg kiszdmolt eredménybe behelyettesitve

megkapjuk a térfogatat:
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4-53¢ _ 4-125m 500w

Thagy = 3 3 3~ 523,599 cm3

A kis barack sugara r = 3,5 cm, tehat a térfogata:

4-35°  4-42,8751  1715m

Tricsi = T = 2 === 179,59 cm3

A barackmagok térfogatahoz pedig szintén az imént kiszamolt képletet hasznaljuk, annyi
kiilonbséggel, hogy tudjuk, hogy a barackok magjanak atmérdje a barack atmérdjének
harmada, igy a sugaruk pedig a barack sugardnak harmada lesz. Tehat a nagy barack
magjanak sugara r = 2 cm, a kis barack magjanak sugara pedig r = 33—5 = % cm

A nagy barack magjanak térfogata tehat:

5 3
4 (§) ™ 4-1257  500m
T = = =
negy 3 3 3

~ 523,599 cm?3

A kis barack magjanak térfogata pedig:

3

7
4 (g) T 4-42875t 171,57 5
Thicsi = 3 = 3 = 3 ~ 179,59 cm

A feladat megoldasa innentdl ugyanaz, mint az el6z6 megoldas esetében, igy ezt mar nem

irom le még egyszer.

A megoldas végén ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az el6z6 megoldas soran, tehat hogy
1000 Ft-ért 1254,13 cm3 térfogatt nagy barackot, illetve ugyanezen az 4&ron

1 995,44 cm3 térfogath kis méret(i barackot tudunk venni.
fgy kis barackbol sokkal tobbet tudunk enni ugyanannyi pénzért, mint nagy barackbol.
b) feladatrész

Ugyanugy oldhaté meg, ahogy az 1. megoldasban szerepld b) feladatrészben, igy ezt mar

nem irom le még egyszer. m
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A kovetkez6 feladathoz az inspirdciot egy altalam vasarolt tivegtal adta, ami a feladatban
szerepld tallal azonos méretekkel rendelkezik. A feladat szovegét ezen oOtlettdl vezérelve

fogalmaztam meg.

3.2.2. Feladat: Uvegtal

Egy ismert lakberendezési boltban tivegtalat vasaroltunk ahhoz, hogy Karacsonyra puncsot
készithessiink bele a vendégeknek. A tal csonkakup formaju, amelynek az alja egy 14 cm
atmeéeroji korlap, a tetején lévo kor atmérdje ennek duplaja, a magassaga pedig 15 cm-es.

Szeretnénk meghatarozni az vrtartalmat, hogy tudjuk, mennyi puncsot készitsiink.

1. Megoldis: (Altaldnos- és kozépiskolai eszkozok felhaszndldsdval)

A tal adatai a kovetkezOk:

Az aljanak atméréje: d = 14 cm, tehat a sugara r = 7 cm. Tudjuk, hogy a tetején 1évo
korlap atmérdje dupldja az aljan 1évo korlap atmérdjének, tehat D = 28 cm, igy a sugara
R=14cm.

A csonkakup magassdga m = 15 cm hosszu.

A feladat megoldésa eldtt nézziik meg a megoldashoz tartoz6 abrat az adatokkal:

d=14cm

A feladatban hasznalt képleteket szintén a [9] konyvbdl kimésolva hasznaljuk. Az ezen

feladathoz sziikséges csonkakup térfogatat a 66. oldalon talaljuk meg:

mwT-m
V=T-(R2+r2+Rr).

A képletbe a fenti adatokat behelyettesitve kapjuk a kdvetkezd eredményt:

_n-lScm

V= 3 (14cm)?+ (7ecm)? +14cm-4com) =
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=5cm - (196cm?+49cm? +98cm?)=5cm-m-343cm? =1715cm® ' =
~ 5387,83 cm3 = 5,39 dm?3
Mivel viz esetén 1 dm3 = 11, ezért 5,39 dm3 = 5,39 .

Tehat 5,39 [ puncs fél az iivegtalba. m

2. Megoldas: (Az egyetemi Analizis eszkozeinek felhasznalasaval)

A konnyebb szamolas érdekében jo, ha van egy részletes abrank, ami alapjan konnyebben
végig gondolhatjuk a megoldas részleteit. Mivel a csonkakup is forgéstest, igy a térfogatat
ismét a forgastest térfogatara vonatkozo tétel segitségével fogjuk meghatarozni. Ehhez a

kovetkezo abrara van sziikséglink:

(XZIYZ)
Ty P,(15,14)
\ N
(Xllyl) 1l \
[ I =
I 1 I
I | I > =
Q | N
@)
1 3 ]
: [
> =
| X . ﬁ
! 3
]
I
I
]

A feladat megoldasa soran eldszor két ponton (P; és P, pontokon) atmend egyenes
egyenletét kell felirnunk, majd — a forgastest térfogatanak kiszamitdsdhoz — ezt az egyenest
forgatjuk meg a [0, 15] intervallumon az x tengely koriil. Igy kapjuk meg végiil a tal
térfogatat.

A két pont a fenti adatok alapjan: P1(0,7) és P,(15,14).

Az egyenes egyenletéhez az 2.6.2. Definicioban szerepld iranytangenst szamoljuk ki:

yz_y1_14_7_ 7
x,—x; 15—0 15

m =

majd az iranytangenst felhasznalo egyenes egyenletét (2.6.3. Tétel) irjuk fel:
y = Yo = m(x — xo)

P, pontként a P; pontot fogjuk haszndlni.
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y—7=%(x—0) /47
7x
fE) =y=1+7
Most pedig a forgastest térfogatat fogjuk kiszamitani az 2.4.29. Tétel segitségével:

jbn-fz (x)dx

fls (7x+7)2d = f1549x2+2 7.2 4 49.dx =
. " \15 ¥=m), 225 15 *=

1549x2 1598x 15
=7 dx+m-| —dx+m-| 49dx=
i

49 15 98 15 15
=ﬁn-f0 xzdx+E7T-fO xdx+497r-f0 1dx =

49 [x° L8 ¢ ' 4 497 ]IS —
~2257 3 15772 TolXlo =
0 0
49 (153 ¢ L 98 152 (2 4 497+ (15— 0) —
—2257\ 3 73T\ T2 T -

_49 (3375 O>+98 (225 0)+49 (15— 0) =
225" 157\ 72 T -

3

K (225) + 497 - (15) =
225" 157\ 72 T =
1125-49  225-98

+ 15 40g = 20125 22050 oo
225 T T215 * T="225 "T730 " =

= 2451 + 7357 + 7357 = 1715w =~ 5387,83 cm3 = 5,39 dm?
Mivel viz esetén 1 dm?® = 11, ezért

539dm3 =5,391
Tehat 5,39 [ puncs fér bele a talba. m
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A kovetkez6 feladathoz tartozo [13]-as forrdsba az interneten vald bongészés soran
botlottam bele, és nagyon érdekesnek talaltam.

Miel6tt a feladatra térnénk, egy kis matematikatorténeti bevezetot tekintslink at ezzel
kapcsolatosan. Az ehhez kapcsolddo forras a [14]-es, [15]-0s és a [16]-o0s pontban érhetd el.

Evangelista Torricelli (1608-1647) olasz tudds, aki elészor Galilei egyik ismert
tanitvanyatol, Benedetto Castellit6l, késébb pedig magétol Galileitdl tanult rengeteget
matematikabol, mechanikabol fizikabol. Az 6 nevéhez flizodik a Torricelli-tétel fizikabol:
egy tartadly aljan, kis nyilason kifolyd viz — illetve késobb altaldnositotta barmilyen
folyadékra — kiomlési sebessége akkora, mintha a viz az edény folyadékszintjének
magassagabol szabadon esett volna. (Ehhez a Galilei altal felismert szabadesési torvényt
vette alapul.) Ezen kiviil 6 készitette el az elsd higanyos barométert is.

1641-ben a matematikdban is fontos eredményt ért el: felfedezett egy olyan térbeli
alakzatot, aminek a térfogata véges, mig a felszine végtelen. Ez a test Gdbriel harsondja
(Gébriel arkangyal utan), vagy mas néven Torricelli trombitdjaként lett ismert. Ez egy olyan
»trombita”, aminek legnagyobb kor alakti metszetének sugara 1 dm-es, viszont végtelen
hosszu, és az atmérdje egyre keskenyedik. Habar nincs vége, mégis tele tudjuk tolteni véges
mennyiségli folyadékkal, de ha le szeretnénk festeni, azt mar nem tudjuk megtenni, mert
végtelen mennyiségli festékre lenne sziikségiink.

Ehhez kapcsolddva a kdvetkezd feladatban a térfogatat, a 3.3. Felszinszamitas fejezetben

pedig a felszinét fogjuk kiszamitani.

3.2.3. Feladat: Gabriel harsonajanak térfogata

Szamitsuk ki, hogy ha teletéltenénk, mennyi viz férne el Gabriel harsondjaban!

a) Ugy kapjuk meg a feladathoz sziikséges testet, ha megforgatiuk meg az X tengely koriil az
flx) = i fliggvényt az [1, ) intervallumon.

b) Ha lenne egy ilyen formaju, de csak 4 dm magassagu vazank, amelynek a teteje a

szélesebb fele, abban mennyi viz férne el?
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1. Megoldas: (Integralszamitds segitségével)

a) feladatrész

1
0 U B _B__acle s s U—S'"'9““10""‘11’"‘1‘2‘“'

Mivel most is forgastest térfogatat fogjuk kiszamitani, ezért az 2.4.29. Tétel segitségére lesz

sziikséglink:

fbn-fz (x)dx.

Ezutan pedig improprius integralas (2.4.30. Definicio) segitségével fogjuk kiszamitani a

harsona térfogatat:

[ee] 1 [ee] u
Vharsona =f T —dx = n-f —dx=m- lim x2dx=m- li_r)go[—x_l]g =
1 X 1 X U= Jq u

17" 1 1 , 1
=1 lim ——] =1 lim (——)—(——) =n-11m<——+1)=n-(0+1)=
u—oo Xl u—oo u 1 u—oo u

=m-l=m
Ha egy beosztas 1 dm-t jelol az abran, akkor a feladatban szerepld harsonaban az imént

kiszamoltak alapjan T dm? ~ 3,14 dm3, vagyis kériilbeliil 3,14 [ viz férne el.

1 2 3

-1

b) feladatrész

A
T

A véza térfogatdhoz viszont mar nem kell improprius integral, hiszen véges a magassaga
(4 dm hosszu, tehat az [1, 5] intervallumon fogjuk integralni). Ez pedig a kovetkezé modon
szamithatd ki Riemann-integral segitségével:

® 1 ° 1 ° 2 115 1 °
\VA = —d = . —d = . - d = |l —x = [——] =
vaza .[11'[ adx=m J;XZ X=T flx x=m-[-x"';=m7 %),
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(- (D))o - onnezsnam

Tehat a vazaban korilbelil 2,51 [ viz férel. m

A kovetkez6 megoldds Julian F. Fleron, a Westfield State College
matematikaprofesszoranak nevéhez kotddik (weboldalat 1asd a [16]-os sorszamnal), aki egy
1999-ben megjelent cikkében irta le szadmitasait (Id. a [13]-es pontnal az
irodalomjegyzékben). Gdbriel eskiivéi tortajaként hivatkozik arra a térbeli alakzatra,
amellyel Gabriel harsondjat kozelitette. (Az abrat lerajzolva egy végtelen sor hengerbdl allo,
emeletes eskiivoi tortara hasonlito testet kapunk.) A ,,torta” azonos magassagu hengerekbdl
all, amelyeknek egyre kisebb a sugara. A professzor végiil végtelen sorok felhasznalasaval

jutott végeredményre. Az 0 levezetésének elemzése fog a kovetkezd oldalakon torténni.

2. Megoldas: (Durva becslés — Végtelen sorok segitségével)
Az f(x) =§ fliggvényt — amelyet most az [1, o) intervallumon értelmeziink, Fleron az

alabbi fiiggvénnyel kozelitette:

=
o

[N
IA
=

IA
N

-

~-

=
)

[\
IA
=

IA
w

~

N| = =

g(x) = <

- ha n<x<n+1
n

Ezt a fiiggvényt szintén az x tengely kortl forgatta meg, €s az igy kapta meg az el6bb emlitett

Gaébriel eskiivoi tortajanak elnevezett alakzatot.

A

y
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A ,,végtelen torta” — ahogy a fenti dbran is latszik — 1 dm magassagu, de egyre kisebb

2 r
atmérdji hengerekbdl all, ahol az n. henger térfogata - (%) dm3. Igy a térfogatuk

Osszegét a kovetkezd végtelen sor dsszegeként szamithatjuk ki:

(o8] 2 o8]

1 3 1 3
Vtorta=2n-(z> dm =HIZF dm

n=1 n=1
Errdl a végtelen sorrol tanultuk az Egyvaltozos analizis 2. targy soran, hogy konvergens, €s
ezt a kovetkezd becsléssel bizonyitottuk:

1 1

- —
S d—n) aholn > 1 _>

1 1 1 1 1 1
) sn=ltmgtg et Sldroto—at b=

22 ' 32 1-2 2-3 (n—1)-n
R BYE PRSI EPRE
y 1 2 2 3 n—-1 n/ n

N

1 11
k-(k—1) k-1 k

(parcialis tortekre bontas)

Ekkor mivel az s, < 2 Vn-re — tehat feliilrdl korlatos — az 2.4.6. Tétel miatt
o 1
2.
n=1

konvergens sor, és az 6sszege < 2. Ezen kiviil azt is tudjuk, hogy az 6sszege

il_ﬂz 1,64
Lnz 6

n=1
Tehat a keresett térfogat:

3
i
dm3® = —dm?3 = 5,17 dm3

2
Viorta =T " ’ ? 6

[M]s
3N| —_
a
3
w
I
3

=1

S

Gabriel eskiivéi tortajanak térfogata tehat koriilbeliil 5,17 dm3, tehat ha egy ilyen alakt
végtelen edényt szeretnénk megtolteni vizzel, akkor kb. 5,17 [ viz férne bele. Mivel ez durva
becslés, ezért nem kaptuk ugyanazt értéket, mint az el6z6 megoldasban.

b) feladatrész

A 4 dm magassagu (4 hengerbdl allo) vaza térfogata pedig a kovetkezé mdédon szamolhato

ki:
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1 1 1 1 1 1 1
Vasza =1 )z = (b b g ) = (143454 ) =

n=1
~ (4-9-16+9-16+4-16+4-9)_ (576+144+64+36)_ (820)
-r 4-9-16 -r 576 ~ "' \576) ©

~m-1,42 = 4,47

Tehat koriilbeliil 4,47 [ viz fér bele egy ilyen — 4 emeletes torta alaku — vazéba. m

A kovetkezd, €s egyben utolso témakor kovetkezik, amiben a felszinszamitasrol lesz szo.

3.3. Felszinszamitas

A 3.2.3. Feladatban szerepld Gabriel harsondjanak szeretnénk ebben az esetben a

felszinét kiszamitani.

3.3.1. Feladat: Gabriel harsonajanak felszine

Szamitsuk ki, hogy mekkora teriiletet kellene lefesteniink, ha Gabriel harsondjat szeretnénk
lefesteni kiviilrol!

a) Ugy kapjuk meg a feladathoz sziikséges testet, ahogy a 3.2.3. Feladat a) részében. Ennek

szeretnénk most kiszamitani a felszinét.

b) Ha lenne egy ilyen formadju, de csak 4 dm magassagu vazank, amelynek a teteje a

szelesebb fele, akkor mekkora teriiletet kellene lefesteni?

Most is Julian F. Fleron 6tletét fogjuk hasznalni, hogy a kérdéses végeredményre jussunk.
Tehat 3.2.3. Feladat masodik megoldasaban is szerepld Gébriel eskiivoi tortdjaval fogunk

dolgozni.

Megoldas: (Durva becslés — Végtelen sorok segitségével)

a) feladatrész

46



A felszin kiszamitasanal eldszor a tortalapok tetejének a teriiletdsszegét fogjuk kiszamolni.
2 2
Az n. tortalap tetejének teriilete a m - (%) — 1" (ﬁ) dm?, mert minden lap tetejébdl —

feliilnézetbdl — egy korgytirtt latunk, amelynek kiils6 atmérdje az adott (n-edik) tortalap
atmérdje, belsd atmérdje pedig a felette 1évo (n + 1-edik) tortalap. Tehat az Gsszes tortalap

tetejének teriiletosszegét a kovetkezd végtelen sorral szamithatjuk ki:

= 2
Tssszteteje = ;[ ( ) - (nil) l dm? Z [ n+ 1) l dm? =
S|

_<1 1)+<1 1>+ +< 1 1)_
S =127 22) T\22 T 32 n—12 nz) "

Ha atzarojelezziik a fenti 6sszeget, akkor azzal mar teleszkopikus 6sszegként tovabb tudunk

szamolni;
1+(1 1>+(1 1>+ +< 1 1 ) 1 1 1 Lh
= —_—— — —_—— — cee —_— _—— —_———
22 22) T\32 7 32 n—12 m-12) n2 pz 0 oman
— 00
Tehat Tssszteteje = T Z[ (n+1)2] w dm?.

Most pedig a hengerek paldstjainak teriiletosszegét kell kiszamolnunk:

[00] oo
PREEEEREDN T
osszpalas ‘I’l n

Ehhez pedig a harmonikus sor 6sszegét kellene tudnunk. Egyvaltozos analizis 2. eléaddson

: : 1
tanultunk, hogy a harmonikus sor divergens, azaz )., ~ = o, mert
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S U S U SIS SO P B S U
2 3 4 5 6 7 8 2141 2 2 2 2 2
1.1 1 11111 n-1
23372 Z§tetEtE: S
=1+= > s,n =2 1+—=  Vn-re

Tehat (s,,) feliilrél nem korlatos, igy az 2.5.6. Tétel miatt
i 1
— = 00,
n
n=1
Tehat Gabriel eskiivoi tortajanak felszine végtelen, és mivel ez egy alsé becslés Gébriel

harsondjara, igy az is végtelen felszinii. Tehat nincs annyi festék, amennyivel be lehetne

festeni Gébriel harsondjat.
b) feladatrész

A vaza esetén viszont véges (4 dm-es) magassaggal szamolunk:

—1

A vaza 0sszes korének az alulnézetbdl is latszo teriilete a kovetkezoképpen szamithat6 ki:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tusassrain = (7= 32) + (7= 32) + (32~ %2) * (7~ 50) + ] =

[1 1 1 1 1 1 1 1 1]
=1T"

et et pgteg ntsn

1 1 1 1 1 1 1 1 1
= |t (zw)tE -5t ) G g)=r1=r

A palastok osszteriilete pedig a kovetkez6képpen szamolhato ki:

1 1 1 1 12+6+4+3 25
Tvézaésszpalést=2'(I+E+§+Z)'T['1= ﬂ'( 12 )=27I'Ez 13,09

A= Tvézaésszteteje + Tvézaésszpalést ~ 1+ 13,09 = 16,43 dm?

Tehat a vaza esetén véges eredményt kaptunk a felszinre, koriilbeliil 16,43 dm?-nyi teriiletet

kell lefesteniink, amihez viszont mar tudunk elegendd festéket venni. m
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4. fejezet: A feladatok feldolgozasa az iskolaban

4.1. A feladatok megoldasahoz sziikséges tananyag a

kerettantervben, érettségi kovetelményekben

A kozoktatasban ebben a tanévben (2022-2023) még kétféle kerettanterv van jelen. A
2020-ban megjelent Nemzeti Alaptanterv kerettantervét felmend rendszerben (2020.09.01-
tdl) vezették be az iskolakba, igy idén az 1-2-3., 5-6-7. és 9-10-11. osztalyos didkok tanulnak
eszerint, a 4., 8. és 12. osztalyt végzok még az el6zd, 2012-es NAT alapjan haladnak. Emiatt
azokra, akik ebben a tanévben fognak érettségizni, még a ,,régi” vizsgakovetelmények
vonatkoznak, azonban akik késébbi tanévekben fognak végezni, mar az 0j kovetelmények
ismeretében késziilhetnek az érettségire.

A szakdolgozat feladataihoz a felsd tagozatos (5-8. évfolyam) és a kozépiskolai (8-12.
¢vfolyam) matematika tantargyra vonatkozé kovetelmények, valtozasok vonatkoznak, ezen
beliil pedig a szakdolgozathoz a teriilet- (kor és ellipszis), térfogat- (gomb, csonkaktp és
henger), illetve a felszinszdmitas (henger), valamint az integralszamitas (fliggvény alatti
teriilet, forgastest térfogata, improprius integralds) és a végtelen sorok témakore sziikséges,
igy ezeket fogjuk attekinteni.

Mig a 2012-es NAT esetében alap- és emelt Oraszdm szerint kiilon tanterv all
rendelkezésre, utobbibdl kiilon A és B valtozattal — amelyekbdl csak a 9-12. osztalyos
gimndziumi A valtozatban szerepelnek az analizis elemei —, a 2020-as szerint mar csak
egyféle jelent meg, amelyben az analizis egyaltalan nem jelenik meg. Ezen kiviil mas
modositasok is torténtek, ezeket tablazatban fogom rendszerezni a szdmunkra sziikséges
témakorok szerint (forras — 2012-es NAT szerint: 5-8. évfolyam [18], 9-12. évfolyam [19];
2020-as NAT szerint: 5-8. évfolyam [20], 9-12. évfolyam [21]):

2012-es NAT 2020-as NAT

A kérzéhasznalat mar az 5-6. ' A k,orzohasznalat it is 5-6.
osztélvban megiclenik I osztalyos tananyag. A 7-8.
y & I osztaly esetén csak a korrel

mindharom valtozatban. I .
. , . kapcsolatos fogalmak jelennek
Az alap és az emelt oOraszam j .. 1 s ,
meg, a kor keriiletének ¢és

esetén is  7-8.  osztalyos I

Kor teriilete, egyenlete

(Korzohaszndlat) tananvae a kér keriiletével I tertiletének kiszamitasa csak a
nyag . 9-10. osztalyban képezi a

egylitt a teriilete is. ! tantery részét

A kor egyenlete 11-12.! B, :
osztalyos tananyag 1A kor egyenlete 11-12.
___________________ _ _ _ _ _ losztalyos tananyag. _ _ _ _ |
Ellipszis teriilete Nem szerepel a kerettantervben. : Nem szerepel a kerettantervben.
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2012-es NAT 2020-as NAT

Gomb térfogata

Henger térfogata és
felszine

Integralszamitas
(fiiggvény alatti teriilet,
forgastest térfogata)

Végtelen sorok

Az alap oOraszamnal csak a
gomb részei keriilnek el 7-8.
osztalyban, a felszinét és a
térfogatat 11-12. osztalyban | 11-12. osztdlyban tanuljak a
tanuljak meg kiszamitani. 1 gomb felszinét, térfogatat.
Emelt oOraszamnal mar 7-8.1

osztalyban tanuljak a felszint és |

Az alap és az emelt oraszam |

esetén kup felszine és térfogata 'A kap és a csonkakup felszine
7-8. osztilyos, a csonkakup | €s térfogatais 11-12. osztalyban
felszine és térfogata pedig 11- ; keriil eld.

| 12. osztalyos tananyag. _ _ _ g _ _ _ _ _ _ ______]
Az alap és az emelt Oraszém |

esetén is  7-8.  osztalyos I 11-12. osztalyos tananyag.
tananyag. _ _ _ _ _ _ _ _ A
Az emelt braszamu tanterv A T

valtozataban szerepel a,

fliggvény alatti terlilet és a |

forgastest térfogatanak | Nem szerepel a kerettantervben.
meghatarozasa (henger, kup, |

csonkakup, gdmb, gdmbszelet |

| érfogata). _ _ _ _ _ _ _ o ]

Az emelt 6raszamu tanterv A !
véltozataban  szerepelnek al

hatvanysorok, melyeket :
formalisan meghataroznak i
integralassal. ; Nem szerepel a kerettantervben.

Ezen  kivil tanulnak a
hatvanysorok  szerepérél a
matematikaban, fizikaban, 1
informatikaban. 1

Ahogy mar fent emlitettem, €s lattuk is, a kerettantervek nagy részében nem szerepelnek

az emelt szintli érettségin kért plusz ismeretek (csak a 2012-es NAT szerinti emelt 6raszamu

A valtozataban), ezért az érettségi kovetelményeit is érdemes megtekinteni. A két NAT

szerinti kovetelményrendszer elolvasdsa soran azt tapasztaltam, hogy ezekben a

témakorokben csak a kor egyenleténél van egy aprobb valtozas, mas esetben megegyeznek.

Az is észrevehetd, hogy az integralszamitas ¢és a végtelen sorok témakorébdl kevesebbet

kérnek szdmon az érettségin, mint amennyi a kerettantervben szerepel.

Most a kozép- és az emelt szintli érettségi kozotti kiillonbségeket fogom tablazatos

formatumban szemléltetni,

szintnél csak a tovabbi

szintén az altalunk hasznalt témakoroket vizsgalva. Az emelt

kovetelményeket fogom ismertetni, hiszen a kozépszintli

kovetelményeket teljes egészében tartalmazza az emelt szintl érettségi is. (Forras — 2012-es

NAT szerint [22], 2020-as NAT szerint [23].)
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Kozépszint | Emelt szint

Ki kell tudni szamolni a kor, ) . . .
korcikk, korszelet keriiletét és e B B
teriletét; fel kell tudni irni adott

kézéppontu  €s

I egyenletét.
sucart  Kor I'Ismerni kell a koér és a
g I kétismeretlenes masodfokd

.. .. egyenletét. 1 \
Kor teritlete, egyenlete (2012-es NAT szerint meg kell 1 cgyenlet kapcso!atat. , .
tudni hatérozni cgy | Meg kell tudni hatarozni egy
Kétismeretlencs kétismeretlenes masodfoku
mésodfokiiegyenletbdl a  kor ! egyenletbdl a kor kozéppontjat
v L , | s sugarat.
___________ kozéppontjét és sugarat) _ _ _ D _ _ _ _ _ _ _ _ ]

Egyaltalin nem szerepel az | Egyaltalin nem szerepel az
1 Nem szerepel magasabb
I kovetelmény a  kozépszintl
I érettségihez képest.

Ki kell tudni szadmitani gémb
térfogatat és felszinét.

Ki kell tudni szamitani a ! Nem szerepel magasabb
Csonkakup térfogata forgaskip ¢és a csonkakup : kovetelmény a  kozépszintl
_____________________ 1 Nem szerepel_ - _m;ga_sagb-

Henger tér 2 i ) .
enger térfogata és Ki kell tudni szamitani a henger | kovetelmény a  kdzépszint

felszine térfogatat és felszinét. I érettségihez képest.
Integrilszimitds A polinomfiiggvények, a szinusz

Ko6zépszinten nem szerepel az és a  koszinusz  fiiggvény

(ﬂ‘gg, veny a,lattl teritlet, erettsegi kovetelmények kozott. | grafikonja alatti teriletet ki kell
Jorgastest térfogata) _tudni szamolni.

1 Ismerni és alkalmazni kell a
Ko6zépszinten nem szerepel az I végtelen mértani sor fogalmat és
érettségi kovetelmények kozott. 1 6sszegét egyszeriibb
I feladatokban.

Végtelen sorok

Arrél sajnos nem lehet semmit tudni a 2020-as NAT szerinti kerettanterv alapjan, hogy
akik emelt szintli érettségit szeretnének tenni, milyen tanterv alapjadn haladjanak. Majd a
kovetkez6 tanévben megjelend 12. osztalyos tankonyvekbdl lehet kdvetkeztetni ra, addig a
tandrokra van bizva, hogy az érettségi kovetelményen kiviil tanitanak-e tobb analizist az

iskolaban.

Az altalam feldolgozott feladatok kozott vannak olyanok, amit ezek alapjan akar az
altalanos iskola 7-8. osztalyaban is bevihetlink szakkorre — gondolok itt a 2.1.1. Kérék
feladat 1. megoldasara, vagy ha modositjuk Julian F. Fleron Gébriel eskiivéi tortajat 3-4
emeletes tortara, annak a felszinét, térfogatat is ki tudjuk szamolni a tanult eszkdzokkel —, a
tobbi feladat altalanos- és kozépiskolai eszkozokkel elkészitett valtozatat a gimnézium 11-
12. osztalydban akéar kozépszinten érettségizoknek is ajanlhatjuk szakkori példaként.

Viszont az egyetemi analizist tartalmazo megoldasokat, illetve a Gabriel harsonajaval
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kapcsolatos feladatokat csak azoknak ajanlom, akik emelt szinten szeretnének érettségizni,

vagy matematika tagozatos osztalyba jarnak, €s ezen a teriileten szeretnének tovabbtanulni.

A kovetkezdekben két szakkori tervet fogok bemutatni a feladatok feldolgozasara. Az
egyikben altalanos iskolai szakkor (7-8. osztaly), a masikban pedig gimnaziumi szakkor (12.

osztaly) terve lesz lathato.

4.2. A feladatok feldolgozasa szakkoron

4.2.1. Altalanos iskola 7-8. osztaly

1. ora: Korzohasznadlat, kor keriilete- és teriilete.

Az 6ra célja: A korzOhasznalat, valamint a kor keriiletének ¢€s teriiletének atismétlése.

El6zmények: Mar 5-6. osztadlyban hasznaltak a korzot szerkesztésre, illetve tandran tanultak

kor teruletének kiszamitasat.

Munkaforma: A bevezetd feladatnal egyéni munka, utdna parmunka vagy csoportmunka,

végiil frontalis munka.
Az 6ra menete:

1. Bevezetés: Rahangolo, bevezeto feladatként dbrakat rajzolunk korzé segitségével. (kb. 10
perc)
1. feladat:

(D&
Tl



2. Az ora fo része:

2. feladat: 3.1.1. Korok feladat 1. megoldasa parban vagy csoportban (kb. 15-20 perc).

Kor kertilet- ¢és teriiletképletének felidézése (2-3 perc).

A kor Kkeriilete

A Kkor teriilete

3. feladat: Szamitsd ki a 4 cm, illetve a 6 cm sugaru kor keriiletét és tertiletét! (Kb. 8 perc)

3. Befejezés: A szakkoron tanultak Osszefoglaldsa, kviz megoldasa kor kertiletével,

teriiletével, illetve a kor részeivel kapcsolatban.

2. ora: A henger felszine és térfogata.

Az ora célja: A henger felszinének és térfogatanak kiszamitasa.

Elé6zmények: Az el6z6 szakkoron atismételt kor kertilete, teriilete, illetve a tandran mar

tanultak a henger felszinét és térfogatat.

Munkaforma: Parmunka vagy csoportmunka, az 6ra végén frontalis munka.

Az 0ra menete:

1. Bevezetés: Rahangol6, bevezetd feladatként lottd feladat, amelyben kor és téglalap

kertiletét, teriiletét, valamint teriiletbdl négyzet oldalhosszat kell kiszamitani. (15-17 perc)

1. feladat: Hatdrozd meg a kovetkezo feladatok megoldasat, és a helyes eredményt jelold

be a lottoszelvényen!

123|456 |7]|8]|9/|10
1112 (1314|1516 (17| 18| 19|20
21 (2212324 |25(26(27|28]29 |30
31132 (3334|3536 (3738|3940
41 | 42 |43 |44 | 45|46 |47 | 48|49 | 50
51|52 |53 |54 |55|56|57]58]|59]60
61 |62 |63 |64|65]|66|67]|68]|69]|70
7172 |73 |74 | 75|76 |77 |78 |79 | 80
81 |82 |83 |84 |8 |8 |87 88|89 |90

1. feladat: Szamitsd ki az 5 cm sugar kor
keriiletéet egészre kerekitve (a kerekités
szabalyainak megfelelden)!

2. feladat: Szamtisd ki az 5 cm sugara kor
teriiletét egészre kerekitve (a kerekités

szabalyainak megfeleléen)!

3. feladat: Szamitsd ki az 5cm és 12cm
oldalhosszlisagu téglalap keriiletét!

4. feladat: Szamitsd ki az 5cm és 12cm
oldalhosszlisagu téglalap teriiletet!

5. feladat: Szamitsd ki a 49 cm? teriiletii
négyzet oldalainak hosszat

A megoldésok: 31, 79, 34, 60, 7.
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2. Az ora fo része:

A henger felszin- ¢s térfogatképletének felidézése (2-3 perc).

A henger felszine I A henger térfogata

K=r®m+2rr-m=2rn-(r+m) T=r?T-m

2. feladat: Szamitsd ki a henger térfogatat és felszinét, ha az adatai:
a) sugara 14 cm, magassaga 10 cm hosszu,

b) sugara 12 cm, magassaga 10 cm hosszu,

c) sugara 10 cm, magassaga 10 cm hosszu,

d) sugara 8 cm, magassaga 10 cm hosszt.

(kb. 20 perc)

3. Befejezés: A szakkoron tanultak Osszefoglaldsa, kviz megoldasa téglalap keriiletével,

teriiletével, illetve a henger felszinével, térfogataval, részeivel kapcsolatban.

3. ora: Torta felszine és térfogata.

Az ora célja: A hengerek egymasra épitésével kapott test felszinének és térfogatanak
kiszdmitasa.

El6zmények: Az el6z6 szakkoron atismételt henger térfogata, felszine.

Munkaforma: Parmunka vagy csoportmunka.

Az 0ra menete:

1. Bevezetés: (7-8 perc)

A hengerekbdl, amivel az el6z6 6ran dolgoztunk, el0szor 2, 3, 4, és végiil 5 (ha belefér
az idébe) emeletes tortat épitiink. Kiilonbség csak a tésztalapok magassagaban lesz a mult
orai feladatokhoz képest. Az igy kapott alakzatoknak (tortdknak) fogjuk kiszamitani a
felszinét, valamint a térfogatat.

Bevezetésként azt fogjuk megbeszélni, hogy pontosan hogyan kell szamolnunk, hogy a
helyes eredményt kapjuk. Felszinnél miért nem elég, ha csak Osszeadjuk a hengerek
felszinét?

A par/csoportmunka soran boritékokbol kivett képkockak hatuljan 1évé eredmények
koziil kell megkeresni a tanuloknak az 6 eredményiikh6z passzolot. Az ora végén a
képkockakbol egy nagy kép részlete jon ki, amibdl ki kell talalniuk, hogy az eredeti (nagy
képen) milyen allat lehet. A csoportok megoldasai kozotti kiillonbség a tésztalapok

magassagainak eltérése miatt lesz.
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2. Az ora fo része:
Feladat: Szamitsd ki a torta térfogatat és felszinét, ha a tésztak magassaga:
1. csoport: 6 cm 2. csoport: 7 cm 3. csoport: 8 cm
Sugaraik pedig:
a) 14 cm, 12 cm,
b) 14 cm, 12 cm, 10 cm,
c) 14 cm,12 cm, 10 cm, 8 cm,
d) 14 cm, 12 cm, 10 cm, 8 cm, 6 cm hosszu.
(kb. 35 perc)

A megoldés végén a kovetkez6 képeket kapjak a csoportok:

3. Befejezés: A képek felismerése, majd Osszerakasa €s felragasztasa papirra, a tandra
értékelése.

A képek forrasa az [a], [b] és [c] pontban taldlhaté a képjegyzékben.
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4.2.1. Gimnazium 12. osztaly, emelt szinti érettségire késziilok

1. ora: Teriiletszamitas 1.

Az Ora célja: A teriiletszamitas atismétlése.

El6zmények: Kor és haromszog teriilete, Pitagorasz-tétel, koriv hossza, korcikk teriilete.

Munkaforma: A bevezetd feladatnal egyéni munka, utdna frontalis munka, majd parmunka

vagy csoportmunka, végiil Gjra frontalis munka.

Az 0ra menete:
1. Bevezetés: Rahangolo, bevezetd feladat: kviz a sziikséges, korabban mar tanult

képletekkel kapcsolatban (az elézményben irtak szerint) (kb. 5-7 perc).
2. Az Ora [0 része:

1. feladat: 3.1.1. Korok feladat 2. megoldasa parban vagy csoportban, ehhez sziikség van a
Bevezetésben atismételt képletekre (kb. 20 perc).

A feladat k6zos megbeszélése (kb. 10 perc).

3. Befejezés: A szakkdri Oran tanultak dsszefoglalasa.

2. ora: Teriiletszamitas 2. — Fessiink tojast!

crer

képlet felhasznalasaval.
El6zmények: A kor teriilete, amelyet el6z6 oran atismételtiink.

Munkaforma: A bevezetd feladatnal egyéni munka, utdna parmunka vagy csoportmunka,

végiil frontalis munka.

Az 0ra menete:
1. Bevezetés: Rahangolo, bevezeto feladat: kviz a kor teriiletével kapcsolatban (adott sugart

korok teriiletét kell gyorsan kiszdmolni, szamoldgép is hasznalhato) (kb. 5 perc).

2. Az ora fo része: (kb. 7-8 perc)

—2.6.7. Definicié —, majd a teriiletének kiszamitasahoz sziikséges képletet beszéljiikk meg:
T=a-b'm

1. feladat: 3.1.2. Tojas feladat 1. megoldasa parban vagy csoportban (kb. 15 perc).

A feladat k6z6s megbeszélése (kb. 10 perc).

3. Befejezés: A szakkori oOrdn tanultak Osszefoglaldsa. Kviz az ellipszis részeirdl,

tertiletképletéral.
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3. ora: Gomb és csonkakup térfogatanak meghatdarozdsa.
Az 6ra célja: Gomb ¢és csonkakup térfogatanak meghatdrozasa, kapcsolodas a mindennapi

¢lethez.
El6zmények: Szakkoron: kor keriilete, teriilete, ellipszis teriilete. Matematika 6ran mar
tanultak a gdmb ¢€s a csonkakup térfogatat.
Munkaforma: Parmunka vagy csoportmunka, végiil frontalis munka.
Az 0ra menete:
1. Bevezetés: Rahangolo, bevezetd feladat: lotto feladat, amelyben kor keriiletét, teriiletét,
az ellipszis teriiletét, valamint a gdomb felszinét és térfogatat kell kiszamitani. (kb. 15 perc)
A 3. feladatnal vigyazni kell, at kell szamolni, mennyi lesz a félnagytengely ¢és a

félkistengely, csak ugy lehet j6 eredményt kapni.

1. feladat: Hatarozd meg a kovetkez6 feladatok megoldasat, és a helyes eredményt jelold

be a lottoszelvényen!

2314151617 819]10 1. feladat: Szamitsd ki a 7 cm sugari kor
keriiletéet egészre kerekitve (a kerekités
I3 14 15116 | 17118 119120 szabalyainak megfelelden)!

21 |22 123|124 |25|26|27|28]29]|30 2. feladat: Szamitsd ki az 3 cm sugar( koér
teriiletet egészre kerekitve (a kerekités
szabélyainak megfeleléen)!

311323334 |35|36|37]38(39]40

41|42 |43 |44 | 45|46 |47 | 48 49|50 3. feladat: Szamitsd ki az 8cm-es
kistengelyli és 14 cm-es nagytengelyli

51 (52|53 |54|55|56|57|58|59]60 ellipszis teriiletét!

61 | 62|63 |64 |65|66|67]|68]|69] 70 4. feladat: Szamitsd ki a 2 cm sugara gdmb
felszinét!

TU |72 173 |74 |75 |76 |77 |78 | 79 | 80
5. feladat: Szamitsd ki a 2 cm sugart gomb

81|82 |83[84|85|86|87|88|89|90 térfogatar!

A megoldésok: 44, 28, 88, 50, 34.

2. Az ora fo része:

Felrajzolunk egy gombot és egy csonkakupot, majd kézosen atismételjiik a gomb €s a

csonkakup felszinének és térfogatanak képletét (kb. 3-5 perc):

A gomb felszine I A gomb térfogata
—————————————————— —l———————————————————
1 .3
A=4- 7"271' 1 = 4w
; 3
A csonkakup felszine _: A csonkakup térfogata
1 T'm
A=m-[R*4+r*+a-(R+71)] I V=T-(R2+r2+Rr)
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2. feladat: 3.2.1. Oszibarack feladat 1. megolddsinak a) részének megoldasa
parban/csoportban, a gdmb térfogatképletének felhasznalasaval. (kb. 15 perc)

3. feladat: 3.2.2. Uvegtdl feladat 1. megolddsa pérban/csoportban, a csonkakup
térfogatképletének felhasznéaldsdval. Ha nem sikeriil befejezni, otthon folytathatjak a

diakok. (kb. 10 perc)

3. Befejezés: Eredmények 0sszehasonlitasa, szakkori 6rdn tanultak 6sszefoglalasa.

4. ora: Mi mulik a siiriiségen?

Az ora célja: Az el6z6 orai barackos feladat megolddsa abban az esetben, ha a két barack
stirisége kiilonbozik.

El6zmények: Az el6z6 oOrai feladatot folytatjuk, a b) feladatrésszel; fizikabdl tanultdk a
stirliség kiszamitasanak képletét.

Munkaforma: Frontalis munka, utdna parmunka vagy csoportmunka, végiil ujra frontélis

munka.
Az 6ra menete:

1. Bevezetés: Az el6z0 oOran kiszamolt, b) feladatrészhez is sziikséges eredmények
Osszegyljtése., valamint a tomeg kifejezése slriiség és térfogat segitségével: m=p -V
(7-8 perc).

2. Az ora fo része:

1. feladat: 3.2.1. feladat 1. megolddsanak b) része: (kb. 20 perc)

Par/csoportmunkaban fogjak megbeszEélni a diakok az 1. megoldas b) részében szerepld
eseteket. Az altalanos iskolai szakkor 3. szakkdréhez hasonldan most is boritékokat kapnak
a didkok, benne képkockakkal, melyeknek a hatuljan eredmények szerepelnek. A feladat
végén minden csoport az altala kiszamitott eredményeket — az 1 000 Ft-os aron vasarolt
kis- és nagy barack tomegét — megkeresi a kovetkezo oldalon lathato képkockak hatuljan,
¢s igy most két képkocka fogja adni a szamolas végén a képrészletet, melyet az 6ra végén
fel kell tudni ismerni. Végiil fel is ragasztjak ket a kapott papirra.

A szamitashoz sziikséges stirliségadatok csoportonként:

Barack : 1. csoport J'_ 2. csoport : 3. csoport
! 8 ! 8 ! 8
Kicsi =12— = 04— =0,2—
Al T e T e T e
| g | g I g
Nagy ! Pn = 09@ . Pn=2_"73 I Pn=3_73
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Barack | 1. csoport | 2. csoport | 3. csoport
————————— Bl et el bl
g g g
1 — 1 — 32 | =4 —
Mag y Pm = 14 cm3 1 Pm =3 cm3 I Pm 4cm3

3. Befejezés: A képek felismerése, majd Osszerakasa €s felragasztasa papirra, a tandra
értékelése.

A képek forrasa a [d], [e] és [f] pontban talalhaté a képjegyzékben.

5. ora: Integralszamitas, fiiggvény alatti teriilet meghatdrozdsa.

Az ora célja: Az integralszamitas és a fliggvény alatti teriilet meghatadrozasédnak ismétlése.

Elé6zmények: Differencidlszamitas, hatarozatlan és hatarozott integralds, Newton-Leibniz

formula, fliggvény alatti teriilet meghatarozasa.

Munkaforma: A bevezet6 feladatnal egyéni munka, utana frontalis munka, végiil pArmunka

vagy csoportmunka.

Az 0ra menete:

1. Bevezetés: Rahangold, bevezetd feladat: kviz az integralasi szabalyokkal, és néhany
alapintegrallal kapcsolatban (5-7 perc).

2. Az ora fo része:

Eldszor Osszegytlijtjiik a legfontosabb integralszamitdssal kapcsolatos tudnivaldt, amire

szlikségiink lehet a fiiggvény alatti teriilet kiszamitasadhoz.
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1. feladat: Szamitsuk ki kozosen az f(x) = —x? + 4 fiiggvény [—2, 2] intervallumon vett
tertiletét! (kb. 7-8 perc)

2 2 2

2 2
f—x2+4dx=f —xzdx+f 4dx=—f xzdx+4-f 1dx =
-2 -2 -2 -2 -2

== [gl: +4-[x]%; = - ((23—3> = <(_:)3>> +4-(2-(-2) =

8 8 16 16 48 32
= - ——(——) t44=——+416=——+—=—~ 10,67

3 3 3 3 3 3
2. feladat: A 3.1.2. Tojas feladat 2. megoldisdinak kiszamoldsa ugyanezen modszer
segitségével.
Kifejezziik az ellipszis egyenletébdl (2.6.9. Tétel) a félellipszis egyenletét, mert nincs olyan
fiiggvény, amelynek a grafikonja ellipszis lenne.
Megbeszéljiik a 2.4.26. Definicioban szerepld normaltartomany fogalmat, illetve 2.4.27.
Tétel alapjan szamoljuk ki az ellipszis teriiletét. (kb. 20 perc).
3. feladat: Szamitsd ki a kor teriiletét normaltartomany segitségével!

Csoportmunkaban probaljak megoldani a tanuldk a feladatot az el6z6, kozdsen megbeszélt
feladat alapjan. Ha nem megy nekik, akkor kozdsen kifejezziik a kor egyenletébdl (2.6.6.

Allitas) a félkor egyenletét, mert nincs olyan fiiggvény, amelynek a grafikonja kor lenne.
Ha nem sikertiil befejezni, befejezhetik otthon az ellipszis teriilete alapjan.

3. Befejezés: Ha sikertil végeznilik, 6sszehasonlitjuk az eredményeket, utana 6sszefoglaljuk
a szakkori 6ran tanultakat.

6. ora: Integralszamitds, forgdstest térfogatanak meghatdarozdsa.

Az ora célja: A forgastest térfogatanak ismétlése.

El6zmények: Differencidlszamitéds, hatarozatlan és hatdrozott integralds, Newton-Leibniz

formula, fliggvény alatti teriilet meghatarozasa, forgastest térfogata.

Munkaforma: A bevezetd feladatnal egyéni munka, utana frontdlis munka, végiil pArmunka

vagy csoportmunka.
Az 0ra menete:

1. Bevezetés: Rahangolo, bevezetd feladat: a mult 6raithoz hasonld kviz az integralasi

szabalyokkal, és néhany alapintegrallal kapcsolatban (5-7 perc).
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2. Az ora fo része:

Eloszor atismételjiik a forgastest térfogatat a 2.4.29. Tétel alapjan. Ezutan a mult 6ran
csoportmunkaként kiadott félkdr egyenletét vessziik eld, és ezt fogjuk fliggvényként
megforgatni az X tengely koriil. Az igy kapott forgastest térfogatat csoportmunkaként fogjak

meghatarozni a tanulok, mégpedig a kdvetkezdképpen:

1. feladat: A 3.2.1. Oszibarack feladat 2. megolddsanak elkészitése, az ott szerepld
adatokkal (kb. 15-20 perc).

Ezutan az egyenes iranytangensét (2.6.2. Definicio), ¢és az ezzel felirt egyenletét (2.6.3.
Tétel) ismételjiik at (kb. 5 perc).

2. feladat: A 3.2.2. Uvegtal feladat 2. megolddsanak elkészitése parban (kb. 10 perc).

3. Befejezés: Osszehasonlitjuk az eredményeket, utana Osszefoglaljuk a szakkori 6ran
tanultakat.

7. ora: Erdekesség — Kitekintés az egyetemi analizisre — Gdbriel harsondja.

Az éra célja: Erdekesség megismerése a felszin-és térfogatszamitas témakorében.

El6zmények: Differencialszamitas, hatarozatlan és hatarozott integralas, Newton-Leibniz

formula, fliggvény alatti teriilet meghatarozasa, forgastest térfogata, hatvanysorok.
Munkaforma: Frontalis munka.

Az 0ra menete:

Diasorral prezentdlva megnézziik a Gébriel harsondja paradoxont.

1. Bevezetés: Egy kis matematikatorténeti attekintés Evangelista Torricellirdl, illetve
Gabriel harsonajarol (5-7 perc).

2. Az ora fo része:

1. feladat: A 3.2.3. Gdbriel harsondja feladat 1. megolddsdanak attekintése diasoron
keresztiil: térfogatszamitas forgéstest térfogataval (kb. 15 perc).

2. feladat: A 3.2.3. Gabriel harsondja feladat 2. megoldasanak éttekintése (Julian F. Fleron

megoldasa alapjan): térfogatszamitas végtelen sorok alkalmazasaval (kb. 10 perc).

3. feladat: A 3.3.1. Gabriel harsondja feladat megoldasanak éttekintése (Julian F. Fleron

megoldasa alapjan): felszinszamitas végtelen sorok alkalmazasaval (kb. 10 perc).

3. Befejezés: Osszehasonlitjuk az eredményeket, utdna dsszefoglaljuk a szakkdri oran

tanultakat.
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5. fejezet: Osszefoglalas

A szakdolgozatomban probaltam minél szélesebb skaldn mozogva megmutatni a
teriilet-, térfogat- és felszinszamitds témakorén beliil szerepld altaldnos- és kozépiskolai
modszerekkel is megoldhatd matematika feladatok kapcsolddasi pontjait az egyetemi
analizis eszkozeivel, amelybe a matematika irant érdekl6dé didkok mér az emelt szintl
érettségire valo késziilés soran bepillantast nyerhetnek példaul szakkor formajaban. Ugyan
ez csak egy szelete volt azon feladatoknak, amelyek ezen kétféle megoldasi modszerrel is
megoldhatoak, de izelitoként szolgalhat azoknak, akik mar régota érdeklédnek a tantargy
irant, és kivancsiak arra, hogyan fejlédhetnek tovabb. Ezen feladatok feldolgozasara egy
altalanos iskolai, és egy gimnaziumi (emelt szintl érettségire késziilknek) szakkdr tervének
ajanlasat is bemutattam.

Végiil itt is megemliteném azt a feladatot, ami egy kicsit kilog a tobbi koziil: a Gabriel
harsondjardl sz616 példa, amely inkabb azt a célt szolgalta, hogy ezzel is megmutathassam,
milyen szépségei vannak a matematikanak, és hogy akar olyan eredmények is sziilethetnek
egy feladat megoldadsa soran, amire nem is gondolnank. Hiszen a feladat egy paradoxon,
mert hogy létezhet olyan targy, amit meg lehet tolteni véges térfogati folyadékkal, de nem

tudjuk befesteni, mert végtelen mennyiségili festékre lenne sziikségiink hozza?
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MELLEKLET

A mellékletben a 3.1.1. feladat egyetemi analizis eszkozeinek felhasznélasaval elkészitett
megoldasa lathatd, amely csak hossza szdmitasokkal készithetd el, azonban az egyetemi
eszkozok célja pont az lenne, hogy minél egyszeriibben oldhassuk meg vele a feladatokat,

ez pedig egy sok oldalas megoldas, ezért szerepel itt.

3.1.1. Feladat: Korok
Bendeguiz egy lapra ugy rajzolt 3 azonos sugaru kort, hogy barmely 2 kér metszéspontja
egybeessék a harmadik kér kozéppontjaval. Vajon nagyobb-e a hdarom kér metszetének a

teriilete, mint egy kor teriiletének a negyede?

3. Megoldas: (Az egyetemi analizis eszkozeinek felhaszndaldsdval)
A korlemez (korlap) terliletének kiszamitasdhoz el6szor az origo kozéppontu kor

egyenletére van sziikségiink, amely az 2.6.6. Allitas alapjan:

(1) x2+y?=1r?
Vagy kanonikus alakban—az ellipszis 2.6.10. Specialis eseteként — a kovetkezd alakban
irhato fel:
X2 y?
2 Zt+5=1

Mindkét alak esetében r > 0.

A kor terliletének kiszdmitdsdhoz az als6- vagy felsé félkorlemez teriiletét kell

kiszamitanunk.
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Azért igy dolgozunk, mert nincs olyan fliggvény, melynek a grafikonja egy kor lenne. Olyan
fliggvény viszont van, amelynek a grafikonja félkor. A kort két félkorre bonthatjuk fel,
ezeket a fliggvényeket pedig ugy kaphatjuk meg, ha az el6zdleg felirt kor egyenletébdl
kifejezziik az y-t. Most az (1) egyenletet fogjuk ehhez felhasznalni segitségképpen:

x2+y2 =72 /—x?
y2=r2—x2 /\/_
Iyl =r? —x?
S g

y=+12—=x2 aholx € [-7,7]

v

y=—Jr?2—x? aholx € [—7,7]

A kor teriiletének kiszamitdsahoz az 2.4.26. Definiciéban emlitett normaltartomany tertiletét

kell kiszamolni. A kor az alabbi egyenleti fliggvénygorbék kozott fekvd normaltartomany:
f(x) =Vr?2—x2, xe€|[-rr]
glx) = —Vr2—x2 xe [—7,7]

A normaltartomany teriilete az 2.4.27. Tételben szerepld mddon szamithato ki:

r r r
Tior = t(Np4) = j Vr2 —x?dx — j —Jr2 —x?dx = j 24r? —x%dx
-r -r -r

Tehat integralszamitast fogunk végezni a megoldéas sordn. (Az ehhez sziikséges elméleti
alapokat az 2.4. Integralszamitas cimsz¢ alatt talalhatjuk meg a 2. fejezet elméleti

attekintésében.)

A (2) koregyenletet felhasznalva alakitsuk at a kifejezéstinket a kovetkezore:

67



r r
Tk6r=f 2 rz—xzdx=f

=T =T

Ezutan alkalmazzuk az x = r -sint, t € [—g,g] helyettesitést. Mivel dx = 2r cost dt,

ezért

NE
NE

Tior = 7”]

Mivel cos |[_££ > 0, ezért

2r - cost - 1—sin2tdt=r2f 2-cost-|cost|dt

ol
ol

22
n T . T
5 [2 2,4 , 2 d , [sin2t 2
Tyor =T n2-cos tdt 5r n(c052t+1) t=r [ 5 + ]_E_
2 2 2
r———=[—————————— 1
| cos2t=cos?t—sin?t !
1
| cos?t = cos2¢ + sin?t |
! =, |
1 1-cos’t |
1
! (sin?t + cos?t = 1) :
I
: 2cos®t =cos2t + 1 :

: T : T _ _
sin2-5 g sz'(—j) n sinm m sin-m T
=r? —2+—— —_— =7‘2( +=— +—>=

2 2 2 2 2 2 2 2

=r2(2-g) =7r’m

A kor tertiiletének negyede pedig ebbdl adoddan:

Thor r’m

Tnegyedkér - 4 - 4

Ezutan a harom kor metszetének teriiletét szeretnénk kiszamolni, melyhez az alabbi abrat

fogjuk hasznalni tetszéleges r € R sugaru korok esetére:

2r+y
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Ehhez eldszor is sziikségiink lesz a korok egyenletére. Ehhez az (1) egyenletet hasznaljuk

fel.

1. kor egyenlete: (x —1)? + (y —1)? =12,

2. kor egyenlete: (x — 1 —1)%> + (y—1)%2 =1%, azaz (x — 2r)* + (y —1r)? =12

A 3. kor egyenletéhez eldszor meg kell hatdroznunk a kdzéppontjanak koordinatait,

mégpedig Ggy, hogy az eldz6 két kor metszéspontjainak koordinatait szamitjuk ki. Ehhez
egy két egyenletbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk.
L egyenlet: (x —1)* + (y = 1)* =77 A 1II. egyenletbdl kivonjuk az 1. egyenletet.
II. egyenlet: (x — 2r)%2 + (y —r)2 =12
(x—=2r)2—-(x—-1)>=0
x2—=2-2rx+4r>— (x*=-2rx+1r?) =0

X2 =2 2rx+41r>—x*+2rx—1r?=0

—2rx+3r2=0
2rx = 3r? /:2r
3
x=or

Ezzel a kdzéppont x koordinatajat megkaptuk, az y koordinatat pedig ugy tudhatjuk meg, ha
az 1. vagy II. egyenletbe behelyettesitjiikk az elézdleg kapott x értéket. Most az elsd
egyenletbe fogjuk helyettesiteni.

2

I -

1 \2
<§r) + @y —r)}=r?

1 2 2 2 2 2
yid +y4—2ry+ré=r /-

1
Zr2+y2—2ry=0

1
y2—2ry+zr2 =0

Ezt az egyenletet a masodfoku egyenlet megoldoképletével

—b +Vb?% — 4ac
Y12 = 2a
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fogjuk megoldani, ahol a=1, b= —-2r, és c= irz.

1 4
—(=2r) i\/(—Zr)z —4-1 -Zrz ~ 2r + /47’2 —Zrz or +Va4rz — 12 ~

Y2 = 21 B 2 2
_Zrim_Zrirﬁ_r(Zi@)
2 2 2
ahol _r(2+\/§) _r(2—\/§)
Nn=——5 Vo= 5

Nekiink most az alsé metszéspont y koordinataja fog kelleni, igy a

2 3 2
3. kor egyenlete: (x — %r) + (y — T(ZT\E)> = r2

Nekiink most elég az els6 ¢és a masodik kor esetén az also félkort, a harmadik kor esetén

pedig a felsé félkort nézni, lasd a kdvetkezd abran szines félkorokkel jelolt részeket:

2r =y _ammm—a e T

Ezeknek az egyenlete a kovetkezoképpen fog alakulni:
1. kor also félkore:
x—-1?+Q@-r?=r?
x2—=2rx +r*+y%?—=2ry+r?=r? /—r?
y:—2ry+x*—2rx+1r*=0
Most szintén a masodfoku egyenlet megoldoképletével fogunk dolgozni, ahol

a=1, b =-2r, c=x%—-2rx+71?

—(=2r) + \/(—Zr)z —4-1-(x?—-2rx+71?)
Vi2 = 21 =
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_ 2r+V4r? —4x2+8rx —4r?  2r+vV—4x2 +8rx  2r +./4(2rx — x?)
= > = 2 N 2

_2rt 2V2rx — x2
B 2

=r++2rx — x2

Innen az elsd kor also félkorének egyenlete: r —2rx — x?%, ahol x € [0, 27]
A masodik kor also félkorének egyenlete hasonloan alakul:
(x—=2r)2+(y—1)2=r?
x2—drx+4r?+y? —2ry+ri =12 /—r?
y2=2ry+x?—4rx+4r? =0
Ebben az esetben is a masodfoku egyenlet megoldoképletét fogjuk hasznalni, ahol

a=1, b = —2r, c=x%—4rx — 4r?

—(-2r) + \/(—Zr)z —4-1-(x? —4rx +4r?)
Vi2 = 51 =

_2r £ V42 —4x? + 16rx — 1612 _ 2r £V —4xZ + 16rx — 1217 _

_2r+/4(4rx —x? —3r2) _ 2r £ 2VArx —x? - 3r?

> 3 =1+ 4rx — x2 — 312

A masodik kir alsé félkirének egyenlete: 1 —\4rx — x2 — 312, ahol x € [r, 37]

A harmadik kor felsd félkorének egyenlete pedig a kovetkezoképpen szamithato ki:

(- 2r) (515

2 2

(x — %r)z + (y —%(r(Z — \/5)))2 =7r?

3 9 1 1 ‘
x? —Z-Erx+zr2 + y? —Z-E(r(z —VB))y+ (E(r(z —\/3))) =r?
9 1 2
x? —3rx +Zr2 +y?2—(2 —v3)ry+zr2(2 —V3) =12
1 9
y?—(2 —\/3)ry+zr2(4—4\/3 +3)+x2 - 3rx+Zr2 =r?

1 9
y2—(2—=V3)ry +Zr2(7 —4V3) + x? — 3rx +Zr2 =72
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7, 43 9
y2—(2-V3)ry+-r2——r2+x2 - 3rx +-r? =12
4 4 4
, 16
y —(2—\/§)ry+7r2—\/§r2+x2—3rx=r2
y2 —(2=V3)ry + 4r2 —3r? + x% — 3rx = 12 /—r?

y2—(2-V3)ry+3r2—=V3r2+x2-3rx =0
y2—(2-V3)ry+x2—=3rx+(3-V3)r2 =0
Most is a masodfoku egyenlet megoldoképletét fogjuk hasznalni, ahol

a=1, b=—-(2-V3)r, c=x2—3rx+(3—\/§)r2

—(-(2-V3)r) + \/(—(2 — \/§)r)2 —4-1-(x2-3rx+(3—-+3)r2) ~

Viz2 = 51

(23 £ (2~ V3)'r2 - 4(x? — 312 + 312 — 3r?)
_ : _

(2-V3)r+ J(4 — 4V3 +3)r2 — 4x% 4+ 12rx — 1212 + 4+/372
= 2 =

(2-V3)r+ J(7 — 4V3)r2 — 4x% 4+ 12rx — 1212 + 4372
- 2
_ (2=V3)r £V7r2 — 4v/3r2 — 4x2 + 12rx — 1212 + 4/3r2
B 2
B (2 — \/§)r + V712 — 4x2 + 12rx — 1212 B (2 - \/§)r + =512 —4x2 + 12rx B
_ . — . —
B (2 - \/§)r + vV —4x2 4+ 12rx — 512
N 2

— — 2 — 2
A harmadik kir felsé félkorének egyenlete: (2 = V3)r +V—4x? + 12rx — 51

2
X r, r

Ahhoz, hogy ki tudjuk szdmitani a hdrom kor metszetének teriiletét, eldszor a félkorok

metszéspontjainak x koordinatait kell meghataroznunk.

Az 1. és a 2. kor also félkorének metszéspontja:

r—+2rx — x2 =1 — \/4rx — x2 — 3r2 /=T
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—/2rx —x?% = —\/4rx —x% —3r?

Ezutan az egyenletet tigy alakitjuk, hogy mindkét oldalon eltlinjon a negativ eldjel a

gyokkifejezés eldl:
Varx —x? —3r2 =/ 2rx — x2 /C)?
Most pedig az egyenlet mindkét oldalan négyzetre emeliink:
4rx — x? — 3r? = 2rx — x* /+x?
4rx — 3r? = 2rx /—2rx
2rx —3r2 =10 /+3r?
2rx = 3r? /:2r
3
x=gr

Tehat a metszéspont x koordindtdja: x = 2 r

Az 1. kor also félkorének és a 3. kor felso félkorének metszéspontja:

r_m:(2—\/§)r+\/—§x2+12rx—5r2 12
Az egyenlet mindkét oldaldt megszorozzuk 2-vel, hogy a jobb oldalon eltiinjon a
tortkifejezés:
2r — 2y/2rx — x2 = (2 = V3)r + /—4x? + 12rx — 572
2r — 2/ 2rx — x2 = 2r —\/3r +/—4x2 + 12rx — 512 /—2r
—ZW = —V3r + y/—4x2 + 12rx — 572 /+V3r
\/§r—2\/2rx—x2 =\/—4x2+121‘x—5r2 /C)?

Most az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik:
312 — 231 24/2rx — x% + 4(2rx — x?) = —4x? + 12rx — 512
312 —V3y/2rx — x2 - 4r + 8rx — 4x? = —4x% + 12rx — 512 /+4x?
312 —\/3y/2rx — x2 - 4r + 8rx = 12rx — 572 /+51?

8r2 — /3y 2rx — x2 - 4r + 8rx = 12rx

8r2 —/3-(2rx — x2) - 4r 4+ 8rx = 12rx /—12rx

8r2 —\6rx —3x%2-4r —4rx =0 /+v 6rx — 3x2 - 4r
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8r? — 4rx =\ 6rx — 3x2 - 41 /:4r
2r—x = m /C)?
4r?2 — 2 2r - x + x? = 6rx — 3x2
4r? — 4rx + x? = 6rx — 3x? /+3x?
4r? — 4rx + 4x? = 6rx /—6rx
4r2 —10rx + 4x2 =0
4x% —10rx + 4r% = /:2
2x%2 =5rx+2r2=0

Most az x-re fogjuk hasznalni a masodfokt egyenlet megoldoképletét, ahol

a=2, b:—ST, c = 2r?
_—(=5n) ¢ \/(—Sr)z —4-2-2r? 5r+£v25r2—16r? 5r+v9r? 5r+3r
12 = 22 - 4 ~ T2 T 4
_5r+3r 8r 2
Xy =—p— = =2r
Tehat a két metszéspont x koordinadtdja:
_5r—=3r 2r 1
2ETy T T

Nekiink innen az x4 koordinatara lesz sziikségiink a metszet teriiletének kiszamitadsahoz.

A 2. kor also félkorének és a 3. kor felsd félkorének metszéspontja:

(2 =V3)r + V—4x2 + 12rx — 512

r—\/4rx—x2—3r2= > /2
2r — 24/ 4rx —x2 — 3r2 = (2 — \/5)7” ++/—4x2 + 12rx — 512
2r — 23/ 4rx — x2 — 3r2 = 2r —\/3r 4+ /—4x2% + 12rx — 512 /—2r
—24rx —x2 —3r2 = —\3r + J—4x2 4+ 12rx — 5r2 /+V3r
V3r — 2\/4rx —x?2-3r?2= \/—4x2 + 12rx — 5r? /C)?

3r2 — 24/3r - 2/4rx — x2 — 312 + 4(4rx — x% — 372)
= —4x? + 12rx — 572

3r2 —\/3y/4rx — x2 — 3r2 - 4r + 16rx — 4x2 — 1212
= —4x? + 12rx — 512
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—9r2 — /3 (4rx — x2 — 3r2) - 4r + 161X — 4x?
= —4x% + 12rx — 512

—9r2 — \[12rx — 3x2 — 912 - 4r + 167x — 4x2

/+4x?
= —4x? 4+ 12rx — 512
—9r2 — \J12rx — 3x2 — 9r2 - 4r + 16rx = 12rx — 512 /4572
—4r2 — \J12rx — 3x2 — 9r2 - 4r + 16rx = 127x /—12rx
—4r? — \/12rx —3x2—-9r?2-4r+4rx =0 /+\/12rx —3x%2 —-9r?-4r
4rx — 412 = [12rx — 3x2 — 9r2 - 4r /:4r
x—r=\/12rx—3x2—9r2 /C )?
x% — 2xr +r? = 12rx — 3x% — 9r? /+3x?
4x2% — 2xr + 1% = 12rx — 9r? /+9r?
4x% — 2xr + 10r% = 12rx /—12rx
4x% — 14xr + 1012 =0 /ir

2x% —7xr +5r>=0

Most szintén az x-re fogjuk haszndlni a masodfoku egyenlet megoldoképletét, ahol

a=2, b=-7r, c =572
B —(-7r) + \/(—77")2 —4-2-5r2 _7rt V4912 — 40712 _7rt V9r?2 _7rt3r
M2 = 2-2 - 4 T 1 T 4
_7r+3r_10r_5
nETY Ty T
Tehat a két metszéspont x koordinadtdja:
_ 7r — 3r _ 4r _
Xy = i r

Nekiink innen az x, koordinatara lesz sziikségiink a metszet teriiletének kiszamitadsdhoz.
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Most pedig a kovetkezOképpen hatdrozhatjuk meg a metszet teriiletét a fliggvények alatti

teriilet kiszamitasaval a megfeleld intervallumokon:

1. 1épés: A harmadik kor felso felkorét
f(x)

_ (2-V3)r +V—4x? + 12rx — 512
B 2

integraljuk az x € [r, 2r] intervallumon.

2. 1épés: A masodik kor alsé félkorét

glx) = r—\/4rx—x2 — 3r2

integraljuk az x € [r,%r] intervallumon.

3. 1épés: Az elso kor also félkorét
h(x) =r —+/2rx — x?

integraljuk az x € E T, Zr] intervallumon.

4. 1épés: Végiil pedig a kovetkezOképpen
szamolhatjuk ki a metszet tertiletét:

3
2 2r

rff(x)dx— fg(x)dx+3f h(x)dx

r —_
i

A kovetkezOkben csak az 1. 1épésben leirt gdrbe alatti teriiletet fogjuk részletesen
kiszdmolni, a 2. és 3. 1épésben 1évo teriileteknél csak a végeredményt, mert a szamolas

azonos modon torténik.
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dx =

2r 2r
_ 42 5,2
f FOdx :f (2-V3)r+v zx +12rx — 51

2r
1
=§-f(2—\/§)r+\/—4x2+12rx—9r2+4r2dx=

T

2r 2r
1 1
=§-(2—\/§)r-f ldx +§f J4r? — (2x — 3r)2dx =
r

r

Helyettesitéses integralas

1 1
1 1
1 1
1 1
: t=2x—3r :
' dt !
1 _ 1
! ax !

1
: dt = 2dx i
| 1 |
! dx—zdt !
e o e e e e e e e e e o ]

2r
2-4/3 1
=—T [x]3r+2-j§- 4r2 — t2 dt =
'
2r
2—4/3 1
=— r-((2r)—(r))+z-j 4r? —t2dt =
T

Helyettesitéses integralas

o = sin(w)

[}

1

1

1

1

1

[}

: . ( t )
1 = _—
| u = arcsin (-
X t = 2r - sin(u)
|

1

dt = 2r - cos(u) du

9 \/§ 1 2r
=— r? + 7 f 2r - cos(u) y/4r2 — (2r - sin(u))?2 du =
T
2r
2-V3 1
=— r? + 7 2r - j cos(u) /412 — 4r2- sin2(u) du =

r

A kovetkez0 trigonometrikus 0sszefliggést hasznaljuk fel:
sin?(u) + cos?(u) =1 / 4r?

4r? - sin?(u) + 4r? - cos?(u) = 4r? /—r?-sin?(u)
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4r? - cos?(u) = 4r? — 4r? - sin?(u)

Ezt behelyettesitjiik a megfeleld helyre:

_2-+3

2r 2r
2r 2 —
= 2+ e f cos(u) /4r? - cos?(u) du =
T

3 2r
r2+T-f 2r - cos?(u) du

T

2 2

2r 2r
2—+3 , 4r? 2—+3
=— r? + 2 j cos?(u) du = > r2+r2-j cos?(u) du =
T T

Most pedig az el6zoleg is emlitett
sin?(u) + cos?(u) = 1
Osszefiiggést, illetve a
cos(2u) = cos?(u) — sin?(u)
addicios képletet alkalmazva kapjuk a
cos?(u) = cos(2u) + sin?(u)

cos?(u) = cos(2u) + sin?(u) + cos?(u) — cos?(u)

/+ cos?(u)
1
2cos?(u) =cos(2u) +1 /:2
cos(2u) +1
cosz(u) = ¥
2
Osszefiiggést, amelyet felhasznalva folytatjuk az integralast az alabbi modon:
2r 2r
2—-+3 cos(2u) + 1 2-+3 1
= r2+r2-f (2w) du = r2+r2-—-fcos(2u)+1du=
2 2 2 2
r r
2r 2r
2—4/3 r? r?
— 2 - — =
=—T +2 fcos(Zu)du+2 jldu
T T

___________________________

Helyettesitéses integralas

i v=2u i
i dv i
! du !
i du = —dv i
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.r.Z
-cos(v) dv + > [u]2" =

l\.)

NIH

2r
_ r j
N 2

J

= 2 _2\/5 + — cos(v) dv +; [ulf" = : _2\/§7” + —2 [sin(v)]#" TZ ful?”

Most pedig elkezdjiik visszavezetni a helyettesitéses integraldsokat, elsoként az utolsot, ahol

v = 2U.

2-43 r? r?
> rZ + T [sin(2u)]Z" + - [ulz" =

t
Ezutan jon az u = arcsin (Zr)

25 (o ()4 fon )] -
= > r 4 Sin arcsin or i ) arcsin or =

Ezt a kovetkezd Osszefiiggésekkel fogjuk tudni egyszerisiteni:

t t
u = arcsin (—) akkor ¢és csak akkor, ha — = sin(u)
2r 2r

sin(2u) = 2 sin(u) cos(u)
sin?(u) + cos?(u) = 1

cos?(u) = 1 —sin?(w)

.t .
A fenti o = sin(u) miatt
r

cos?(u) =1 — (L)Z tehit cos(u) = |1 ( t >2

sin(2u) = 2 sm(u) /

t
sin (2 arcsin (—)) =2

t t\?
2r 2r 2r

Tehat folytatva a fenti integralast

2r

ot @] 5 (] -
T2 T T 2r 72 A U7 |

T
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2= 2, r? 1 . ( t )]Zr B
=— r 4 . 2r arcsm ) =
et (t)z + 2 foresn ()] -
=Tty o 5 |aresin (5 =
'
Ezutan pedig t = 2x — 3r visszahelyettesitéssel
_ 2T
_2-1\3 2, 7 2x—3r) - |1 (2x—3r>2 +r2 [ _ <2x—3r>]2r_
=— 1ty x —3r 5 5+ |aresin " =
- ST
r 2r
2—+/3 r 2x — 3r)? r? 2x — 3r\1*"
= ) TZ +Z' (2x - 37') ' Jl —% +7' [arcsin <T>]r =
- ST
2r
2—1/3 r 4x2 — 12xr 4+ 912 r? 2x — 3r\1*"
=— r? + 7 (2x — 37) -\/1 - e + ?[arcsin (—r)]r =
T
2r
2—-3 T 412 + 4x2 — 12xr + 512
= r’+-|12x—-3r) |1-—
2 4 412

r
2r

72 2x —3r\1*" 2-43 r 4x2 — 12xr + 572
— i [(— - 2 4 _ — -1 —
+ > [arcsm( " )]r T + 2 (2x—=3r) [1—-1 22
| r
2r
+r2[ . <2x—3r>]2 _2—\/§ 2+r (2x — 37) 2 —12xr + 512
5 |aresin " = rf | @x ) o
- T
T [ _ <2x—3r>] 2 — \/§2+r
5 |aresin 5 ) 5 2

4:-4r2 — 12 2r2 4+ 572
412

(e

(47”—37’)-\/—

2-2r —3r
+_. —_

2r

80

— (2r—3r)-\/—

)~ o

4r2 — 12r%2 + 572
412

!
/

2r — 3r
2r
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_2—\/§2+r 1672 — 2472 + 572 —3r2
“T 2 Ta” 4r? '

2

2 \/§ 1 T T T
2 —_ —_ —_— —_] - —— =
g (g B)+ g (<6> -9)
2—4/3 r T T 2—4/3 V3 r
2 4 _ (=== 2 4 "2 4
2r+ (r\/_)+2(6+6) 2r+4r >
2-+3 Jr\/§2 m ., 6-(2-+3) L2
2 4 el T 12 T T Tt
_12-6vV3+3V3+2m , 12-3V3+2m
- 12 = 12 r
A 2. Iépésben a kovetkez6t kapjuk:
3 3
27 27 \/_
12 + 3V3 — 4n
fg(x)dxzfr—\/4rx—x2—3r2dx= 54 T
Tr Tr

A 3. 1épésben pedig erre az eredményre jutunk:

i i 12 +3V3 — 4
+ —4n
j h(x)dx = f r—+/2rx — x%dx = 52 r?
3 3
5T E18

Végiil a metszet teriilete a kovetkezo lesz:

Tnetszet = jrf (x)dx — jrg(X)dx + jr h(X)dx\‘ =

r —_
i

24 T 24

12-3vV3+2m (12+3\/§—4n , 12+3V3—4n 2)
= re— r
12
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12-3V3+2m <1z+3\/§—4n )
= 2r?

1z 24
12-3V3+2m , 12+4+3V3—4nm |
= e — e =
12 12
—6V3+6m , m—+3 ,
= re = r
12 2

Az Osszefiiggés a metszet teriilete és a kor teriiletének negyede kozott:

T —+3 rem

> r2<T /4

(2m —2V3)r2 < rin /% (r>0)
2m—2V3<m /-
m—2V3<0 /+2V3

3,14 ~ T < 2V/3 ~ 3,46

Tehat ebben a megoldasban is arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a harom kor
metszetének teriilete kisebb, mint a kor tertiletének negyede, igyhogy a feladat szévegében

szerepld allitds nem igaz. m
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